
                                                                                         
                                                                                         
                          ഈ ْപഭാഷണ؋ിെല ْകമവും േْശണിയും ഞ׹ൾ സംഖّകളുെട ഗണിത ശരാശരിെയയും 
ജّാമിതീയ ശരാശരിെയയും കുറി്׺ കൂടുതൽ പരّേവײണം െചുإം, കൂടാെത ഗണിത പുേരാഗതിയിെല
ചില ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിׯാൻ ْശമിുׯം, എؗീ ര؇് സംഖّകൾ നൽകിയ ജّാമിതീയ പുേരാഗതി a, b 
തിരിു׺വിളിുׯം.  എؗീ േപാസിئീവ് സംഖّകളാൽ നിർവചിׯെؚടുؗു, ഒരു േകാമ യുെട a, b b 
ജّാമിതീയ ശരാശരി നിർവചി׺ിരിؗുׯത് ഉൽؚؗ؋ിന്െറ േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് േപാെലയാണ്, 1, 
2 എؗീ സംഖّകളുെട ഗണിത ശരാശരി 1 ؛സ് 2 എؗത് 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ കുറ്׺ 
ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം.  1.5 ആണ്, 1, 2 എؗിവയുെട ജّാമിതീയ ശരാശരി 2 ന്െറ വർ״മൂലമാണ്. 1, 4 
എؗിവയുെട ഗണിത ശരാശരി 1 ؛സ് 4 ൈബ 2 ആണ്, ഇത് 2.5 ആണ്, 1, 4 സംഖّകളുെട ജّാമിതീയ 
ശരാശരി 4 ന്െറ േപാസിئീവ് വർ״മൂലമാണ്, അത് 2 ആണ്.  2, 8 എؗിവയുെട ശരാശരി 2 ؛സ് 8 ആണ്, 
അത് 5 ആണ്, ര؇് മുതൽ എ؂് വെരയുت ജّാമിതീയ ശരാശരി നാല് ആണ്  ഈ സؕർഭ؋ിെല׸ിലും 
ഗണിത ശരാശരി ജّാമിതീയ ശരാശരിേയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ നിരീײിׯാൻ
കഴിയും, ഈ സؕർഭ׹ളിൽ ഈ അസമതٔെ؋ നമു്ׯ െപാതുേവ സٔ٠لം കാണാൻ കഴിയുേമാ?  
യഥാർ، സംഖّകൾ എبായ്േؚാഴും ജّാമിതീയ ശരാശരിേയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്, 
അടു؋തായി ഈ േചാദّം പരിഹരിׯാം എؗിവ ര؇് േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّകളായിരിׯെ؂, a, b 
അേؚാൾ ഗണിത ശരാശരി 2 ന്െറ ؛സ് ആണ്, റൂ؂് ആേണാ എ്ؗ ഞ׹ൾ േചാദّം േചാദിുׯം  b gm ab 
എبായ് േؚാഴും യുെട വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ അത് േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ g gn-
ആെണ׸ിൽ, ഒരു ؛സ് ൈബ 2 റൂ؂് എബിേനׯാൾ വലുതാേണാ തുലّമാേണാ എ്ؗ അറിയാൻ ഞ׹ൾb 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതാണ് ന് തുലّമായ േചാദّം  വّതّാസം ൈമനസ് െനഗئീവب, അതിനാൽ c am gm 
നമു്ׯ വّതّാസം പരിഗണിׯാം, ഒരു ؛സ് ൈബ 2 ൈമനസ് റൂ؂് എؗത് ലളിതമായ b ab 
കൃْതിമതٔ؋ിലൂെട പരിഗണിׯാം, ഇത് ഒരു ؛സ് ൈമനസ് ര؇് തവണ റൂ؂് ൽ നി്ؗ ര؇് b ab-
പൂർ؋ിയാുؗുׯ  നّൂമേറئർ ചതുരാകൃതിയിലാׯിയാൽ, നّൂമേറئർ റൂ؂് ൈമനസ് റൂ؂് e a b 
ആെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ നിരീײിׯാൻ കഴിയും, 
അ׹െന ആം ൈമനസ് എؗ വّതّാസം റൂ؂് ൈമനസ് റൂ؂് എؗതിന് തുലّമാണ്, മുഴുവൻ gm a b 
ചതുരവും 2 െകാ؇് ഹരിുؗുׯ.  യഥാർ، സംഖّകൾ അവയുെട വّതّാസം ഒരു യഥാർ، 
സംഖّയാണ്, ഒരു യഥാർ، സംഖّയുെട വർ״ം എبായ്േؚാഴും േനാൺ-െനഗئീവാണ്, അതിനാൽ റൂ؂് 
ഒരു ൈമനസ് റൂ؂് മുഴുവൻ ചതുരവും േനാൺ-െനഗئീവാണ്, അതായത് ൈമനസ് വّതّാസം b am gm 
െനഗئീവ് അب, അതിനാൽ എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ് അെ׸بിൽ  ജിഎംഎ ؛സ് ബി 2 ന് am 
തുലّമാണ് റൂ؂് എബിേനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു െപാതു അസമതٔം ആം 
ജിഎം അസമതٔം رാപിു׺, ര؇് േപാസിئീവ് സംഖّകളുെട ഗണിത ശരാശരി എبായ്േؚാഴും 
അവയ്ׯിടയിലുت ജّാമിതീയ ശരാശരിേയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ ഒരാൾ േചാദّം 
േചാദിׯാം.  സമതٔം നിലനിർുؗു؋, നമു്ׯ നുأെട അേനٔഷണ؋ിേല്ׯ മട׹ാം, ന് തുലّമാണ്, gm 
അേؚാൾ വّതّാസം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ റൂ؂് എേؚാൾ ൈമനസ് റൂ؂് എؗതിേല്ׯ േചാദّം b 
കുറയുؗു, മുഴുവൻ ചതുരവും പൂജّവുമായി േയാജിുؗുׯ, ഉ؋രം ഇതാണ്  നأൾ േപാസിئീവ് 
സംഖّകൾ ൈകകാരّം െചؗുإതിനാൽ, റൂ؂് ന് തുലّമായിരിുׯേآാൾ, അത് ന് തുലّമാെണ്ؗ b b 
പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ര؇് സംഖّകൾׯിടയിലുت ഗണിത ശരാശരി നിഗമനം െചإാൻ b
ന് തുലّമാെണ׸ിൽ മാْതേമ സമതٔം നിലനിൽൂׯ എؗതാണ് നിരീײണം.  അവയ്ׯിടയിലുت 
ജّാമിതീയ ശരാശരി്ׯ തുലّമാണ്, ര؇് സംഖّകളും തുലّമാകുേآാൾ മാْതേമ ഗണിത ശരാശരിയും 
ജّാമിതീയ ശരാശരിയും ഒു؋േചരൂ  ര؇് എ ؛സ് ടു ബിയും ഏരിയ എബിയും ആയ എبാ വശ׹ളും 
ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ ദീർഘചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉؋ിന് തുലّമായ വിُീٝർ؉മുت ഒരു ചതുരം 
പരിഗണിׯാം അർ،മാؗുׯത് വിُീٝർ؉മുت ഒരു ചതുരം ഉ؇ായിരിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ
എؗാണ്.  വശം വിُീٝർ؉മുت ഒരു ചതുരം ഉ؇ായിരിׯണെമ׸ിൽ, നമു്ׯ എبാ വശ׹ളിെലയും ab 
നീളമുت റൂ؂ിന്െറ ചതുരം ആവശّമാണ്, കൂടാെത ഈ ചതുര؋ിന്െറ വിُീٝർ؉؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം 
നമു്ׯ പരിഗണിׯാം.  വّതّസ് തമായി ആണ്, ചുئളവ് എبാ വശ׹ളുെടയും ൈദർഘّ؋ിന്െറ ab 
നാലിര؂ി റൂ؂് അബ് സമാണ്, ഇത് മനشിൽ വയ്ുׯക, എؗ വശ؋ിന്െറ നീളം a, b 
ْപതിനിധീകരിؗുׯ സംഖّകൾ്ׯ അസമതٔം ْപേയാഗിׯാം അസമതٔം പറയുؗു, am gm a, b am gm 
ഒരു ؛സ് എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ് അെ׸بിൽ  2 തവണ ؛സ് 2 മട്׹ എ്ؗ പറയുؗതിന് b 2 2 a b 
തുലّമായ റൂ؂് ന് തുലّമാണ്, ര؇് വശു؋ം 4 െകാ؇് ഗുണി4 ്׺ തവണ റൂ؂് െയׯാൾ വലുേതാ ab ab 
തുലّേമാ ആണ്  അേത വിُീٝർ؉മുت മേئെത׸ിലും ദീർഘചതുര؋ിന്െറ ചുئളവുമായി 
താരതമّെؚടുു؋േآാൾ ചതുര؋ിന്െറ ചുئളവ് ഏئവും കുറവാണ്, ഈ അസമതٔ؋ിന്െറ വലത് 
വശം ചതുര؋ിന്െറ ചുئളവും ഈ അസമതٔ؋ിന്െറ ഇടത് വശവും ഒരു ദീർഘചതുര؋ിന്െറ 
ചുئളവിെന ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, അതിനാൽ അസമതٔം ഉടനടി വിവർ؋നം െചുؗുإ  ഒരു amgm 
ജّാമിതീയ വസ് തുതയിേല്ׯ, അതായത് തുലّ വിُീٝർ؉മുت എبാ ദീർഘചതുര׹ൾׯിടയിലും 
ചതുര؋ിന് ചുئളവ് കുറവാണ്  ര؇് േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّകൾׯായി നിർവചി׺ിരിؗുׯതിനാൽ 
നമു്ׯ ഇത് സാമാനّവൽׯരിׯാനും യഥാർ، സംഖّകളുെട പരിമിതമായ സംഖّകൾ്ׯ ഗണിത 
ശരാശരിയും ജّാമിതീയ ശരാശരിയും നിർവചിׯാം.  എؗത് 1 ؛സ് a 2 etceera an a 2 plus 

 യഥാർ، etcetera a n ؋ാ സംഖّകളും േചർ്بൾ എأസ് െകാ؇് എؗതിന് തുലّമാണ്, ന؛
സംഖّകളുെട എ؉ം െകാ؇് ഹരിുؗുׯ േപാസിേئാറിയലുകൾ്ׯ അതിനാൽ ഈ n a 1 a 2 
സംഖّകളുെട ജّാമിതീയ ശരാശരി  ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ നിർവചി׺ിരിؗുׯത് a1 a2 
മുതലായവയുെട റൂ؂് ഉൽؚؗ؋ിന് തുലّമാണ്, gm, a 1 a 2 a 3 etcetera, a power 1 by n nth 
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സംഖّകളുെട ഗുണനഫല؋ിന്െറ ന് തുലّമാകുേآാൾ അത് നമു്ׯ ഉ؇ായിരുؗ n 2 
േഫാർമുലയിേല്ׯ കുറയുؗു.  ര؇് സംഖّകൾׯിടയിലുت ജّാമിതീയ ശരാശരി്ׯ, ഒരു േപാസിئീവ്n 
റിയലുകളുെട ഒരു കൂ؋؂ിന് അസമതٔം ഉെ؇്ؗ ഞാൻ െതളിവിبാെത സൂചിؚിׯെ؂, അത് am gm 
േപാസിئീവ് റിയലുകളിൽ ഒ്ؗ ര؇് സംഖّകളിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ.  ഭײിؗുׯവൻ ജّാമിതീയ 
ശരാശരിെയׯാൾ അെ׸بിൽ തുലّമായത് ഈ അസമതٔ കുറി്ؚ رാപിؗുׯത് നب ഒരു 
വّായാമമായിരിുׯം  ര؇് യഥാർ، സംഖّകൾ്ׯ അസമതٔം അടിرാനമായി ഉപേയാഗി്׺ am gm 
പൂജّേׯ؋ാൾ തുലّേമാ ഇൻഡײൻ ْപേയാഗിേ׺ാ അത് േപാസിئീവ് റിയലുകൾׯായി n 
 ളിൽ׹ാം, പരിമിതമായ തുകയിൽ നി്ؗ വّതُّമٝായി ഞാൻ മുൻ ْപഭാഷണׯാൻ ْശമിׯാപിر
പറ؁തുേപാെല അനؓമായ േْശണിയിേല്ׯ മട׹ാം.  ഒരു അനؓമായ തുകേയാ അനؓമായ 
േْശണിേയാ േനരി؂് മുേؗാ؂് െകാ؇ുേപാകാൻ കഴിയിب, നأൾ എؓാണ് െചؗുإത്, ഭാഗിക തുകയുെട 
അനുْകമം അടു؋തായി ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ, ഭാഗിക തുകയുെട അനുْകമം അടുെ؋؋ിയാൽ n
വലുതും വലുതുമായി വരുؗതിനാൽ ഭാഗിക തുകയുെട അനുْകമ؋ിന് എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ
നിരീײിുؗുׯ.  വലുതും വലുതുമായി മാറുؗതിനനുസരി്׺ ഒരു നിحിത യഥാർ، സംഖّയിേല്ׯ n 
ഞ׹ൾ സീരീസ് സംْഗഹിׯാവുؗേതാ ഒു؋േചരുؗേതാ ആെണ്ؗ പറയുؗു, കൂടാെത ഭാഗിക 
തുകയുെട അനുْകമം വരുؗ നിحിത സംഖّ ആയിരിുׯം  ആ സؕർഭ؋ിൽ സീരീസിന്െറ b e 
ആെകു؋കയായി കണׯാؗുׯത്, െപാതു അനുപാതം ൈമനസ് 1 നും 1 നും ഇടയിലാെണ׸ിൽ ഒരു 
ജّാമിതീയ േْശണി അനؓമായ ജّാമിതീയ േْശണി സംْഗഹിׯാവുؗതാെണ്ؗ ഞ׹ൾ 
നിരീײിുؗുׯ.  മ്ئ സؕർഭ׹ളിൽ, അതായത് 1-േനׯാൾ കൂടുതേലാ തുലّേമാ ആയ െപാതു r 
അനുപാത؋ിന്െറ േമാഡുലസ്, ജّാമിതീയ േْശണി വّതിചലിുؗുׯ, അനؓമായ ജّാമിതീയ േْശണി്ׯ
സമാനമായി ഒരാൾ േചാദിേׯ׺ാം, എؓുെകാ؇ാണ് ഒരു ഗണിത പുേരാഗതി ؛സ് ؛സ് 2 aa da 
നൽകിയിരിؗുׯ അനؓമായ ഗണിത േْശണിെയ നأൾ പരിഗണിׯാ؋ത്  d 
അ׹െന ഒരു ؛സ് ൈമനസ് 1 എؗതിൽ നമു്ׯ എؗ തുക 1 മുതൽ അനؓത വെര ؛സ് n d n n 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് എؗതിെനുׯറി്׺ സംസാരിׯാേമാ?  ആദّം നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ d 
നിരീײണം നൽകെ؂, സംْഗഹം എؗത് 1 േല്ׯ അനؓമായ ഒരു അനؓ േْശണി്ׯ തുലّമാണ്, ann 
ഒരു 1 ؛സ് ؛സ് ؛സ് ആകുക, അതിനാൽ ഏകീകരിുׯക എؗർ،ം നി׹ൾ്ׯ ഈ a2 a3 
പദ׹െളبാം േചർׯാം  
അ׹െനെയ׸ിൽ പരിമിതമായ മൂലّ؋ിൽ അവസാനിുׯം, അതായത് ഭാഗിക തുകയുെട 
അനുْകമമായ ഭാഗിക തുകയുെട അനുْകമമായ അനുْകമം, അതായത്, ؛സ് ؛സ് മുതലായവയ്്ׯ a1 a2 
തുലّമായ ഭാഗവും, ഒരു കൂടിേ׺രലും കൂടിേ׺ർؗതാണ്, അത് േപാെല വലുതും വലുതുമായി n 
ഭാഗിക؋ിന്െറ അനുْകമം മാറുؗു.  തുക ഒരു നിحിത സംഖّേയാട് േവ؇ْത അടുു؋വരുؗു, 
അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ േْശണി സംْഗഹിׯാവുؗേതാ ഒു؋േചരുؗേതാ ആെണؗ 
അനുമാന؋ിൽ നമു്ׯ അതിെന അെത എ്ؗ വിളിׯാം  1, വലുതായിരിുׯേآാൾ ഓർുׯക, n n 
ൈമനസ് 1 ഉം ഉം തأിൽ വലിയ വّതّാസമിب, ഒരു േْശണിയുെട സംേയാജനം െകാ؇് ഞ׹ൾ n 
അർ،മാؗുׯത്, നأൾ സീകٔൻസിന്െറ അവസാന؋ിേല്ׯ പുേരാഗമിുׯേآാൾ എبാ പദ׹ളും 
ഒരു നിحിത സംഖّയ്്ׯ സമീപം ُംٝഭനാവرയിലാകും എؗതാണ്.  അെത, ഒരിׯൽ ഉجിേല്ׯ sn 
സംേയാജിؚി׺ാൽ ൈമനസ് 1 എؗിവ ഈ رിര ന് വളെര അടു؋ായിരിുׯം, sn, sn s n 
വലുതാകുേآാൾ എؗത് ആദّെ؋ പദ׹ളുെട ഒരു 1 ؛സ് ആണ്  2 ؛സ് sn n a etcetera plus a 
ആയതിനാൽ ആണ് ൈമനസ് ൈമനസ് 1 േടം ഉം ൈമനസ് 1 െടംസും an sn sn nth nth term n 
തأിലുت വّതّാസ؋ിന് തുലّമാണ്, ഭാഗിക തുകയുെട ْകമ؋ിെല ൈമനസ് 1 പദവും n n 
വലുതാകുേآാൾ ന് അടു؋ാണ്.  അനؓതയിേലتുׯ എؗ പരിധി പൂജّമാെണ്ؗ s- n 
വّװമാകണം, ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗിവ ന് അടു؋ായതിനാൽ, വലുതാകുേآാൾ വّതّാസം sn, sn s- n 
0-ന് അടു؋ായിരിുׯം  എؗാൽ ഉം ൈമനസ് 1 ഉം ന് അടു؋ായിരിുׯേآാൾ വّതّാസം on sn sn s-
പൂജّ؋ിനടു؋ായിരിുׯെമ്ؗ ഒരു അവേബാധജനّമായ േതാؗൽ ഉ؇ായിരിׯണം, അതിനാൽ n 
അനؓതയിേലتുׯ ْപവണത പൂജّമാണ്, അതിനാൽ അനؓമായ േْശണികൾ ഒു؋േചരുؗ a 
വُٝു തയിൽ നമു്ׯ എؓാണ് ആരംഭി׺ത്.  അനؓമായ സീരീസ് ഒടുവിൽ ഒരു പരിമിതമായ യഥാർ، 
സംഖّെയ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ ചില ആയി കണׯാുؗുׯ, a 1 plus a 2 plus a 3 plus etc s 
അ׹െനെയ׸ിൽ എؗ പദ׹ൾ 0 ന് അടു്؋ വരണം എ്ؗ ഞ׹ൾ നിഗമനം െചുؗുإ, അതിനാൽ a a 
എؗത് സംേയാജിؚിؗുׯത് സൂചിؚിുؗുׯ.  അനؓതയിേല്ׯ തിരി؁് േപാെല 0 േല്ׯ n n 
ْപവണത കാണിുؗുׯ, നി׹ൾ്ׯ ഒരു ْപُാٝവന ഉെ؇׸ിൽ അത് അب എؗതിന് തുലّമാണ്, അത്p q 

അب എؗതിന് തുലّമാണ്, ْശؑിׯരുത് അർ،മാؗുׯത് എؗത് യുװിപരമായി തുലّമാണ്q p p q 
അب എؗതിന് തുലّമാണ് എؗത് ഞ׹ളുെട നിരീײണ പരآരയുെട സേأഷനിേല്ׯ തിരിെക q q 

േപാകുؗിب എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ.  എؗത് അർ،മാؗുׯത്, വലുതും a is convergent n 
വലുതുമായി മാറുേآാൾ പദ׹ൾ 0 ന് അടു്؋ വരുؗതിനാൽ ഈ േലാജിׯൽ തുലّത 
ْപേയാഗിുׯേآാൾ, വലുതും വലുതുമായതിനാൽ ആം പദം പൂജّ؋ിേല്ׯ ْപവണത n n-
കാണിؗുׯിെ׸بിൽ, അനുബؖ േْശണികൾ നമു്ׯ ْപതീײിׯാനാവിെ്ؗب നിരീײിׯാൻ 
കഴിയും.  ഒരു 0 ന് അടു്؋ വരുؗിെ׸بിൽ അനؓതയിേല്ׯ നീുؗു׹െവ׸ിൽ, മെئാരു വിധ؋ിൽn 
പറ؁ാൽ, ഒരു പരിമിതമായ മൂലّെ؋ ْപതിനിധീകരിׯാൻ സംْഗഹ؋ിന് കഴിയിب, ഇത് 
സംْഗഹിׯാനാവിب, ഇത് ഒരു പരآരയാേണാ എ്ؗ കാണാനുت ശװമായ പരിേശാധനകളിെലാؗാണ്.

വലുതും വലുതുമായി വരുؗതിനാൽ േْശണിയിെല പദ׹ൾ 0 ന് അടു്؋ വരുؗിെ്ؗب നി׹ൾ  n 
നിരീײി׺ാൽ, വّതّസ് ത അർ،ം സംേയാജിതമെ്ؗب നി׹ൾ്ׯ നിഗമനം െചإാം  ഈ നിരീײണം 
നിലനിർ؋ിെׯാ؇് അനുബؖ േْശണിയിൽ സംْഗഹിׯാനാവിب, നമു്ׯ ഒരു ഗണിത പുേരാഗതി 
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നൽകിയ േചാദّ؋ിേല്ׯ മട׹ാം ؛സ് ؛സ് 2 മുതലായവ അനؓമായ േْശണി സംْഗഹം aa da d n 1 
മുതൽ അനؓത ؛സ് ൈമനസ് 1 േല്ׯ േല്ׯ സംേയാജിؚിുؗുׯ  അനؓമായ സീരീസ് ഒടുവിൽa n d 
ഒരു സംഖّ യഥാർ، മൂലّെ؋ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ.  എؗത് 0 ന് തുലّമെ്ؗب d 
അനുമാനിുׯകയാെണ׸ിൽ, എؗത് ഒരു േപാസിئീവ് സംഖّയാെണ׸ിൽ കാؓിമാന؋ിൽ d n 
വലുതാകുേآാൾ ഒരു ؛സ് ൈമനസ് 1 ആയി വലുതാകുؗത് നأൾ കാണുؗു  െനഗئീവാണ് n d n 
ൈമനസ് 1 ആയി വലുതാകുേآാൾ ൈമനസ് അനؓതേയാട് അടു്؋ വരുؗു, അതിനാൽ d, n n 
അനؓതയിേലتുׯ ْപവണതെയ പരിമിതെؚടുു؋ക ؛സ് ൈമനസ് 1 േല്ׯ എؗത് ؛സ് a n d 
ഇൻഫിനിئി അെ׸بിൽ ൈമനസ് അനؓതയാണ് ഞ׹ൾ നിരീײി׺ത് ആ പദമാണ്  ഞ׹ൾ്ׯ nth 
താൽؚരّമുت േْശണിയുെട അതായത് വലുതാകുേآാൾ ഗണിത േْശണി 0 ന് അടു്؋ വരുؗിب, n 
അതിനാൽ മുآെ؋ നിരീײണ؋ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ അനുബؖ േْശണി സംْഗഹിׯാനാവിب, 
അതിനാൽ സംْഗഹം ؛സ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് അനؓത സംേയാജിؗുׯിب  a n dn 1 n 
വലുതാകുേآാൾ പരآരയുെട ആം പദം 0-ന് അടു്؋ വരാ؋തിനാൽ, 0-ന് തുലّമെ׸بിൽ, n- d d 
എؗത് 0-ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, അനؓ؋ിന്െറ 0 ആം പദ؋ിന് തുലّമാകുേآാൾ, അനുബؖ േْശണിn-
സംേയാജിതമാകിب.  ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമുت സീരീസ് رിരമായി കുറയുؗു, അതിനാൽ n 
അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുׯേآാൾ ആം പദം പൂജّേ؋ാട് അടുׯിب, പൂജّമായ പരിധി n a 
അب അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ ആം പദമാണ് അبാ؋ത് 0 അب  ഞ׹ൾ n a n a 
നിഗമനം െചുؗുإ, െപാതുവായ വّതّാസം 0 ആെണ׸ിൽ ആദّ േടം 0 അب എ׸ിൽ ഗണിത പുേരാഗതി 

ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട െടം പൂജّേ؋ാട് അടുؗുׯിب, അതിനാൽ അനുബؖ േْശണി aaa nth a 
 എؗത് 0 ന് തുലّവും ന് ap  lus a plus so on d 0 بിൽ അത് സംേയാജിതമ׸بഅെ بസ് പരിമിതമ؛
തുലّവുമാണ്, 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഗണിത പുേരാഗതി 0 0 0 ആണ്, അനുബؖ ഗണിത േْശണി 0 ؛സ് 0 ؛സ് ആണ്  
കൂടാെത ഇത് വّװമായും സംْഗഹിׯാവുؗതും തുക 0 ആണ്. നിشാരമായ േകെസാഴിെക 
അവസാനിؚിׯാൻ ഗണിതപുേരാഗതിയുമായി ബؖെؚ؂ േْശണി, അതായത് സേأഷൻ ؛സ് a n 
ൈമനസ് 1 േല്ׯ എؗത് ഒു؋േചരുؗതب, ഇത് ജّാമിതീയ േْശണിയിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാണ്.  ഒരു d 
ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുമായി െപാരു؋െؚടുؗത് ന്െറ ചില മൂലّ׹ൾ്ׯ കൂടുതൽ കൃതّമായി r 
ൈമനസ് 1 നും 1 നും ഇടയിൽ കിടؗുׯ ന്, ജّാമിതീയ േْശണി ഒഴിെകയുت ര؇ും കൂടിേ׺രലാണ്, r 
സംْഗഹം ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, അനؓത ഒു؋േചരുؗുെവ׸ിൽ, ഞ׹ൾ നട؋ിയ നിരീײണം ann 1 
ഞാൻ ഊؗിؚറയെ؂.  സംഗീതം] ഗണിതശാസ്ْതപരമായി വലുതായി എഴുതുേآാൾ 0 ന് n 
അടു؋ാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ, പരിധി അനؓതയിേലتുׯ ْപവണത പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, n a 
ഈ ഫലം നأൾ എ׹െന ഉപേയാഗിുׯം ആണ്  ْപസ് താവനയുെട വിപരീതഫലം എടുുؗുׯ, b y 
അതായത് നി׹ൾ്1 ׯ മുതൽ അനؓത ന് തുലّമായ ഒരു േْശണി സംْഗഹം ഉെ؇׸ിൽ, ഒؚം ഒരു a 
പദവും പദവും 0 ന് അടു؋െുؗبം നിരീײിׯാൻ കഴിയുെമ׸ിൽ, വലുതാകുേآാൾ നമു്ׯ സീരീസ്n 
ആെണ്ؗ നിഗമനം െചإാം.  ഒു؋േചരുؗതب, എؗാൽ വലുതാകുേآാൾ എؗ പദം 0-ന് n n 
അടു؋ാെണ׸ിൽ, അത് അനؓമായ േْശണി സംْഗഹ؋ിന്െറ 1-ന് തുലّമായ ന്െറ n-
സംേയാജനെുׯ؋റി്׺ ഒؗും ഉറؚുനൽകുؗിെ׸بിൽ, ഒരു 0-ന് അടു്؋ ആയി മാറുകയാെണ׸ിൽ n 
[സംഗീതം] ഏകപײീയമായി വളരുെമ്ؗ ഓർأിുׯക.  വലുത് [സംഗീതം] ഒരു സംْഗഹം വളെര 
ْപധാനെؚ؂ പരാമർശമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ നിഗമനം െചإാൻ കഴിയിب, ഈ പരാമർശ؋ിന് 
അനുബؖമായി ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ ഒരു ഉദാഹരണം നൽകെ؂, നമു്1 1 ׯ ൈബ 2 1 ൈബ 3 എؗ ْകമം 
പരിഗണിׯാം, 
അ׹െന 1 ന് 1 ന് അനുബؖ പരآരകൾ ആയിരിുׯം  സംْഗഹം 1 ന്െറ അതായത് 1 ؛സ് 1 ൈബ 2 n 
 സ് ന് 2 2 s 2 n 1 n؛ പവർ ׯസ് മുതലായവ, ഈ േْശണിയുെട ഭാഗിക തുകയ്്؛ സ് 1 ൈബ 3؛
പവറിേനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണؗ േْപാؚർ؂ി ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ െതളിയി׺തായി ഓർുؗുׯ.  

ഭാഗിക തുക 1 ؛സ് ന് 2 െകാ؇് വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്. അതിനാൽ ഭാഗിക തുകയുെട nth n 
അനുْകമം പരിമിതെؚടു؋ിയി؂ിبാ؋തിനാൽ അത് വർؑിു׺െകാ؇ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഭാഗിക 
തുകയുെട അനുْകമം പറയുؗതിന് തുലّമായ ഒരു നിحിത സംഖّേയാട് അടു്؋ തെؗ തുടരുെമ്ؗ 
നമു്ׯ ْപതീײിׯാനാവിب.  സീരീസ് മെئാരു വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ 1 ؛സ് 1 ൈബ 2 ؛സ് 1 ൈബ 3 
 എؗിരുؗാലും എؗ n ,بിؗുׯസ് മുതലായവ ഒരു പരിമിതമായ റിയൽ സംഖّെയ ْപതിനിധീകരി؛
പദമായ 1 ന്െറ ന് അടു്؋ വരും, കാരണം ന്െറ സി1 ׶ ന്െറ 1 ന് കൂടിേ׺രുؗി1  ب ന്െറ n 0 n n 
എؗത് 0 ന് അടു്؋ വരുؗു, 
അ׹െന നി׹ൾ്ׯ ഒരു േْശണി സംْഗഹം ഉ؇ാകുേآാൾ അനؓതയിേല്ׯ നീുؗു׹, കൂടാെത n nth

പൂജّ؋ിന് അടു്؋ വരാ؋േؚാൾ ഉടൻ തെؗ സീരീസ് ഒു؋േചരിب, എؗാൽ ആം പദം 0 term an n 
േല്ׯ േപായാൽ ഞ׹ൾ്ׯ കഴിയിب  സീരീസിെനുׯറി്׺ എെؓ׸ിലും അവകാശെؚടുക, ഞാൻ ഒരു 
ഉദാഹരണം കൂടി നൽകിയാൽ അത് കൂടുതൽ വّװമാകും, ഞാൻ 1 ؛സ് 1 ൈബ 2 ؛സ് 1 ൈബ 4 ؛സ് 1 
ൈബ 8 ؛സ് എؗി׹െന പരിഗണിׯാം, അതായത് 1 ൈബ 2 പവർ ൈമനസ് 1 എؗ ْകമവും n 
അനുബؖ േْശണി സംْഗഹവും  എൻ  1 മുതൽ ഇൻഫിനിئി 1 ൈബ 2 പവർ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, n 
ഇത് ആദّ പദം 1 ആയി ഉت ഒരു ജّാമിതീയ േْശണി ആെണؗും അനുബؖ ജّാമിതീയ 
പുേരാഗതിയുെട െപാതു അനുപാതം 1 ൈബ 2 ആെണؗും കാണുؗത് ബുؑിമുت؂ു കാരّമب, അത് 1 ൽ
കുറവാണ് . ഈ സീരീസ് സംേയാജിതമാണ് , വാُവٝ؋ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ അതിന്െറ ആെകു؋ക a by 1 
ൈമനസ് തര؋ിന് ഒരു േഫാർമുലയു؇്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ നിരീײിുؗുׯ, അതായത് 1 r by 2 power n
ൈമനസ് 1 , വലുതാകുേآാൾ 0 ന് അടു്؋ വരുؗു.  മതി അതിനാൽ ഈ ഉദാഹരണ؋ിൽ 0 േല്ׯ n 
ْപവണത ആയി അനؓതയിേലുׯം സംْഗഹ؋ിേലുׯം ഒരു സംേയാജിതമാണ്, എؗാൽ മുൻ n 
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ഉദാഹരണ؋ിൽ 0 ആയി ആയി അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, എؗാൽ ഒരു n 
േْശണിയുെട ആം പദം സംേയാജിؗുׯിെ׸بിൽ സംْഗഹം സംേയാജിؚിׯി0  .ب േല്ׯ ഉടൻ തെؗn- a 
സീരീസ് സേأഷൻ അവസാനിؚിുׯക ഒു؋േചരുؗതب , അത് 0 ആയി ഒു؋േചരുകയാെണ׸ിൽ , a 
അനുബؖ േْശണി സംْഗഹെുׯ؋റി്׺ ഞ׹ൾ്ׯ എെؓ׸ിലും നിഗമനം െചإാൻ കഴിയിب , 

െയുׯറിتു׺ സാേ׸തിക വിശദാംശ׹െളുׯറി്׺ അധികം വിഷമിേׯ؇തിب. convergence di 
സീരീസിന്െറ വേׯാളമാെണ׸ിലും   ഞ׹ൾ ഇതുവെര ചർ׺ െചᅃٝ ആശയെ؋ അടിرാനമാׯി 
ചില ْപശ് ന׹ളിേല്ׯ [സംഗീത؋ിേല്ׯ] നീ׹ാം എ്ؗ പറ؁തിന് േശഷം അത് ഒരു 
അവേബാധജനّമായി അനുഭവിׯാൻ ْശമിുׯക.  ഇത് നി׹ളുെട ൈസؑാؓിക ധാരണയ്്ׯ gp , 
അനുബؖമായിരിׯണം ആദّ ْപٍ٠ം 2 ന്െറ ഈ നിബؖനകളുെട ആെകു؋ക 3 ؛സ് 8 ന്െറ 7 ap n n 

-ിലാണ് 2 ന്െറ നിബؖനകൾ, ആദّ േടം െപാതുവായ വّതّാസം n ap؋സ് 50 എؗ അനുപാത؛ n a, d
എؗിവയുت ഒരു നൽകിയത് ദയവായി ഓർുׯക , ആ എപിയുെട നിബؖനകളുെട ആെകു؋കap n 
കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു േഫാർമുലയു؇്, കാരണം നമു്ׯ ഇവിെട ര؇് കൾ ൈകകാരّം ap-
െചേإ؇ിവരുؗു, ആ ആദّ ഗണിതം നമു്ׯ അനുമാനിׯാം  പുേരാഗതി്ׯ ആദّ േടം ഉ؇് , നമു്ׯ ap 

എؗും െപാതുവായ വّതّാസം എؗും വിളിׯാം, തുടർ്ؗ ؛സ് ؛സ് 2 a1 d1 ap a1 a1 d1 a 1 d 1 
ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ ന് ആദّ േടം ഉം െപാതുവായ വّതّാസം ഉം ഉ؇്, ap a2 d2 
തുടർ്ؗ ര؇ാമെ؋ േപാെല കാണെؚടും ؛സ് ഡി  2 ؛സ് 2 ap a2 a2 a2 d2, 
അ׹െന ആദّ ന്െറ ആം േടം ആദّ േടം ؛സ് ൈമനസ് 1 ആണ്. 2 ന്െറ പദ׹ളുെട ap- n- n ap n 
തുകയുെട അനുപാതമാണ്, യുെട ആദّ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക എؗ േഫാർമുല ഉപേയാഗി്׺ ap n n 
ആദّ പദ؋ിന്െറ 2 2 മട്׹ കൂ؂ി ൈമനസ് 1 െപാതു വّതّാസ؋ിേല്ׯ നൽകിെയ്ؗ ഓർأിുׯക  n 
ര؇ാമെ؋ ന്െറ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക 2 2 ന്െറ ആദّ േടമിേല്ׯ ൈമനസ് 1 ആയി ap- n n 
െപാതുവّതّാസ؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ഈ ര؇് അളവുകളുെട അനുപാതമാണ് ന്െറ n 

 സ് 8 2 2 a n d1 a 1 2 a 2 n d 2 n؛ എؗത് 3 ׯസ് ൈമനസ് 1 േല്؛  ന് 2 2 2 ׯസ് ൈമനസ് 1 േല്؛
ൈബ െസവൻ ؛സ് പതിന؀് റؐാുؗുׯ ഈ ര؇് െകാ؇് നൽകിയ വُٝു ത ര؇് n n a one plus n 
ൈമനസ് 1 േല്ׯ േല്2 ׯ ആണ്  ൈമനസ് 1 മുതൽ വെരയുتത് 3 ؛സ് ൈബ d 1 a 2 plus n d 2 n a 

 ൻഡ് എപിയിെല ആദّ പദവും െപാതുവായ വّതّാസവും 7 n rst ap a2 d2ׯസ് 50 ആണ് ഉം ഉം െസ؛
അ׾ാതമാണ് , ഇത് ലളിതമാׯിയതിന് േശഷം നി׹ൾ്ׯ ഒരു സമവാകّം മാْതേമ നൽകൂ , കൂടാെത 
നിരവധി അ׾ാത׹ളുമു؇്, അതിനാൽ ഇത് പരിഹരിׯെؚടുെമ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ ْപതീײിׯാനാവിب, 
എؗിരുؗാലും കെ؇ؗു؋തിെനുׯറിتു׺ േചാദّം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം. പْؓ؇ാം േടമിന്െറ 
അനുപാതം ഓർുׯക, ഞ׹ൾ്ׯ ഫ്ز എപിയുെട േടമിനും െസׯൻഡ് എപിയുെട േടമിനും nth nth 
േഫാർമുല ഉെ؇്ؗ ഓർുׯക, അതിനാൽ ആദّ ന്െറ പْؓ؇ാം േടം 1 ؛സ് 11 ആയി ഉം 12-ആം ap- d1 
േടം ര؇ാമെ؋ ന്െറ 11 േല്ׯ ഉം ആയിരിുׯം  ഈ ؛സ് 11 ന്െറ അനുപാതം ന്െറ ap d2 a1 d1 a2 
 ത് 2 d2 a 1 plus nتുׯത് , നമുؗുׯാട് േചാദിأതിന് ഇതാണ് നേؗു؋؇കെ ׯേല് ׯസ് 11 േല്؛
ൈമനസ് 1 േല്ׯ േല്؛ 2 ׯസ് ൈമനസ് 1 േല്ׯ തുലّമാണ്  3 ؛സ് 8 മുതൽ 7 ؛സ് d 1 a 2 n d 2 n n 
50 വെര, അതാണ് നأൾ അനുപാതം കെ؇ؗു؋ത് ؛സ് 1180 ؛സ് 11 എؗത് 2 ؛സ് 22a1 by a2 d2 a 1 

െകാ؇് 2 ؛സ് 22 ഐׯേറئർ ഗുണി്׺ അതിെന നّൂമേറئർ ഗുണിؗുׯതിന് തുലّമാണ് 2 d 1 a 2 d 2 
ഉപേയാഗി്׺ ഇേؚാൾ നമു്ׯ എؓാണ് ഉتെത്ؗ േനാൂׯ , അത് 2 ؛സ് ൈമനസ് 1 ആണ് a 1 n i n 
ൈമനസ് 1 ന്െറ رാന്؛ 2 ؋സ് ൈമനസ് 1 ആയി േല്ׯ നമു്22 ׯ ആവശّമാണ് , a 2 n d2 n to d1 
അതായത് എؗത് 23 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ തؗിരിؗുׯ സമവാകّ؋ിൽ ന് തുലّമായി n n 23 n 
ഇടുؗതിലൂെട ആവശّമായ അനുപാതം ലഭിുׯം. നْײതം െകാ؇് നْײത؋ിൽ ഞാൻ 
അർ،മാؗുׯത് ഈ സമവാകّം 23 ന് തുലّമാണ്  ഉ؋രം േനടുക, ഉ؋രം 7 ൈബ 16 ആെണ്ؗ ഞാൻ 
കരുതുؗു, ദയവായി കൃْതിമം നടു؋ക, ഞ׹ൾ അടുױ ؋ാസിൽ എؗിവയിൽ കൂടുതൽ ap, gp 
ْപٍ׹٠ൾ തുടരുെമ്ؗ رിരീകരിുׯക നؕി 
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