
छڙࣅ ڡߧܼ ࡊࣔ  झߤ  మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ ߯  ఉపߕङ స ऴࣃ ڵࡍޒ ړށࢩछ గతం , ఈ అంశంࡹ ఇ޴ ࠪ ఆరవ ఉపߕङ సం, 
ऴకమం మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ పࡱ޳ 
పరసओ ڴࡎ࢐܌ࡗ రం ࠪࡏऐ వచऐڝ छ޳ వడంڝࣆۯफࡏڷ ߖ भ޳ࠚరంߦऴ ࡌ ం.
కएࡅ ݋ంࢗఈ ࡱ޳ప ݡంࡓ ࢑తం ఈ܋    ࢐రసޑछ ऒߖ ,࠼ޑంచబడڵࡆఉప ړߖݞంచۨࣇ 
 అంߘߝ ښ޶ ఉపߕङ ओߦۮ ߖށࢩల ऴࣃ నऒࠚ࢑ ࡹతంށగ ړށࢩऴ ࠾ࡍమ ށࢩల ऴ޳ప ݡంࡓ ఈ ޙ࠼అ ,ߘ  న࠳
అࡌब ऒߕఉ ࡱ యࡏڷ ߖफం۪࡯࢐ڝ   గత ఉపߕङ సంڴ࢐ ࡹभనం ࣄۯన ࢑ధంڴ ఒక ऴకమం ࡅకए  బంధనలߖ 
फޑ࠴ ऒߖ एࡖ߮   నړߖݞ ఉపࣃڵࡆफ ऒߕࣆ बరࣄ  ࡏ సంఖङ ߖڒ  छ޳ ంచడంށڷ ޜ  ݟంߘ పܽ పదంߘ࠭ ࡌ
߰ందబݟం޴ మ࠾ࡍ ఆ ࣄबర ߕࣆऒ సంఖङ ߖڒ   త޶ప܉ ࡍङ కएࡅ ޒగࡗߩ యޓࠫ షओߖ రణ߄ࣃ   ڴफޒ
 ࠭࠲ ޴ంޔݡవబࡱߧ
కएࡅ ޒగࡗߩ తށగڣࡔ फޑ࠴ బంధనలߖ  घࡏ߷ ړߖ ओࡌఏ ߘ࡮ फࣃۯ ܿ  n a ࠾ࡍదܽ పదం మ࠴ , ࠭
షओߖ రణ߄ࣃ भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ޜ फޒ ం మ࠴ ࠾ࡍదܽ పదం మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ ߖషओ ఉనऒ ޜ फޒ r gp  ߖ  a r gp
ए࣋ ޑࠉ܉ छ छ޳ ࢐ܽ నࡷద࠴ ࡛ ంచవ۪ऐࡍ࢑వ ࡌ ంచవ۪ऐۨࣇ ޳ࡶ  .aarar 

ࠪ లࣾङ ం ఏࠫటం݄, వరڕ  ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛   nth term ar power n minus 1 etc nth term ar ar 
 ప ऱ࣒ घࡏ߷ ړ࢐ܽ నࡷద࠴  एڝߘక ࡮ వడ࠲ , అనړࡹ ڴ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 మనం ఏࠫ a r n 
ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ छ޳ ޴అ ࠵ फޑ࠴ ఈ ࡌ ऒߖ फࣃۨࣇ  ࠭.sn 
 

घࡏ߷ సంڝ షएࡍప ߘࣆښ ࡽదట ऴܽ࢑య࠴ మనం ,ړߖݞనھߘక ߘ࡮ भ޳ࡍ ం, అనڴ గమߖకڕ sn r 1 
సࠪనం ޳ۯभ ం, ఈ సందరग ంڣࡔ ࡹగށత ࡗߩగࣄ ޒबర࠳న ऴށࢩ 

బܽद తతऔڒ ޴ంޔठڷత ړ ఒక ప ڴతం࡯ ऱ࣒  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ߤబܽद ఆڒ  झ࠹݅   అం݄ ఇ޴ ऴܽ࢑యߘࣆښ ࡽ aaa sm sn  
పࡍషए ओߩసࠪనం, ఇ ړటऱࡓ ంۨనࡍ भ޳࡯ࢣࡍప ߘࣆښ న࡯ڵࠫ ݡ ం 1ړ సࠪనం ڒదం݄ మనڒ ڕవలࣄన޴ n r 

घࡏ߷ సం ఒకڝ పऱ࣒ ࡮   ప ऱ࣒  sn ar ar n  ڡరణ ऴܽ߄ࣃ వంܽ  ޴ఉంܿం ڕన࣒ 1 వర࠳ పవ࡛ ړన࢐ܽࡷద࠴ 
झ࠹݅ ޴ంޜ࢓అ ࡹ߷ ప  ޴ం ఇ޳ంھߘక ߖ  ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  పదం r s ar ar r ࡍవۨ ࣋࡯క ޜన࢐ܽࡷద࠴ 
ओߩంۨనށڷ ޜ ړశ ݡ फ అޔ࢓ంڝ ࠬ ޴సం ࠭ߘపܽ పߖ޳ऒ  ऴࣃ࢐फ  న࣒ 1 ar n ar n࠳ పవ࡛ ޴అ ߘ
అޔ࢓ం޴.
ओߩఇ ࡏࠬ  फࣃ۫ ݡ ఈ వङ  ݋ࡵ ࡌ వకలన  ऴపऴړయߖ ࡹబంధనࡱ చޔరऴసం ࠴దࡷన࢑ పవ࡛ ar ar n 
 ండవ sn rsnࡓ న࠳న࣒ సࠪన࠳ ݟంߘ దܽ࠴ ࠭࠲ ړߖడܼ۫ ߖందޔݡయబۯ भ޶న࣒ 1 ర࠳
సࠬకరߖހऒ फࣃ࢘ࣄޓ  ࠭.

యవ۪ऐۯ కృతంࢁసర ڕ న࣒ పవ࡛࠳ ऱ 1ࡏࣃ 1 ߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍऱ మࡏࣃ  మనం   r sn r n ݟంߘ ߖ޵ 
యవ۪ऐۯ ࡏ࢘ ߖ ڴలభంࣆ  , ఊహ ޳छ ధङࣃ ࢑భజన ޜ న࣒࠳ బܽद 1ڒ ޶ڒ ࡌ మޔ࢓ంڒ ޴బܽद sn r 1 r 
మనڕ వࣆफం޴ ఒక ࡏࣃऱ 1 ࠳న࣒ పవ࡛ ࠳ 1 ࠑన࣒ ఒక ڣࡔగށత ࡗߩగࡅ ޒకए  ల sn r n r n޳దܽ ప࠴ 
फޑ࠴ షओߖ రణ߄ࣃ ࠾ࡍదܽ పదం మ࠴ ړߖ  a r n a r a ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ޙ࠼ऱ అࡏࣃ ޴ߝफ అޒ
ړన࣒ శ࠳ 1 ݟంߘ फ ޳छ ओߩనڒ సࠪనం ړ1 ݟంచంߖన࣒ గమ࠳ 1 ޙక߱ڒ సࠪనం ړ1 ࡌ  మనం r n r r r ݡ
घࡏ߷  ߘ࡮

పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ڴన࣒ 1࠳ ࡌ ङߙ , మࡔట࡛ మ࠾ࡍ ࣔరం࠳ ߘన࣒ 1 ޜ r n r 
छ޳ ంచడంށڷ కएࡅ ఒక ޴ఇ ࡌ फޑ࠴ బంధనలߖ  చకए ړߖ घࡏ߷ ߖ  gp i n ޳ࡶ తफం࠴ న࠳అనంత  ࡮
ऴࡍڷ ށࢩంۨ  ࠬࡏڷ ڕफ ۯయړߖݞ ఇ޴ మంۨ సమయం అߖ 
ఆࣆࢢफߕऒ ࢐సफవ సంఖङ  ߘ లߘ మనం ࠴ ࡹ࢐ܽదܽ ࡓంݟంܽݟܔ ߖంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ ޑ࠴फ  యړऴపऴ ړߖ
ऒߖ޳ఒక ప ࡎࣃޒऴప ࣋ڵ࠭ ంచవ۪ऐڵࣃనڜ ంచడంݟܔ   మ࠾ࡍ మనڕ 
పࠫࡍత ࠴తफం ఉనऒ ओߩ .࠭ޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑ తࠫࡍంత పࡍమనం మ ࡹంۨన ऴకమంݟܔ ߘబంధనలߖ ,ݡ
 
ऒߖ޳ఒక ప ࡹఒక సమయం ࠭࠲ ,ఉం݄ ݋ߠ తफం࠴ న࠳అనంత ڕమన ޙ࠼అ , ޶ࡶ ߩపܽदం ڴజంߖ  
సओ ߝఅ ࠭ࡶంచڵࣃనڜ ంచడంݟܔ షद࠳న ڒరణం ڝసం ఒక పߖ޳ऒ  ࡍࣃండవࡓ యړऴపऴ ۯంݟܔ 
फޑ࠴  తࠫࡍప  ޶యڵ࠭  ࡹల޳ం݄ , ఇతర పڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߘబంధనలߖ ࡹతफం࠴ న࠳అనంత ړߖ
అనంత࠳న అߝక ࢐సफవ సంఖङ ల ޑ࠴फ ऒߖ  ఎࡗ޶ए వܼړߖ ఇతర ప޳ల࢐ ࡹసफవ సంఖङ లڜ ߘంత ࡍߖ भషद 
పదमࡹޒ ऴకమం ࡯࠻ۯ మ࢐ ࠾ࡍసफవ సంఖङ లߘ ऴకమం ࡯࠻ۯ 
అనంత࠳న ޑ࠴फ ऒߖ రछߖ  ۨంచړߖݞ ఒక ऴړށࢩ ఎదగడం ڝసం మనం ࢐సफవ సంఖङ ల ऴڕڒ ޜށࢩం࢐ ݞసफవ 
సంఖङ ల ऴޜށࢩ ऴߦరంࠚంۧ࡯, 
࢐సफవ సంఖङ ల ऴకࠪߖऒ  ఇۨऐ న అ޴ߝ ఒకړߖ޳ సࠪనం, ఇ޴ వङ ڔ फకరణ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ann a1 a2 న࢑ࡷద࠴ 
వ۪ऐڒ .
 సంऀపफత ڝసం స࠲घ షߤ సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఉపڵࡆంۨ ࠴తफం ߘ 1 ߘంݟ ఇߖऔ फࣃࡱߧ ߖసࠪనం అ ړܾߖ  n,ࡏ
ఇߩओ ఈ వङ ݡ ڔ फకరణڕ అࡌब ऒߖ  ఎࣃ࠼ܼښ ࡮फ ࠭,  ఈ వङ ڔ फకరణڕ ఖۨऐ త࠳న అࡌब ऒߖ  ࠭࠲ ړߖݞంచ࠼ܼښ 
फޑ࠴ కऀߦ దట࠴ ల ऴߖށࢩ కߕھߘऒ ࠭ sn.
 

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖށࢩతफ ऴڜ ఒక ڴఅదనం ړ࢐ܽ నࡷద࠴  ࠭, అړ1 ޴ߝ సࠪనం, ఇ޴ a1 a2 sn n 
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ఇߩओ ఇۨऐ ݡ న ڙࣅछ झߤ ఉదग ݟంߘ  .޴फంࣆ࢑
ఈ ऀߦక ࠴తफం ऴړށࢩ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ మనం గమࣃߖफ ࠭, ఖۨऐ తంڴ ߭దभޔࡏࠪ ڴ޴ంڒ ޴బܽद,   n n n

ऴకమ ߖబంధనࣄ ࡱबర࠳న ࢐సफవ సంఖङ దగ ڕ ठరڴ ఉంܼ޳ࡶ ࠻ అ޴ߝ ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभڴ޴ n 
.ంܼ࠭ھߘక ߖޒࠫࡍప ࠭࠲ ߖఅ ޾ࡶ ޾ంޔࡏࠪ
 పޒࠫࡍ ఉం޴ మ࠾ࡍ అ޴ అߘ࢓ అޙ࠼ ఇ޴ ఆ ऴࡅ ށࢩకए ఖۨऐ ޳ࡶ ޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴతफం࠴  తంڴ
మనం ऴ࢐࣋ ऴࡅ ށࢩకए घ࠲వ సࡱ࢑  షڕ ߤ సࠪనం అړ ޴ߝ అనంతం ړ సࠪనం మ࣒ࡎࣄ ࠭࠲ ࠾ࡍs n 1 a

సంऴగࣕంచదڵనࣃ ޳ࡶ ޴ంޒښకంڴ కనछ ࡓ णం݋ అ࠭ޑࠋۮ ߖ ఆ ࢑ధంڴ ఒక అనంత࠳న ޑ࠴फ  ఇతర a ړߖ
ప޳లࡹ అర बం ఉం޳ࡶ ޳ అ޴ߝ ఇతర ప޳లࡹ సంऴగࣕంచదڵన޳ڒ ޴ అߖ ۫డܼړߖ, ఒక ऴށࢩ కనछ ࡓ णంڴ ݋
ఉం޳ࡶ ޳ అ޴ߝ మనం ࠴దట ऀߦక ޑ࠴फ ల ऴకࠪߖऒ  క࡯ߕھߘ, ఆ߯ ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभڴ޴ n 
ओߩనࡍࠪ కएࡅ తफం࠴ కऀߦ ݡ  ఈ ऴకࠪړߖ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ పࣃ࡯ࢣࡍफ ऒߖ޵ ࠭  దృࢳदࡹ ఉం۪ߖڕ,  
ङ܉ छ޳ ށࢩయ ऴޓࠫ ङ܉ ࡌ ङ܉ ڴఅన ,ߖށࢩయ ऴޓࠫ ఉదग ݟంߘ యޓࠫ ࢑ంۯ ऴߖށࢩ పࡍషए  p ړߖݞంచࡍ
మనం ऴపయޒऒ भ޳ ం.
ए࣋ ࡛ࡌఆ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖఅ ޒగࡗߩ తށగڣࡔ ޴ߝఅ ߤషڻऴࡗ  छ ࡛ ߷రࡅ ࠹కए छڙࣅ  झߤ  
మ࠾ࡍ ఇߩओ వङ ޜށࢩతफం ऴ࠴ ߖ޳ మనం ݡ వహࣃࡍफ ࠭.
  

ङ܉ అనంతం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ޴ߝన࣒ 1 అ࠳ फࣃࡱߧ ߖఅ ށࢩయ ऴޓࠫ ओߩఇ ,ࡏ ऴపశऒ ݡ  ఏࠫటం݄, n n 
కएࡅ ށࢩఒక ऴ ޴ߝఅ ޳ڒ ࡽࠑ࠴ ంతڜ ށࢩత ऴށగڣࡔ మరबङࣃ ంతڜ  ం ऀߦక ޑ࠴फ ల ऴށࢩ కనछ ࡓ णంڴ ݋ ఉం޾ 
फޑ࠴ ړߖݞనھߘక ޾ࡶ లࣆۨࣇ ߘफం޴.
 ఈ ڣࡔగށత ऴऀߦ ߖށࢩక ࠴తफం ࡅకए  ऴకࠪߖऒ  పࡍగށంۨనంత వరڕ, అం݄ ࠴దܽ ప޳ల ࠴తफం n 
ఇపओ घࡏ߷ ఒక ڕమన ړߖ޵ ,޴ంݟనబھߘక ښܽ కएࡅ తफం࠴ కऀߦ , ޴ఉం ࡮  ऴړ1 ށࢩ సࠪనం మ࠾ࡍsn r 

పవ࡛ ࠳న࣒ అޙ࠼ అߖ గమߖంచం޳ 1  ݟछ  a r n na r r ,ޙక߱ڒ సࠪనం ړన࣒ 1 ఉం݄ 1࠳ ࡌ
ङ܉ నం ఇవछ߄సࠪ ߖఅ ޳నڵసంऴగࣕంచద ށࢩయ ऴޓࠫ త సంఖङࠫࡍప ޴అ ړࡍవۨ ,ړߖݞ  ޳फంࣆۨࣇ ߘ
ओߩనࡍࠪ ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ ڴ޴దभ߭  ޴ߝఅ ޳ࡶ కएࡅ తफం࠴ కऀߦ ݡ  ఈ ऴకࠪړߖ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ n sn 
ప߅ࢬࡍంచంݟ 

అړ ޴ߝ సࠪనం అ޳ۯ ߖभ ం ߄ࣃరణ ߖషओ క ఆ సందరगߖफ  గమޒ ంࡹ అړ ࡽڒࡎ ޴ߝ సࠪనం , r 1 1 sn na 
࢐సफవ సంఖङ बరࣄ  బܽदڒ  a n na ڴ޴దभ߭ ࡹణంࠪࡍప ڴఅన ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ ڴ޴బܽद  ߭దभڒ 
నऒۨ ࡮ۧ ޳ࡶ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴దभ߭ ࡮ۧ ޳ࡶ ޴ంޔߩ۫ ठڷ࠴ ߩ࢙ అనంతం , ޴ంޔࡏࠪ  n ڴ޴
फࣃऴ࢐ ߖޒࠫࡍప ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ సओ ߖठ ۫పడం సࠪనం అڷ࠴ ߩ࢙ అనంతం ߘ షदంڴ ఉం࡯ݞ.n 

పऱ࣒ ݟరప߄ద ఆࠬ ߤ࣌ బܽद ఈ సందరगڒ సࠪనం ړ1 ࣒ښ ޴న࣒ అనంతం ఇ࠳ ޳ࡶ  ంऀߦ ࡹక ࠴తफం  a r 
కएࡅ  ऴకమం ࣃంޒښక ࠙ࢲ పࣄ ࡹޒࠫࡍबర ࢐సफవ సంఖङ  పࠫࡍత ࢐సफవ సంఖङ దగ ڕ ठరڴ ఉండద࠭࠲ ߖ 
గమߖంۧ࠭.
  ఉࡹړߖ ఉంڒ ޴బܽद ఈ 
సందరग ంڣࡔ ࡹగށత ऴށࢩ కనछ ࡓ णం޳ࡶ ޶ڒ ݋ సంऴగࣕంచబడ࠳  ޶న࣒ త޶ప޴ࡍ చޔరऴసం ఇ޴ s a ar 

మ࠾ࡍ తతऔ కएࡅ తफం࠴ కऀߦ ڴతం࡯  ऴڴށࢩ ఉంܿంऀߦ ,޴క ࠴తफం ࠴దܽ ఒక ࡓండవ ऴށࢩ a s 1 
ండవ పదం పऱ࣒ࡓ ࠾ࡍదܽ పదం మ࠴ తफం࠴ కऀߦ కएࡅ తफం࠴ కऀߦ 0 ޴న࣒ ఇ࠳   ఒక a ށࢩడవ ऴ࠮ 
 ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  ఇ޴ మ࠾ࡍ అం޶వలన న ࠬऀߦ ࡏక ࠴తफం ࡅకए  ऴకమం మ0 ࠾ࡍ మధङ  a a a sn a 
ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ ఉంܿందࡏࠬ ߖ గమߖంచగల࡯ڴ ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నం޶న ఏ n sn 
సంఖङ దగ ڕ ठరڴ ఉండ޶, 
అ޴ మ0 ࠾ࡍ మధङ फࣇۯ లనంݩ   a a ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ 0 ޳ࡶ ޴అ ,޴ఉంܿం ߝ
ఒక ࣄबర సంఖङ దగ ڕ ठరࣄ ڴबరంڴ ఉండڒ ޶బܽद ఈ సందరग ంࡹ అనంతం ڷ࠴ ړठ ۫ޔߩం޴ n sn
ఈ సందరग , ޶ࡶ ࡹړߖన ఉ޶నంࡶ ޒࠫࡍప ړߖతफం ऴకࠪ࠴ కऀߦ ంڣࡔ ࡹగށత ऴށࢩ సమघ షߤ పవ࡛ ar n 
मࡌߖ ࠭࠲ ߖదڒ ޴నڵన࣒ 1 సంऴగࣕంచద࠳  l.ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ  ంۧ࠭ࡍ
 ఇߩओ गࡌక సందࡖమనం మ ݡ ऒߖ న࣒ 1 ఈ సందరग࠳ ޳ࡶ ޶ڒ ం ఒకܽ޳ంڕࣆޓ  ంऀߦ ࡹక ࠴తफం r sn 
కएࡅ  ऴకమం ࣇऴߖޑऒ a r n r.ݟంచంߖగమ ߖంܿందڕࣆޓ ړࡹ న࣒࠳ 1 ࠑ న࣒ పవ࡛࠳ 1 

߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ n sn  ߖన࣒ పవ࡛ అ࠳ న࣒࠳ 1 ߘ ,޴फంࣆసంభ࢑ ڕ ఈ ݡ sn r ar n 
छ޳ న࣒࠳ 1 ऴ࢐యవ۪ऐ ࡌ , సహజం࠴ ߝڴదܽ పదం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद తڵనంత r n n 
߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ ంత ఖۨऐࡍమ ړߖݞంచ߅ࢬࡍప ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕ ݡ తంߦۮ ڴओ లం݄ ࡓండవ sn n 
పړߖ޳ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ ప࣋߅ࢬࡍफ సޔ߱ࡍం޴, ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ ړశ ݡ फ ړ ఏࠫ n r n 
జޔڷࡏం޾ ۫డܼړߖ సޔ߱ࡍం޴, అۯ ࡮యړߖݞ మనڕ ఆసړ फ ఉనऒ  ం r޳ంڕం۪܊࢑భ ߘవలࡱ࢑ 
అం݄ ࠳ ࠪڒన࣒ 1ړ సࠪనం ࡓ ޶ڒంݡ వࡌठ ఖۨऐ ݭ࠵ ఒక ڴࡱ తం1 ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ , r 1 
అం݄ -1 మ1 ࠾ࡍ మధङ  ఉనऒ ړఆస ڕࠪ వల߯ࡱ࢑  फ ఉంܿం޴, కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ओߩ  r mod r 1 ݡ
नݞంచబ࠼నࣔࠫ ݢంࡓ వ۪ऐڝࣆޓ ݢంࡓ ࠼   r t ݟڝ ߗڒ వࡱ࢑ లږޒऴప ࠾ࡍల మږߘࣃ  
పࠪࡍణంࡹ  కం݄ తڕए వ ఉనऒ ం޶న అ޴  ߷రࡹ ࠹ ఉంܿంڜ ,޴ంతమం޴ ߷ర޳  ࠹छ 1ڴबరంࣄ  ࡌ 1 mr 1 m 

Pru
tor
@
IIT
K



ఉంܿం޴, ఇకए డ  ࣄबరంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ అంڶకࣆࡍफߕऒ  m n ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ ڴ޴బܽद ߭దभڒ ࡌ
ړఅం݄ 1 శ ޴ంޔࡏࠪ फ  ۨనऒ నऒۨ ࠾ࡍమ ڴ޴ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖందޔࡏࠪ ڴ޴  n m n m ࠑ కం݄ 1޶ఎం ࡌ
పవ࡛ ࡹ ࣔరం ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ ఏࠫటం݄ , ఈ n ߩంڵ࠭ ߕ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴నంత ߭దभڵత ݡ n 
సందరग ంࡹ పޒࠫࡍ అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ۫ޔߩనऒ ओߩ ړమన శ ݡ फ ߕࣆऒ  అߩ ߘߝ ߖనࡌవృతం ޳ۯभ ం n n 
మనం ఆసړ फ కڵ࡯ ఉߕऒ మధङ 1 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ߗڒ ࠼ఉంܼ ڴबరంࣄ ࡱవࡱ࢑  ࠭  ఉంܼ࠼ .r 
 ఆ సందరग ంࡹ ߷రߘ 1 ࠹ంࡅ ݟకए ంత సంఖङڜ  ࢑ంచవ۪ऐ࠙ ڴ , అږߘࣃ ޴లంڴ ఉండవ۪ऐ  r mm 
ఉండవ۪ऐ ڴలంږޒऴప ޳ࡶ  r n.޴ంޔ࢓అ ޴న޴ంۮ ړ1 ࠹ర߷ ޴ߝబܽद పవ࡛ అڒ 

పవ࡛ ޳छ ओߩఇ ࡌ ओߩనࡍࠪ ڴదभ߭ ݡ छ޳త ,޴ంޔࡏࠪ ڴ޴దभ߭ ࡮ۧ రంࣔ ݡ छ޳ 1 ࡌ  m nm n m   ࡌ
పవ࡛ 0ړ దగ ठరڴ ఉంܿం޴, అం݄ ࠬࡏ ప޴࢐ ߖޒࠫࡍంచవ۪ऐ  అనంతం శړ फ ߕࣆऒ  సࠪనం n n n r n ړ
అ޴࢐ ߖంచవ۪ऐ .

ంచవ۪ऐߖమనం గమ ߖందޔ࢓అ ࡛࡮ ڴఏకపࣾం ڕ   sn n 
దగ ړండవ పదం 0ࡓ ठరڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ మనڕ పޒࠫࡍ శړ फ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ అనంతంge n r n 

ऒߕࣆ ठ ۫పడంڷ࠴ ߩ࢙  n ޴ండవ పదం ߭దभࡓ బܽदڒ 
అ࠼నం޶న ڔߖ޻ సహకࡍంచ޶ మ࠾ࡍ అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫పడం ప࠳ 1 ߖޒࠫࡍన࣒ వరڕ n n r 
తڵ ठࣃफ ࠭.
కएࡅ ށࢩన ऴ࠳అనంత ࡏࠬ  రछߖ  చߖߕऒ కएࡅ తफం࠴ కऀߦ ޳ࡶ   అనంత࠳న ऴށࢩ పߖޒࠫࡍ ऴపޙङ కంڴ 
స࠲घ ళనం ࣋ۯफ, ࠴ ࣒ࡎࣄ ࠭࠲తफంࣃࡱߧ ڴफ బܽद ఈ సందరगڒ ࠭ ం࠭࠲ ࡹ సమघ షߤ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ar n 

मࡌߖ ߖసࠪనం అ ړߖޑఅనం ݟంߘ  ంۧ࠭.n 1ࡍ
కएࡅ  అߖऒ న࣒ ఇపओ࠳ తफం࠴ బంధనలߖ  ܽ వరڕ ࣒ښ ࠭࠲ ڕ సࠪన࠳న ࠳న࣒ 1  agp a by 1 r r 

మధङ 1 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ࣒ښ ࠾ࡍసࠪనం మ ړసࠪనం 1 ړ  ఉంܿం޴.r r 
 ఇߩओ बర సంఖङࣄ ంతڜ మనం బయట ݡ  ం.r޳ంڕࣆޓ ڕ޶ంݦఉం ڴ
 
एڕఒకܽ కం݄ ఎ ݭ࠵ వ అߖ అߘమޒంۯ ఈ ࡱ࢑వږߘࣃ ࡱలం޳ࡶ ڴ ऴపږޒలంڴ ఉండవ۪ऐ  r ߗڒ 
పࠪࡍణంࡹ ఇ޴ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం޴, ఇߩओ औߖఇ ޒࠫࡍప ݟడం۫ ݡ ठn n r nڷ࠴ ړ పవ࡛ ݭ࠵ ܾߖ
एڕన࣒ 1 1 కం݄ ఎ࠳ కం݄޶ఎం ޴ంޔߩ۫ వ ڒబܽद ݃ంݟంڴ ۃ ܽ  అనంతం ࠬڕ r mod r 1 n o mod 

పవ࡛ పవ࡛ ڴ࡮ ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभޔࡏࠪ ڴ޴ందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ , 2 4 ఆ߯ 8 ఆ߯ 16 r n 2 n 
మ࠾ࡍ శړ फߖ ߭ంచడం వలన ߖరవ߅కంޔڷࡏ߭ ڴంڒ ޴బܽद ఇ޴ అనంతం , ߖߖ޵ దృࢳदࡹ ఉం۪ߖڕ n 
కएࡅ  ޴ంޔࢂࢗ ڵࡍޒ  వङ ڔ फకరణ , ఈ పదం ߭దभࡍࠪ ڴ޴నం޶న, ࡓండవ పదం పవ࡛ ࠳న࣒ sn n ar n 1 

࢐సफవ సంఖङ बరࣄ  దగ ڕ ठరڴ ఉండ޶ , ఇతర ࠪటలࡹ ఇ޴ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद పݞږ ޒࠫࡍ ఉ޶ࡶ ࡹړߖr sn 
औߖఇ ޒࠫࡍబܽद పڒ  త n߅సంబం ޴ఇ ,޶ࡶ ࡹړߖఉ ړߖݞఉంచ ࡹల ࠙షރࢩऴ ޴ߝठ ۫పడం  అڷ࠴ ړܾߖ
ऴށࢩ సంऴగࣕంచదڵనڒ ޴దۮ ߖపओ घ࠲సࠪనం, అం݄ స ړߖݞ షߤ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 1ړ సࠪనం, ar n n 
అనంతం అ޴ߝ ఎڕए వڴ ఉనऒ  సందరग ంࡹ కనछ ࡓ णం޶ڒ ݋ ఒకܽ కం݄ మనం ڣࡔగށత ࡗߩగߖޒ mod 
సంऀపफం ޳ۯभ ం, మన࠴ ڕదܽ ప޳ల ޑ࠴फ వङ ړߖ ڔ फకరణ ఉంܿం޴ n 
మ࠾ࡍ వङ ڔ फకరణ అ࠳ 1 ޴ߝన࣒ పవ࡛ ߘం࠳ 1 ݟన࣒ ړ సࠪనం, ڝసం 1ړ సࠪనం ޶ڒ sn r n r r 
మړ1  ࠾ࡍ సࠪన࠳న ڝసం ఇ޴ ఒక ۨనऒ ࢑షړߖ࠻ తڷठޔం޴, అ࢑  1 ߘంݟ అనంతం వరڕ ఉనऒ  r 
అనంత࠳న ڣࡔగށత ऴށࢩ సమघ షߤ పవ࡛ ࠳న࣒ 1ߖ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄, ఇߩओ  ar n ݡ
కనछ ࣒ࡎࣄ న࠳సࠪన ړ1 ࡓ णంڒ ݋దࣃ۫ ߖफ ࠭.r 

ఉనऒ ڴసࠪనం ړన࣒ 1࠳ ओߩ కనछ ށࢩऴ ݡ ࡓ णంڒ ݋నߩओ  r  ݡ
మధङ 1 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳  ఉనऒ ओߩ  త rࠫࡍఆ ప ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߘవࡱ࢑ తࠫࡍప ށࢩత ऴށగڣࡔ ݡ

छ޳ న࣒࠳ వ 1ࡱ࢑ एڕసం ఒకܽ కం݄ ఎڝ ݭ࠵ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡌ వ ܉ङ ధङߖޒߦऴ ށࢩయ ऴޓࠫ ం r r 
వࣕంచ޶  పࠫࡍత ࡱ࢑వ ޳ࡶ అంతకం݄ ఎڕए వ ࣃంޒښకంڣࡔ ڴగށత ऴށࢩ కనछ ࡓ णం޶ڒ ݋, ఈ పࢣࡍలనߘ 
ఇకए డ ࡛ڒࡍ न ޳ۯभ ం 
߷ర࠹ సమघ షࡅ ߤకए एڕన࣒ 1 త࠳ న 1 అనంతం పవ࡛࠳సࠪన ړ1 ߖށࢩత ऴށగڣࡔ  వ n ar n mod r 
एڕసం 1 కం݄ తڝ వ ఉం݄ కࣆࡱफం޴ 

కం݄ తڕए వ 1 అߖऒ కएࡅ తफం࠴ బంధనలߖ   ఇతర ࡱ࢑వల࠳ 1 ڕన࣒ ఉంܿం޴, ఇ1 ޴ mod r r r mod
కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ  సమघ షڕ ߤ సࠪనం అనంతం పవ࡛ ࠳న࣒ r 1 n ar n 1 

కనछ ࡓ णం޶ڒ ݋   ఈ ࡓంݡ సందࡌग లߘ ࠫనࣔ࠼ంۨ ߄ࣃరణ ߖషओ మధङ 1 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ फޒ  ఉం݄ 
మ࠾ࡍ ఆ సందరग ంڣࡔ ࡹగށత ऴ࠴ ށࢩతफం 1 ࠳న࣒ మڝ ݭ࠵ ࠾ࡍసం ఈ ఫߖޑ࡯ऒ  r ڵࡍޒ 
झࡏ߷ࣄ ڴగܽद ڕࠬ  ߖ࢐లڝफం۪ࡏڷ ऒߕफࣆۯ  एڕకం݄ ఎ 1 ށࢩత ऴށగڣࡔ  ߘ వ ޳ࡶ సࠪన࠳న޴ 
సంऴగࣕంచదڵనߘߝ , ޶ڒ ޴ ఇకए డ ఒక ߖऴࢳए తघ࠻ క ࢐ङ ఖङ फࣃۯ ߘ  ށࢩత ऴށగڣࡔ న࠳అనంత ,ߘ
࢑షయంࡹ అ޴ కࣆࡱफనऒ ओߩ సࠫघ ޴అ ࠾ࡍమ ݡ ओߩనڒ తంࢀ  ݡ
మనం గమߖంۨన ࢑షߖ࠻ऒ  గమߖంచంݟ.
 ࠭࠲ ߘల࠻࢑ష ఈ ݞంڕڒ ࡵ࢐ࣕకల వࡌ߄ తށగڣࡔ ߖࡹలރࢩక ఇతర అనంత ऴߝఅ  ށࢩత ऴށగڣࡔ  
గమߖంۧ࠭ , ऴށࢩ స࠲घ ళన࠳న޳ࡶ ޳ సࠫघ ऴపశऒ ߝఅ ޳న࠳తࢀ సࠫघ ޴అ ڕ నపओ࠳తࢀ  ڔܽ

Pru
tor
@
IIT
K



ऴపశऒ ߝతफం ఎంత అ࠴ ߖ޳  ఈ ࡓంݡ ऴపశऒ లߘ 
అߝక అనంత࠳న ऴރࢩల ࢑షయం࠴ ࡹదట ࡓంݡ దశࡹऱ  పࡍషए .࠼ޑంచబడࡍ
 
ऴށࢩ కనछ ࡓ णంڴ ݋ ఉం޳ࡶ ޳ అ޴ߝ ప߅ࢬࡍంచబޔݡం޴, ఒక࢘ళ అ޴ కనछ ࡓ णంڴ ݋ ఉనऒ ऱܿ 
కھߘనబݟనటऱڝ ߖ޳ ࠭࠲ ,ޙ࠼సం ڜంత అంచޜߕ సంతృߧफ ۮం܉  ࡯޳ङ  ࡹ࢑షయం లރࢩయ  ऴޓࠫ
అܿవంܽ అనంత࠳న ऴރࢩల ޑ࠴फ घࡏ߷ ఒక ړߖ ऒߖڜ ࡹల޳ఇతర ప ࡮ ంܽړ వङ ڔ फకరణߘ ߰ందడం కం݄ 
 , ޶ࡏఅ ࡮ۧ
࢐సफవ సంఖङ ݡంࡓ ఇۨऐ ࠾ࡍమ ࡱ నߩओ మనం ఒక ऴపశऒ ݡ  అ࠭࠲ ,࠭ڴݟ సంఖङ ऒߖߕలధ࠮   a b 
ओߧ۱ ంచవۧऐ  అߖ అ࠭ڴݟ 

మ࠾ࡍ మధङ  మ࠾ࡍ ఈ ݡ࠮ సంఖङ కएࡅ ޒగࡗߩ తށఅంకగ ࡱ ఏరओ ߘబంధనలߖ  फࣃࡏ  a b a , ࠼
࢐సफړߖ࢐ మనڕ  ప ऱ࣒ छ޳  घࡏ߷ ࡌ ఈ సంఖङ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ఉం ࡮ కएࡅ ߘ  అంకగށత సగܿ aa b 2 a 
అߖ మ࠾ࡍ సంऀపफంڴ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭ ఇߩओ ࢐సफవ b am ap hgp ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍమ ڴࡱ޶బ ړ ݡ a b 
సంఖङ ఇۨऐ ࡱ న ऱܿڴ ऴపశऒ  చదవబޔݡం޴, ఒక సంఖङ  ఉం޳ࡶ ޳  మ࠾ࡍ ఒక ߖ ఏరओ ag b gp ߝڕ۪ࡏ
࢑ధం޳ۯ ࡽڒ ڴभ ం , ऴపࣆफࡓ ڕࠬ ړߖޑంݡ సంఖङ లޜ సరఫۯ ࡌయబݟన ऴపశऒ అర ڕࠬ  बమޔ࢓ందߖ g 
ఆࣆࢢफߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ ల߯ ఎܿవంܽ షర߅࢑ ޔంచవ޶भ, అߖ ࢑జ࠳న࢑ అߖ తపओ ओߩఎలऱ ࠭࠲ ,  a b ݢ

మڣࡔ ࠾ࡍగށత ࡗߩగࡅ ޒకए ఏరओ ߘబంధనలߖ  సంఖङ ߝڕ۪ࡏ  ఈ ag b g ޴ߝనగలࠪ అھߘక ߘ
ऴపశऒ షएࡍప ߘ भ޳ࡍ ం.
 

మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए కएࡅ   వࡏస ߖబంధనࡱ  అڣࡔ  ,ޙ࠼గށత ࡗߩగࡹޒ ag b gp gp agb 
ఉనऒ టऱࡓ ,ޙ࠼ండవ పదం ࡅకए షओߖ  కएࡅ ండవ పదంࡓ ڴफ ࢘గంޒ షओߖ  .࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜफޒ

చޔరऴసం ړ సࠪనం అۮ ߖపओ సంఖङ ߝఅ ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړߖݞ  ఉం޳ అߖ  g ab g 
అߕޔڷݡऒ ࠭ అం݄ ࣋ए छ ࡛ అړ ޴ߝ సࠪనం కߘక g ab 
࢐సफవ సంఖङ కएࡅ   ࣋ए छ ࡛ ఎలऱߩओ  సం  g gڝ ړߖన ఉ࠳फకరߧ࢐సफవ సంతృ బܽदڒ ޶ఉండ ڴలంږޒऴప ݢ
చޔరऴసం ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఒࡏڷ ښफߘ కڵ࡯ ఉంڒ ,࡯ݞబܽद మనం ऴపశऒ ంۨ, abaࡍసవ ڴभ޴ڜ ߘ b a 
మ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ధߕతघ క సంఖङ లߘ అం޴ంۨ మన࡯ऒ  మనం ऴపࢢऒ ం۪ڕం޳ం b 

ఒక సࠪߖߕ߄ऒ  ఏరओ కएࡅ ߝన࢓అం݄ అ ޴फంࣆࡏ  agb gp ab g , ࣒ښ ݟంڝࣆޓ ڕ޶ంݦఉం ڴలం࠮ 
ఒక ڣࡔగށత ࡗߩగߖޒ ఏరओ ఈ ఇۨऐ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡏ న ధߕతघ క సంఖङ ల ڣࡔగށత సగܿڴ agb g 

తघߕధ ݡంࡓ ߖߖ޵ ,޴ంޔݡంచబۨࣇ క సంఖङ ల ࠮లధనం ఇۨऐ న ߖరछ చనం࡛ڒࡍ ڴ न ۯయߖవछ ంݟ 
మ࠾ࡍ ۨనऒ  మ࠾ࡍ ۨనऒ  ۨనऒ  అߖ ऴ࢐యߖవछ ంݟ  మࡅ ࠾ࡍకए  సంऀపफ ڣࡔగށత సగܿa p pt a b 

కएࡅ రछߖ ڴ  ۨంచబݟం޴ మ࠾ࡍ అࡅ ޴ߝకए సࠪనం, gm , a gm ړߖ࡮࠮  b ab 
ఇ޴ అంకగށత సగܿ ࢑షయంࡹ అంకగށత సగܿ࡯߱ ߘ ఉంܿం޴, ఇ޴ మనݟږ ڕక మ࠾ࡍ ࠙గࣔߖࡌऒ  
కڵ࡯ ఉంܿంݟܔ ࠭࠲ ,޴ంۨ 2 ޳छ फࣃڵ࠙ ࡌ ࠭ ఇకए డ ࠬڷ ڕణڒరం ఉంܿం޴  మޑۅ ࠾ࡍంڒలߘ 
 ం݄ڕࣆޓ
తघߕధ ݡంࡓ క సంఖङ ఇۨऐ ࠾ࡍమ ࡱ న ࡓంݡ ధߕతघ క సంఖङ లߘ సంऀపफం ۯయࡏࠬ ړߖݞ a b 
ఎలऱߩओ ఒక సంఖङ ݢ ందవ۪ऐ߰ ߖ లధనం࠮  , అ࢑ ఈ ࡓంݡ సంఖङ ల ࡅకए छ޳త సగܿ, తށగڣࡔ  g ࡌ
ఏరओ ߖޒగࡗߩ తށగڣࡔ లధనం࠮ ओߩఇ ,޴फంࣆࡏ भ޳ࡍకނర߄ࣃ ంۮంڜ ߖߖ޵ మనం ݡ ం మ࠾ࡍ gb 
అడగంݟ  ऴړం޴ ऴపశऒ  ڕ

మ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ధߕతघ క సంఖङ ఇవछ ࡱ బݟనߩओ ऒߖన࠳అవసర ڕమన ݡ  సంఖङ లߘ a b 
ओߧ۱ ంచవ۪ऐ తघߕధ ݡంࡓ న࢑ࡷద࠴ ߗڒ  క ࢐సफవ సంఖङ లߘ ఇۨऐ న ܉ङ  g1 g2 gn b ߖޒగࡗߩ యޓࠫ
ఏరओ ࢐సफవ సంఖङ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴फంࣆࡏ లߧ۱ ߘओ ంۧలڕߘంܿߕऒ a b n g1 g2 etc gn ߖ  ࠭
ࡔߖ भࢢంచంݟ, త޳छ పओۮ ߖఅ ߩ࢙ నం߄సࠪ ࠹ర߷ ࠾ࡍమ న࢑ࡷద࠴ ࡌ ంڣࡔ  ݟగށత g1 g2 g b gp 
కएࡅ గమనంࡗߩ  వࡏస ߖబంధనࡱ అ޴ߝ b 
ఆ ڣࡔగށత ࡗߩగࡅ ޒకए   ప ऱ࣒  2 పదం అ࠼ ఉం࡯ݞ అ޴ߝ పదం వదभ  ప ऱ࣒  ݀ అߝ పదం వదभ  ప ऱ࣒  n b n n 
݀ ఉం࡯ݞ  అߖ  ప ऱ࣒  2 పదం ߷ࡏघ పవ࡛  ప ࡮ ऱ࣒ छ޳ న࣒ 1࠳ 2  ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद gp r n ar n 
మనం అ࢐छ బܽद పవ࡛  పڒ ࡯ ऱ࣒  1 అړ ޴ߝ సࠪనం, ఇ࠴ ޴తफంړ ڴ సࠪనం అޔ࢓ం޴.b r n b b 
  పవ࡛ 1 ࠑ  ప ऱ࣒  1.n 
 ఇߩओ దܽ ట࡛घ࠴ ڕమన ݡ  మ࠾ࡍ ఈ ޣంࠉ ۃ పవ࡛ 1 ࠑ  ప ऱ࣒  1 కڵ࡯ ఉం޴, ఒకࡍࣃ మన࠴ ڕదܽ a n 
ట࡛घ  మ࠾ࡍ ఉమघ షओߖ ݟ फ ఉనऒޒ  తࡌछ త మనం ܉ङ एࡖ߮ ڴफࡍߪ ఏࠫ݇ ޒగࡗߩ యޓࠫ నవ۪ऐ  బܽद g 1ڒ 
అڣࡔ  ޴ߝగށత ࡗߩగమనం ࡅకए  ండవ పదంࡓ 
ఒక ࡓ ऱܿ ߄ࣃరణ ߖషओ ړతफం శ࠴ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴफޒ फ 1 ޳छ ప  ࡌ ऱ࣒ छ޳ 1   n b.޴ऱ ఉంܿంࡏࣃ ఒక ࡌ
 అ࢑޻ధంڴ అڣࡔ ޴ߝగށత ࡗߩగࡅ ޒకए ऱ ࣋एࡏࣃ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴడవ పదం࠮  छ ࡛ అޔ࢓ం޴ g 2 r 
ఒక ࠴తफం శړ फ 1 ޳छ ప  ࡌ ऱ࣒  1 చޔరऴసం ޳छ తघߕధ ݡంࡓ వలన޶అం ࠾ࡍऱ మࡏࣃ ࠉ ࡌ క సంఖङ లߘ n 
ఇۨऐ నߩओ మధङ ࢐ܽ ݡ  పࠫࡍత సంఖङ ࢐సफవ సంఖङ ࡹ లߧ۱ ߘओ ంచడం ఎలऱߩओ ధङࣃ ݢ మޔ࢓ంద࠭࠲ ߖ
मࡌߖ छ޳ంۧ࠭, తࡍ ఏరओ ߖ ޑࠉ܉ ࡌ ङߕఉప ࡍప޶త ࠭࠲ ,޴फంࣆࡏ సంࡹ మ࠾ࡍ లޜ gp gp ap 
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