
 வணக்கம் , தைலப்௖ வரிைச மற்௥ம் ெதாடர ்பற்௣ய ௳ரி௵ைரத் ெதாட௠க்ஶ ௙ண்௄ம் வ௠க, 
இௌ இந்தத் தைலப்௔ல் எங்களின் ஆறாவௌ ௳ரி௵ைரயாஶம், 
வரிைச மற்௥ம் ெதாடர ்என்ற இரண்௄ ெசாற்கள் நா௬க்ஶ நாள் ஒன்௥க்ெகான்௥ மாற்றாகப் 
பயன்ப௄த்தப்ப௄ழன்றன என்பைத நிைன௵ஷ௠வதன் ௛லம் ெதாடங்ஶேவாம்.
  வாழ்க்ைக இந்த இரண்௄ ெசாற்க௬ம் நிகழ்௳ன் ெதாடரச்஼்ையக் ஶ௣க்கப் பயன்ப௄ழன்றன,
அதனால்தான் நான் ெதாடர ்ெசாற்ெபா௯௵கைளச ்ெசான்ேனன், இ௠ப்௔௑ம் இந்த இரண்௄ 
ெசாற்களின் வரிைச மற்௥ம் ெதாடரக்ள் கணிதத்ொல் தனித்தனியான ெபா௠ைளக் 
ெகாண்௄ள்ளன என்பைத மனொல் ெகாள்ள ேவண்௄ம்   
கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் உ௥ொயளித்தபூ, ஒ௠ வரிைச௜ன் ௳ொ௚ைறகளின் ெதாைகையக் 
ஶ௣க்கப் பயன்ப௄ழறௌ, இௌ ஒ௠ ௷௔௜ன் ௳ொ௚ைறகளின் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ ஒ௠ n 
ித்ொரத்ைத நி௥௵ேவாம், ஒ௠ ௷௔ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றம் என்பௌ ஒ௠ வரிைசயாஶம்.
  
நிைலயான ௗஜ்௷யமற்ற எண்ேடன் ெப௠க்ஶவதன் ௛லம் ௚ந்ைதய காலத்ொ௧௠ந்ௌ 
ெபறப்பட்டௌ மற்௥ம் நிைலயான ௗஜ்௷யமற்ற எண் அ௄த்த வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் 
ெபாௌவான ௳ழதம் என அைழக்கப்ப௄ழறௌ 
ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் n  
௳ொ௚ைறகளின் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ ஒ௠ ித்ொரத்ைத உ௠வாக்ஶேவாம்.

எங்களின் ஶ௣க்ேகாள், வைரயான    nth term ar power n minus 1 etc, nth term ar ar
க்ஶ ித்ொரத்ைதக்  கண்ட௣வேத ஆஶம்  க்ஶ ஒ௠ ar , ar ar square plus etc sn 

ித்ொரத்ைதக் கண்௄௔ூக்க, ௚த௧ல் ஼௣ய வழக்ைகத் ோரப்்ேபாம், அதாவௌ ஐ 1 ஶ௣ப்௖க்ஶ r 
சமமாக ெகாள்ேவாம்     இௌ அற்ப வழக்ைகத் ோரத்்ௌ ைவக்ஶம் மடங்ஶக்ஶ சமம், இப்ேபாௌ n 
௙த௚ள்ள வழக்ைகக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம் க்ஶ சமமாக இ௠க்கக்ஷடாௌ, நாம் r 1 
௳௠ம்௖வௌ க்ஶ சமமான ஒ௠ ஷட்டல் ௔ளஸ் ேபான்றவற்௥க்கான ித்ொரம் சக்ொ sn ar ar n 
க௯த்தல் 1 வைர நாம் பயன்ப௄த்ௌேவாம்  ேபான்ற எளிய தந்ொரம் ௔ன்வ௠பைவ r 
ேநரங்கைளக் கண்௄௔ூப்ேபாம், இௌ ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் ேபான்றவற்௥டன் ar ar 
ஒத்ௌப்ேபாஶம் கைட஼ காலத்ைத உடன் ெப௠க்ஶம்ேபாௌ சக்ொயாக மா௥ம் , r ar 
உங்க௬க்கான ௚ந்ைதய காலத்ைத எ௱ௌழேறன், அௌ சக்ொ க௯த்தல் 1 ஆக இ௠க்ஶம்.ar n 
 இப்ேபாௌ பாரக்்ழ௤ரக்ளா?  ெசாற்கள் சௌரம் ௚த௧யன பவர ் ைமனஸ் 1 ar ar n 
ரத்ௌெசய்௞ம் இந்த க௯த்தல் ெசயல்பாட்ூல் நாம் ௚ூவைட௞ம் ேபாௌ ைமனஸ்  s rsn 
சமமாக இ௠க்ஶம் ௚தல் சமன்பாடை்டக் க௯ப்ேபாம்.

ேநரங்கள் மற்௥ம் வலௌ பக்கத்ைத ஒ௠ ௚ைற 1 ைமனஸ் சக்ொ ஆக  r sn r n 
எளிைமப்ப௄த்தலாம், இொ௧௠ந்ௌ நாம் எளிதாக ஐ தனிைமப்ப௄த்தலாம் , அ௑மானத்ொன் sn 
௛லம் அல்ல, எனேவ 1 ைமனஸ் உடன் வஶத்தல் சாத்ொயமாஶம், எனேவ நாம் ஐப் r 1 r sn 
ெப௥ழேறாம் சமம் ஒ௠ ௚ைற 1 ைமனஸ் சக்ொ ஆல் 1 க௯த்தல் ஒ௠ வூ௳யல் r n r 
௚ன்ேனற்றத்ொன் ௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைகைய ௚தல் கால மற்௥ம் ெபாௌவானn a 
௳ழதமான என்பௌ r 

என்பௌ 1 க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் என்பௌ 1 ைமனஸ் சக்ொ ஆல் என்பௌ 1 க்ஶ r r r n r 
சமமாக இல்லா௳ட்டால் 1 க௯த்தல் என்பௌ 1 க்ஶ சமமாக இல்லாதேபாௌ, பவர ்r r r n 
ைமனஸ் 1 ஆல் ைமனஸ் 1 ஆக௵ம், எண் மற்௥ம் வஶப்௔ைன ைமனஸ் 1 ஆல் ெப௠க்ஶவதன் r 
௛லம் ித்ொரத்ைத எ௱தலாம், எனேவ இௌ ஒ௠ ௷௔ இன் ெசாற்களின் i n 
ஷட௄்த்ெதாைகக்கான நல்ல ித்ொரம்.
  எல்ைலயற்ற ெதாைக அல்லௌ ஒ௠ ெதாடைரப் பற்௣ உங்க௬க்ஶ நிைன௶ட்ட இௌ ஒ௠ நல்ல 
ேநரம் என்௥ நம்௖ழேறன்.
   உண்ைமயான எண்கைள நாம் அவற்௣ல் ௚தல் இரண்ைட௞ம் ேசரக்்கலாம், ேம௩ம் இந்தத் 
ெதாைக௜ல் 
ஒவ்ெவா௠ ௚ைற௞ம் ஒ௠ ெசால்ைலச ்ேசரத்்ௌக் ெகாண்ேட ேபாகலாம், ஒவ்ெவா௠ ௚ைற௞ம் 
ெசயல்௚ைற ௚ூவைட௞ம் , 
ேம௩ம் வைரய௥க்கப்படட் ெதாைகைய ைவத்ொ௠க்ஶம் ேபாௌ, ௳ொ௚ைறகள் ேசரக்்கப்ப௄ம் 
வரிைச௜ன்பூ வைரய௥க்கப்படட் மொப்ைபப் ெப௥ேவாம்.
  உண்ைம௜ல் ஒ௠ ெபா௠ட்டல்ல, அேதசமயம் , ௚ூ௳ல்லாத ெதாைகக் ஶ௣ப்௖ இ௠ந்தால் , ஒ௠ 
ேநரத்ொல் ஒ௠ ெசால்ைலச ்ேசரப்்பௌ ேபான்ற ெவளிப்பைடயான காரணத்ொற்காக, ஒ௠ 
வாரத்்ைதையச ்ேசரப்்பௌ இரண்டாவதாக ௚ூவைடயாௌ.
  வைரய௥க்கப்படட் ஷட௄்த்ெதாைகைய எண்ணிலடங்காத ெதாைக௜ல், ஷட்டல் 
ெசய்௞ம்ேபாௌ ௳ொ௚ைறகள் க௠த்ொல் ெகாள்ளப்ப௄ம் 
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வரிைசைய ேவ௥௳தமாகக் ஷ௣னால் , எண்ணற்ற பல உண்ைமயான எண்களின் 
ஷட௄்த்ெதாைகைய ௚த௧ல் உண்ைமயான எண்கள் ஼ல ொட்டவட்டமான ௚ைற௜ல் 
வரிைசப்ப௄த்த ேவண்௄ம் மற்௥ம் உண்ைமயான எண்கைள வரிைசப்ப௄த்த ேவண்௄ம்.
 
௚ூ௳ல்லாத் ெதாைகைய வைரய௥ப்பதற்ஶ, நாம் உண்ைமயான எண்களின் வரிைசையக் 
ெகாண்௄ ெதாடங்க ேவண்௄ம், மாறாக உண்ைமயான எண்களின் வரிைசையக் காட்ூ௩ம் 
உண்ைமயான எண்களின் வரிைச௞டன்  ெதாடங்க ேவண்௄ம்.
 ா௠க்கத்ொற்காக எ௱தப்பட்ட ஷட௄்த்ெதாைக ஶ௣௝டை்டப் பயன்ப௄த்ொ 1 க்ஶ சமமான n 
இன் ௚ூ௳௧ ஒ௠ ெதாடர ்என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ 
.
 இந்த ெவளிப்பாட்ூற்ஶ ஒ௠ ெபா௠ைள எவ்வா௥ ஒௌக்ஶவௌ என்பைத நிைன௵ப௄த்ௌவௌ 
இந்த ெவளிப்பாடூ்ற்ஶ ஒ௠ ொட்டவட்டமான அரத்்தத்ைத வழங்க , பஶொத் ெதாைககளின் 
வரிைச சமமாக இ௠ப்பைத நாம் ௚த௧ல் காண்ழேறாம்.

ஆக ஒ௠ ௖ொய வரிைச உள்ளௌ என்பௌ 1 க்ஶ  a1 plus a2 plus etcetera plus an sn n 
சமமான 1 க்ஶ ௚ூ௳௧க்ஶ சமம், இௌ ெகா௄க்கப்படட் வரிைச இ௧௠ந்ௌ உ௠வாழறௌ a now 
பஶொத் ெதாைக௜ன் இந்த வரிைசக்ஶ என்ன நடக்ழறௌ என்பைத நாங்கள் கவனிக்ழேறாம் , n
ௌல்௧யமாக இ௠க்க ெபரியதாக மா௥ம்ேபாௌ, வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ   ௚ைனவைதக் n n 
காண்ழேறாம்.
  வரம்௖ உள்ளௌ , அௌ ஆம் எனில், இௌ ஆம் என்பௌ அந்தத் ெதாடரின் ஷட௄்த்ெதாைகயாகக் 
க௠தப்ப௄ழறௌ அல்லௌ ௌல்௧யமாக நாம் எ௱ௌம் ெதாடரின் மொப்௖ என்பௌ s 
ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம் என்பௌ ௚ூ௳௧ க்ஶ சமம் 1 மற்௥ம் ெதாடர ் என்பௌ n a a 
ெதாஶக்கக்ஷூயௌ அல்லௌ ெதா௯ல்௎ட்ப ரீொயாக ஶ௳ந்ௌள்ளௌ என்௥ ஷ௥ழேறாம்.
 
ஒ௠ எல்ைலயற்ற ெதாைகக்ஶ ேவ௥ வாரத்்ைதகளில் அரத்்தம் உள்ளதா என்பைதப் பாரக்்க, ஒ௠ 
ெதாடர ்ஒன்௥ப௄ழறதா என்பைத ேவ௥ வாரத்்ைதகளில் ா௠க்கமாக இ௠க்ழறதா என்பைதப் 
பாரக்்க, ௚த௧ல் பஶொத் ெதாைககளின் வரிைசையக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம், ௔றஶ n 
ெபரியதாக௵ம் ெபரியதாக௵ம் மா௥ம் ேபாௌ பஶொத் ெதாைக௜ன் இந்த வரிைசக்ஶ என்ன 
ஆஶம் என்பைத ஆராய்ேவாம்.
 இைத மனொல் ைவத்ௌக்ெகாண்௄, எல்ைலயற்ற ெதாடரில் ஼லவற்ைறச ்சமாளிக்க 
௚யற்஼ப்ேபாம், அதாவௌ வூ௳யல் ெதாடரின் வூ௳யல் ெதாடரின் ௛லம், அதாவௌ வூ௳யல்

இ௧௠ந்ௌ உ௠வான ெதாடர ்என்௥ அரத்்தம்.p 
 
ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றம் என்பௌ ஆரார ்சௌர வூவத்ொன் ஒ௠ வரிைச என்பைத நிைன௳ல் 
ெகாள்௬ங்கள் 
, எனேவ இப்ேபாௌ அதன் ஷட௄்த் ெதாடரின் ஷட௄்த்ெதாைகத் ெதாடைரக் ைகயாள்ேவாம்.
  

ைமனஸ் 1 என்பௌ 1 க்ஶ சமமானௌ ௚ூ௳௧ வூ௳யல் ெதாடர ்என்௥ n n 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, இப்ேபாௌ ௷ேயாெமட்ரிக் ெதாடர ்என்பௌ ஼ல ெமாைபலாக உள்ளதா 
என்பௌ ேகள்௳ என்னெவன்றால் , ஒ௠ ெதாடரின் ஼ல ொறன்கள் பஶொத் ெதாைககளின் வரிைச 
ஶ௳ந்ௌள்ளதா இல்ைலயா என்பைதக் கண்ட௣௞ம்.
  இந்த வூ௳யல் ெதாடரானௌ பஶொத் ெதாைக௜ன் வரிைசயாகக் க௠தப்ப௄ம் வைர, அதாவௌ 
௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக ஏற்கனேவ கண்ட௣யப்பட௄்ள்ளௌ அதற்கான ித்ொரம் n 
எங்களிடம் உள்ளௌ என்பைதக் கவனத்ொல் ெகாள்ள௵ம் , பஶொத் ெதாைக௜ன் வரிைசயானௌ r
க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் மற்௥ம் சக்ொ௜ல் க௯த்தல்  1 ஆல் க௯த்தல் 1 என்றால் na r n r r 1 
க்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவ ஒ௠ வூ௳யல் ெதாடர ்ா௠க்கமாக உள்ளதா என்௥ பொலளிக்க, 
இ௥ொயாக அௌ ஒ௠ வைரய௥க்கப்படட் எண்ைணக் ஶ௣க்ழறதா இல்ைலயா என்பௌ  n 
ெபரியதாக௵ம் ெபரியதாக௵ம் மா௥ம்ேபாௌ பஶொத் ெதாைக இன் இந்த வரிைசக்ஶ என்ன sn 
நடக்ழறௌ என்பைத ஆரா௞ங்கள், என்பௌ 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்கட௄்ம் , ெபாௌவான ௳ழதம் 1r 
ஶ௣ப்௖, அந்த வழக்ழல் என்பௌ ரீகால் க்ஶ சமம் என்பௌ ஒ௠ நிைலயான sn na a 
உண்ைமயான எண் எனேவ  ெபரிதாக௵ம் ெபரியதாக௵ம் மா௥ழறௌ அதாவௌ அள௵ n na 
ெபரியதாக மா௥ழறௌ , ௚ூ௳௧க்ஶ ௚ைனவௌ ௚ூ௳௧க்ஶ ௚ைனழறௌ அல்லௌ ௘கப் n 
ெபரியதாக மா௥ழறௌ அல்லௌ ௘கச ்஼௣யதாக மா௥ழறௌ என்பௌ ெதளிவாக இ௠க்க 
ேவண்௄ம்.
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ஒ௠ ைசைனப் ெபா௥த்ௌ ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் ௚ூ௳௧க்ஶ இௌ 1 க்ஶ சமமான வழக்ஶ r 
ஆஶம், எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் பஶொத் ெதாைக௜ன் வரிைசயானௌ ஒ௠ நிைலயான 
உண்ைமயான எண்ேக்ஶ அ௠ழல் வர௳ல்ைல என்பைத நாம் கவனிக்ழேறாம் 
ெதா௯ல்௎ட்ப ெமா௯ வரம்௖ இல்ைல sn 
இந்த வழக்ழல் வூ௳யல் ெதாடரக்ள் ஒன்௣ைணக்கப்பட௳ல்ைல அல்லௌ ா௠க்கமாக இல்ைல.
  

க௯த்தல் அ௄த்தௌ சௌரம், இௌ ஒ௠ மற்௥ம் அதன் ௳ைளவாக என்பௌ பஶொத் s a ar s 1 
ெதாைக௜ன் வரிைசயாக இ௠க்ஶம் ௚தல் ஒ௠ ௳னாூ பஶொத் ெதாைக௜ன் ௚தல் ஒ௠ ௳னாூ
வரிைச ௚தல் பதம் மற்௥ம் இரண்டாவௌ ெசால் ஒ௠ ஷட்டல் க௯த்தல் இௌ 0 பஶொத் a 
ெதாைக௜ன் ௛ன்றாவௌ வரிைச ஒ௠ ஷட்டல் க௯த்தல் ஆக இ௠க்ஶம், அௌ ஆக a plus a a 
இ௠க்ஶம் , ேம௩ம் பஶொத் ெதாைக இன் வரிைச மற்௥ம் 0 க்ஶ இைட௜ல் மா௣ மா௣ sn a 
இ௠ப்பைத நீங்கள் அவதானிக்க ௚ூ௞ம்.

ெபரிதாழ, ெபரிய ஆனௌ எந்த எண்ைண௞ம் ெந௠ங்காௌ, அௌ மற்௥ம் 0 க்ஶ  n sn a 
இைட௜ல் ஊசலாூக் ெகாண்ேட இ௠க்ஶம், அௌ அல்லௌ 0 ஆக இ௠க்ஶம், இௌ a 
ஒ௠ நிைலயான எண்ேக்ஶ அ௠ழல் நிைலயானதாக இ௠க்காௌ, எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் 
வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ ௚ைனழறௌ.n 
 பஶொத் ெதாைக௜ன் வரிைசக்ஶ வரம்௖ இல்ைல என்பதால் , இந்த வழக்ழல் வூ௳யல் ெதாடர ்
ஷட௄்த்ெதாைக சக்ொ ைமனஸ் 1 என்பௌ ெதாஶக்கப்படாௌ என்௥ ௚ூ௵ ெசய்ழேறாம்.ar n 

௚தல் ைமனஸ் 1 வைர.  l 
 இப்ேபாௌ என்பௌ ஒன்றல்ல அல்லௌ க௯த்தல் 1   என்பைத எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம் r n 
ெபரிதாக௵ம் ெபரியதாக௵ம் மா௥ம் ேபாௌ ஐ 1 ைமனஸ் ைமனஸ் சக்ொ என்௥ 1 sn r ar n 
ைமனஸ் r 
என்௥ எ௱தலாம் என்பைத கவனிக்க௵ம் ெபரியதாக மா௥வதால், இரண்டாவௌ n n 
வாரத்்ைதக்ஶ என்ன நடக்ஶம் என்பைத ஆராய்ந்தால் ேபாௌம்  அதாவௌ காற்௖ள்ளி r 1 
ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக இல்ைல இரண்௄ வைககளாக ஒ௠ ௚ைற கண்ூப்பாக 1 ஐ ௳ட 
ஶைறவாக இ௠க்ஶம், அதாவௌ -1 மற்௥ம் 1 க்ஶ இைட௜ல் இ௠க்ஶம் இன் மொப்௖களில் R 
நாங்கள் ஆரவ்மாக உள்ேளாம், இைவ இரண்௄ம் க்ஶம் ஶைறவாக இ௠ந்தால் , mod r 1 
நிசச்யமாக இரண்ைட௞ம் எ௄க்கலாம்.r 
  ேநரம்ைற மற்௥ம் எொரம்ைற மொப்௖ ஆனால் ூ  ேகா௯ அள௵ 1 க்ஶம் ஶைறவாக இ௠ப்பதால், 
஼ல பூவம் 1 ல் இ௠க்ஶம், நிைலயான இடத்ொல் 1 ல் இ௠க்ஶம் பூவத்ொல் இ௠க்ஶம், mr m 
எனேவ ெபரிதாக௵ம் ெபரியதாக௵ம் மா௥ம் பவர ் அதாவௌ 1 பவர ் ஼௣யதாக௵ம் n r n m n 
஼௣யதாக௵ம் மா௥ழறௌ, 
ஏெனன்றால் 1 ஆல் ௙ சக்ொ௜ல் வஶத்தல் ேபாௌமானதாழறௌ, ெபரிதாழறௌ, எனேவ எனௌn n 
௚ூ௵ என்னெவன்றால் , இந்த ௳ஷயத்ொல் வரம்௖ ௚ூ௳௧க்ஶ ௚ைனழறௌ எங்கள் சக்ொ n n 
ௗஜ்௷யமாக இ௠க்ழறௌ என்பைத ௙ண்௄ம் ெசால்ழேறன், நாங்கள் ஆரவ்மாக உள்ேளாம்  r 
மொப்௖கள் நிைலயானௌ ஆனால் ைமனஸ் 1 மற்௥ம் 1 க்ஶ இைட௜ல் உள்ளௌ.
 அப்பூயானால் என்பௌ பூவம் 1-ன் ஼ல எண்கள் என எண்ணலாம்.r 
 

பவர ்௛லம் ஆனௌ இப்ேபாௌ ெபரியதாக மா௥ம்ேபாௌ வகனம் ௘கப் ெபரியதாழறௌ ,m nm n 
 அதனால் 1 ௛லம் சக்ொ க்ஶ ெந௠க்கமாழறௌ, அதாவௌ நீங்கள் எவ்வள௵ m n 0 
உள்௬ணரவ்ாக வாொடலாம் ௚ூ௳௧க்ஶ ௚ைனழறௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான சக்ொ  n n sn 
க்ஶ தன்னிசை்சயாக ஆஶவைத நாம் அவதானிக்கலாம் வரம்௖ சக்ொ n lar ge, n r n 
இ௠ப்பதால், ௚ூ௳௧க்ஶ ௚ைனவௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠ப்பதால் , இரண்டாவௌ ெசால் 0 க்ஶ n 
அ௠ழல் ஆழறௌ, எனேவ ெபரியதாக இ௠ப்பதால் இரண்டாவௌ ெசால் எௌ௵ம் பங்களிக்காௌ,n 
ேம௩ம் n 
௚ூ௳௧க்ஶ ௚ைன௞ம் n 
வரம்ைப 1 ைமனஸ் ஆகக் ஶைறக்ழேறாம்.r 
 எல்ைலயற்ற ெதாடரின் வைரயைறைய நீங்கள் நிைன௵ ஷரந்்தால் அல்லௌ எல்ைலயற்ற 
ெதாடர ்வரம்௔ன் பஶொத் ெதாைக௜ன் ஒ௠ங்ழைணப்ைப நாம் ெதாடரின் ஷட௄்த்ெதாைக 
என்௥ அைழக்ழேறாம், எனேவ இந்த வழக்ழல் ஷட௄்த்ெதாைக சக்ொ க௯த்தல் 1 ar n n 
என்பௌ ௚ூ௳௧க்ஶ 1 க்ஶ சமம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்ழேறாம்.

இன் அைனத்ௌ ௳ொ௚ைறகளின் ஷட௄்த்ெதாைக 1 ைமனஸ் ஆஶம் , இௌவைர நாம்  agp r 
வழக்ைக க்ஶ சமமான ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமான 1 ஐ மட௄்ேம ௳வாொத்ேதாம், ேம௩ம் r r 
வழக்ஶ ைமனஸ் 1 மற்௥ம் 1 க்ஶ இைட௜ல் உள்ளௌ.r 
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 இப்ேபாௌ என்பௌ ெவளி௜ல் ஼ல நிைலயான எண்ணாக இ௠க்ஶம்.r 
 
ஒ௠ ஐ ௳ட அொகமாக இ௠க்ஶம் இந்த மொப்௖கள் பா஼டூ்வ் அல்லௌ ெநகூவ் ஆக r 
இ௠க்கலாம் ஆனால் அளைவ ௳ட அொகமாக உள்ளௌ என்பைத இப்ேபாௌ பாரக்்க௵ம் n 
இன்ஃ௔னிடூ் ேமாட் பவர ் க்ஶ ெசல்ழறௌ, ஏெனனில் ைமனஸ் 1 1 ேமாட் 1 ஐ ௳ட r n r 
அொகமாக உள்ளௌ என ூண்ூங் ூ  ஓ ௚ூ௳௧ உங்களிடம் உள்ளௌ அந்த ேமாட் பவர ்n r n 
ெபரியதாக௵ம் ெபரியதாக௵ம் 2 பவர ் ேபான்றதாக மா௥வைத நீங்கள் பாரக்்கலாம் 2 4 n 
௔ன்னர ்8 ௔ன்னர ்16 மற்௥ம் அொகரிக்ஶம் ேபாௌ சக்ொ காலவைர௜ன்௣ அொகரிக்ழறௌ n 
எனேவ இௌ ௚ூ௳௧ இைத மனொல் ைவத்ௌ ௙ண்௄ம் ெசல்ழறௌ  இன் ெவளிப்பா௄ , sn n 
என்பௌ ெபரியதாக மா௥ம்ேபாௌ இந்தச ்ெசால், அதாவௌ 1 ைமனஸ் என்ற இரண்டாவௌ r 
ெசால் சக்ொ என்பௌ ar n 
ஒ௠ நிைலயான உண்ைமயான எண்ேக்ஶ அ௠ழல் வராௌ , ேவ௥௳தமாகக் ஷ௣னால், அௌ 
ஒன்௣ைணவொல்ைல, எனேவ வரம்௖ என்பௌம் இல்ைல எனேவ வரம்௖ இன்ஃ௔னிடூ்க்ஶ sn n 
௚ைனவௌ  , ெதாடர ்ெமா௯௜ல் ைவப்பதற்ஶ இல்ைல, இௌ ெதாடர௖்ைடய ெதாடரக்ள் 
ா௠க்கமாக இல்ைல என்௥ ஷ௥வதற்ஶ சமமானதாஶம் , இௌ ஷட௄்த்ெதாைக சக்ொ ar n 
க௯த்தல் 1 என்பௌ 1 க்ஶ சமம், ௚ூ௳௧ என்பௌ 1 க்ஶ சமம், ேமாட ்அொகமாக இ௠க்ஶம் n 
ேபாௌ அௌ ஒன்௥படாௌ.
  ஒன்ைற ௳ட ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ைத  
ெதாஶக்கலாம்.

க்ஶ சமமான 1 க்ஶ அௌ ஒ௠ அற்பமான வழக்காக ஶைறக்ழறௌ அதாவௌ என்பௌ  r sn n 
மடங்ஶக்ஶ சமம் 1 ௚தல் ௚ூ௳௧ வைர௜லான எல்ைலயற்ற வூ௳யல் ெதாடர ்
ஷட௄்த்ெதாைக சக்ொ க௯த்தல் 1 ஐக் ar n 
க௠த்ொல் ெகாண்டால் , க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்ேபாௌ ெதாடர ்ஒன்௣ைணவொல்ைல.r 1 

ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ ெதாடர ்ஒன்௥படாமல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ வூ௳யல்  r 
ெதாடரக்ள் ைமனஸ் 1 மற்௥ம் 1 க்ஶ இைட௜ல் இ௠க்ஶம் ேபாௌ வைரய௥க்கப்படட் r 
மொப்ைபக் ஶ௣க்ஶம்.
  ஒ௠ வைரய௥க்கப்படட் மொப்௖ அல்லௌ அதற்ஶ ேமற்பட்ட ெதா௯ல்௎ட்பரீொ௜ல் வூ௳யல் 
ெதாடர ்ஒன்௥பட௳ல்ைல , இந்த அவதானிப்ைப இங்ேக பொ௵  ெசய்ழேறன்.

ஐ ௳ட 1 ஐ ௳ட ஶைறவானௌ , இன் ௔ற மொப்௖க௬க்ஶ அைனத்ௌ ெசாற்களின்   1 mod r r 
ஷட௄்த்ெதாைக 1 ைமனஸ் ஆஶம்   இந்த இரண்௄ நிகழ்௵கைளத் த௳ரத்்ௌ ெபாௌவான r 
௳ழதமானௌ க௯த்தல் 1 மற்௥ம் 1 க்ஶ இைட௜ல் இ௠ந்தால், இந்த ௚ூைவ  ௙ண்௄ம் நிைன௳ல்
ைவத்ௌக் ெகாள்௬மா௥ நான் உங்க௬க்ஶ பரிந்ௌைரக்ழேறன்.
 வூ௳யல் ெதாடர ்1 ஐ ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா ெதாஶக்க ௚ூயாதௌ 
என்பைத இங்ேக ஒ௠ ெசயலற்ற ஶ௣ப்ைபக் ஶ௣ப்௔௄ழேறன்.
 எல்ைலயற்ற வூ௳யல் ெதாடரின் ேபாௌ அௌ ஒ௠ங்ழைணக்ஶம் ேபாௌ 
நாம் கவனித்ேதாம்.
  ௷ேயாெமட்ரிக் ெதாடரக்ைள நாம் கவனித்த வூ௳யல் ெதாடரக்ைளப் ேபாலல்லாமல் மற்ற 
பல ௚ூ௳லா ெதாடரக்ளில் உள்ள ெதாடரக்ள் ா௠க்கமானதா அல்லௌ ஶ௳ந்ததா என்ற ேகள்௳,
அதன் ஷட௄்த்ெதாைக என்னவாக இ௠ந்தா௩ம், இந்த இரண்௄ ேகள்௳க௬ம் இரண்௄ பூகளில் 
ோரக்்கப்ப௄ம்.
 ெதாடர ்ஒன்௣ைணந்ததா இல்ைலயா என்பைத ஆராய்ேவாம், ெப௠ம்பாலான நிகழ்௵கள் 
ஒன்௣ைணந்ததாகக் கண்ட௣யப்பட்டால், 
அதன் ஼ல மொப்௕டூ்ல் நாம் ொ௠ப்ொ அைடய ேவண்௄ம்.
  உம் ேவ௥ வாரத்்ைதகளில் ஼ல௠க்ஶ ெவளிப்பாட்ைடப் ெப௥வதற்ஶப் பொலாக 
, வூ௳யல் ெதாடரின் ௳ஷயத்ொல் அௌ ேபான்ற எல்ைலயற்ற ெதாடரக்ளின் 
ஷட௄்த்ெதாைகக்கான ித்ொரம் அரிதானௌ, 
இரண்௄ உண்ைமயான எண்கைளக் ெகா௄த்தைத நிைன௵ப௄த்ௌேவாம் மற்௥ம் ஒ௠ a b 
ேகள்௳ையக் ேகட்ேடாம், ஒ௠ எண் ௛லதனத்ைதச ்ெச௠க ௚ூ௞மா? மற்௥ம் க்ஶ இைட௜ல்a b 
உள்ள இந்த ௛ன்௥ எண்க௬ம் ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ௳ொ௚ைறகைள 
உ௠வாக்ஶழன்றன , உண்ைம௜ல் எங்களிடம் ௔ளஸ் க்ஶ 2 ஒ௠ ித்ொரம் இ௠ந்தௌ, aa b 
ேம௩ம் இந்த எண்ைண மற்௥ம் இன் எண்கணித சராசரி என்௥ அைழக்ழேறாம், நாம் a b am 
இேத ேபான்ற ேகள்௳ையக் ேகட்ேபாம்.
 இப்ேபாௌ என்பதற்ஶப் பொலாக, ap hgp 

மற்௥ம் என்ற இரண்௄ உண்ைமயான எண்கள் ெகா௄க்கப்படட்தாகக் ேகள்௳ a b 
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வா஼க்கப்ப௄ழறௌ, ஒ௠ எண் இ௠க்ழறதா , ஐ அைழப்ேபாம், அதாவௌ மற்௥ம் ஒ௠ g ag b gp 
ஐ உ௠வாக்ஶம் மற்௥ம் க்ஶ எந்த நிபந்தைன௞ம் ௳ொக்க ேவண்டாம், அைவ a b 
உண்ைமயானைவ என்பைதத் த௳ர , மற்௥ம் வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ag b 
௳ொ௚ைறகைள உ௠வாக்ஶம் என்ற எண்ைண எப்ேபாௌம் கண்௄௔ூக்க ௚ூ௞மா என்பௌ g 
இந்தக் ேகள்௳ையத் ோரப்்ேபாம் என்பைதக் கவனத்ொல் ெகாள்ள௵ம் மற்௥ம் என்பௌ ஒ௠ ag b 

௜ன் ெதாடரச்஼்யான ௳ொ௚ைறகள்  என்றால்,  வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ந்தால், gp agb 
இரண்டாவௌ காலத்ொன் ௳ழதம் ேவகமாக இரண்டாவௌ காலத்ொன் ௳ழதத்ௌடன் ஒத்ௌப்ேபாக
ேவண்௄ம்.

சௌரம் க்ஶ சமம் என்௥ ெசால்வதற்ஶ சமம் எனேவ சௌரம் க்ஶ சமமான எண்   g ab g ab 
உள்ளதா என்௥ ேகள்௳ ேகடழ்ேறாம்   சௌரம் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ஒேர அைடயாளமாக aba b 
இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ேகள்௳ைய ஼௣ௌ மாற்௣யைமப்ேபாம், 

மற்௥ம் என்ற இரண்௄ ேநரம்ைற எண்கைளக் ெகா௄த்ௌ நம்ைம நாேம a b 
ேகட௄்க்ெகாள்௬ங்கள் , ஒ௠ ஐ உ௠வாக்ஶம் பொல் ஆம் என்றால் , இொல் இன் agb gp ab 
ேவராக என்பைத எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள் .g 
  வழக்ஶ ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ைத உ௠வாக்ஶழறௌ மற்௥ம் இந்த agb g 
ெகா௄க்கப்படட் ேநரம்ைற எண்களின் வூ௳யல் சராசரியாக ஶ௣ப்௔டப்ப௄ழறௌ, 
இரண்௄ ேநரம்ைற எண்களின் ௛லதனம் ெகா௄க்கப்படட் ஒ௠ வைரயைறயாக பொ௵ 
ெசய்ழேறன், ஼௣ய மற்௥ம் ஼௣ய ஼௣ய ஐ எ௱ௌழேறன்  மற்௥ம் என்பதன் a p pt a b 
ா௠க்கத்ொற்கான வூ௳யல் சராசரி என்பௌ இன் என வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம்gm a gm 

என்பௌ இன் ௛லத்ொற்ஶச ்சமம், b ab 
இௌ எண்கணித சராசரி௜ன் ேபாௌ எண்கணித சராசரிையப் ேபான்றௌ, எங்களிடம் ஷட்டல் 
மற்௥ம் வஶத்தல் உள்ளௌ, நாங்கள் ஷட்டல் மற்௥ம் 2 ஆல் வஶக்ழேறாம், இங்ேக உங்க௬க்ஶ 
ெப௠க்கல் உள்ளௌ.
  மற்௥ம் 
இரண்௄ ேநரம்ைற எண்கள் மற்௥ம் ஆழயவற்ைறத் ெதாஶக்க சக்ொகைள a b 
எ௄த்ௌக்ெகாள்வதன் ௛லம், இந்த இரண்௄ எண்களின் வூ௳யல் சராசரிைய நீங்கள் 
எப்ேபாௌம் ஒ௠ எண் ௛லதனம் ெபறலாம், இதனால் ஒ௠ ௛லதனம் ௷௔ ஒ௠ வூ௳யல் g 
௚ன்ேனற்றத்ைத உ௠வாக்ஶழறௌ, இப்ேபாௌ இைத ெகாஞ்சம் ெபாௌைமப்ப௄த்ொ ேகடக்லாம்  
௔ன்வ௠ம் ேகள்௳க்ஶ இரண்௄ ேநரம்ைற எண்கள் மற்௥ம் ெகா௄க்கப்படட்ால் , நமக்ஶத் a b 
ேதைவயான பல எண்கைளச ்ெச௠கலாம் ஆனால் ஒ௠ ேபான்றைவ ஆனௌ ஒ௠ g1 g2 gn b 
வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ைத உ௠வாக்ஶழறௌ, மற்௥ம் இரண்௄ ேநரம்ைற உண்ைமயான a b 
எண்கைளக் ெகா௄க்ழறௌ.

ேபான்ற ஐக் ஶ௣ப்௔ட௵ம் , g1 g2 gn
 அதனால் ஒ௠ ௚த௧யன மற்௥ம் பூவம் என்௥ பொல் ேநாக்ழ எனக் g1 g2 g b gp gp 
ஷ௥ங்கள்  ஒ௠ ௷ேயாெமட்ரிக் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ஒேர ெதாடரச்஼்யான ெசாற்கள் என்பௌ b 
அந்த வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ௔ளஸ் 2 காலமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பௌ ௔ளஸ் ௅n b n 
என்ற ெசால்௧ல் ௔ளஸ் ௅வாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.n 

என்பௌ ஆக இ௠க்ஶம் ௔ளஸ் 2 ெசால்  gp r n 
சக்ொ ஷட்டல் 2 க௯த்தல் 1 என்ற ித்ொரத்தால் வழங்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ சக்ொ ar n r n 

ஷட்டல் 1 ஆனௌ க்ஶ சமம், இௌ க்ஶ சமம் ெமாத்தமாக  பவர ்1 ஆல் ௔ளஸ் 1.b r a n 
 இப்ேபாௌ நம்௘டம் ௚தல் கால மற்௥ம் ெபாௌவான ௳ழதத்ைத ஒ௠ பவர ்1 ஆல் ௔ளஸ் 1 a n 
௛லம் இந்த ௳ஷயம் ஐப் ெபற்௥ள்ேளாம், ௚தல் கால மற்௥ம் ெபாௌவான ௳ழதத்ைதப் b 
ெபற்ற௵டன் , ௷ேயாெமட்ரிக் ௚ன்ேனற்றம் என்ன என்பைத ௚௱ைமயாகக் ஶ௣ப்௔டலாம் 
எனேவ ஆக உள்ளௌ ௷ேயாெமட்ரிக் ௚ன்ேனற்றத்ொன் இரண்டாவௌ கால அள௵ g 1 
ெபாௌவான ௳ழதமாக இ௠க்ஶம், இௌ ஒ௠ ௚௱ சக்ொ 1 ஆல் ஷட்டல் 1 ஆல் ஒ௠ ௚ைற n b 
ஆஶம்.
 இேதேபால் என்பௌ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ௛ன்றாவௌ ௚ைறயாக இ௠க்ஶம், இௌ g 2 
ஒ௠ ௚ைற சௌரமாக இ௠க்ஶம்.r 
 ௚௱ சக்ொ 1 ஆல் ஷட்டல் 1 சௌரம் மற்௥ம்n 
 அதனால் ஒ௠ ௚ைற ஆஶம் இரண்௄ ேநரம்ைற எண்கள் ெகா௄க்கப்படட்ால், b 
அவற்௥க்ழைடேய வைரய௥க்கப்படட் பல உண்ைமயான எண்கைளச ்ெச௠ஶவௌ எப்ேபாௌேம
சாத்ொயமாஶம் என்௥ நாங்கள் ௚ூ௵ ெசய்ழேறாம், இதனால் பட்ூயல் ௷௔ைய 
உ௠வாக்ஶழறௌ, அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் ௷௔ மற்௥ம் ஏ௔௞டன் ெதாட௠ேவாம் நன்௣ 
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