
 ഹായ് , വിഷയ ْകമെ؋യും പരآരെയയും കുറിتു׺ ْപഭാഷണ പരآരയിേല്ׯ എبാവർുׯം 
സٔാഗതം , ഈ വിഷയ؋ിെല ഞ׹ളുെട ആറാമെ؋  ْപഭാഷണമാണിത്  ജീവിതം ഈ ര؇് 
വാുׯകളും സംഭവ؋ിന്െറ തുടർ׺യായി സൂചിؚിׯാൻ ഉപേയാഗിുؗുׯ, അതുെകാ؇ാണ് ഞാൻ 
ْപഭാഷണ പരآരകൾ പറ؁ത്, എؗിരുؗാലും, ഈ ര؇് പദ׹ളുെട േْശണിയും േْശണിയും 
ഗണിതശാസ്ْത؋ിൽ വّതّസ് തമായ അർ،മുെ؇്ؗ ഓർأിേׯ؇താണ്.  കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ
വാഗ് ദാനം െചയ ്തതുേപാെല ഒരു സീകٔൻസിന്െറ നിബؖനകളുെട ആെകു؋ക നിേയാഗിׯാൻ 
ഉപേയാഗിുؗുׯ  , ഒരു ജിപിയുെട നിബؖനകളുെട ആെകു؋കയ്്ׯ ഞ׹ൾ ഒരു േഫാർമുല n 
ഓേരാ പദവും വരുؗ ഒരു تം, ഒരു ജിപി ജّാമിതീയ പുേരാഗതി എؗത് ആദّ േടമിന് േശഷമുുׯാപിر
േْശണിയാണ്.  ഒരു നിحിത പൂജّമبാ؋ സംഖّ െകാ؇് ഗുണി്׺ മുآെ؋ പദ؋ിൽ നി്ؗ ലഭി׺തും 
ആ നിحിത പൂജّമبാ؋ സംഖّെയ അടു؋ ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട െപാതു അനുപാതം എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട പദ׹ളുെട ആെകു؋കയ്ׯായി ഞ׹ൾ ഒരു n 
േഫാർമുല رാപിുׯം ,  ആദّ േടം ഉت ഒരു നമു്ׯ പരിഗണിׯാം, െപാതുവായ അനുപാതം a gp r 
ْശؑിുׯക.   ൈമനസ് 1 മുതലായവ , ഒരു ؛സ് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് nth term ar power n ar ar 
മുതലായവയ്്ׯ ഒരു േഫാർമുല കെ؇ു؋ക എؗതാണ് ഞ׹ളുെട ലّײം, അതായത് a in r power n
ൈമനസ് 1 വെരയുت സൂْതവാകّം കെ؇ു؋ക എؗതാണ് , നأൾ എؓാണ് െചإാൻ ഉേؐശിؗുׯത് 
എؗത് െകാ؇് ഈ തുക സൂചിؚിׯാം.  എؗതിനുت സൂْതവാകّം കെ؇ؗു؋തിന്, നമു്ׯ sn sn 
ആദّം നിشാരമായ േകസ് തീർׯാം, അതായത് കുറിؚിന് തുലّമായിരിׯെ؂ , ഈ സാഹചരّ؋ിൽr 1 
ജّാമിതീയ പുേരാഗതി  رിരമായ േْശണിയിേല്ׯ കുറയുؗു, അതിനാൽ എؗത് ഒരു ؛സ് എ aaa sm 
 n تിയുׯബാ ׯിന് തുലّമാണ്, ഇനി നമു്׹മട ؗുׯാരമായ േകസ് തീർؚാشസ് ആണ്.  ഇത് നി؛
േകസ് പരിഗണിׯാം  ന് തുലّമب നമു്ׯ േവ؇ത് സ് എൻ ഡി്ׯ തുലّമായ ഒരു ؛സ് ؛സ് r 1 ar 
മുതലായവയ്്ׯ പവർ ൈമനസ് 1 വെരയുت േഫാർമുലയാണ്. ലളിതമായ തْؓം  ഇനിؚറയുؗത് ar n 
നമു്ׯ സമയ׹ൾ കെ؇؋ാം, അത് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് മുതലായവയുമായി േചരുؗ r ar ar 
അവസാന പദം െകാ؇് ഗുണിുׯേآാൾ പവർ ആയി മാറുؗു , ഞാൻ നി׹ൾׯായി മുآെ؋ r ar 
പദം എഴുതെ؂, അത് പവർ ൈമനസ് 1 ആയിരിുׯം. നി׹ൾ അത് ഇേؚാൾ കാണുؗുേ؇ാ?   ar n 
പദ׹ൾ സ്കٔയർ, പവർ ൈമനസ് 1 എؗി׹െനയാണ് ആദّേ؋തിൽ  നി്ؗ ൈമനസ് ar ar n Sn rsn 
എؗതിന് തുലّമായ ര؇ാമെ؋ സമവാകّം കുറയ്ുׯക.  ൈടംസ് ഉം വലതു വശവും ഒരു തവണ r sn 
1 ൈമനസ് പവർ ആയി ലളിതമാׯാം, ഇതിൽ നി്ؗ നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ ഒئെؚടു؋ാൻ r n sn 
കഴിയും, അനുമാനം അب, അതിനാൽ 1 ൈമനസ് െകാ؇് വിഭജനം സാധّമാണ് , അതിനാൽ r 1 r 
നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് തുലّമാണ് ഒരു തവണ 1 ൈമനസ് പവർ ൈമനസ് ഒരു ജّാമിതീയ sn r n 1 r 
പുേരാഗതിയുെട ആദّ പദ׹ളുെട ആെകു؋ക , ആദّ േടം െപാതു അനുപാതം എؗത് 1 n a , r , r 
നും ൈമനസ് പവർ നും തുലّമാെണ׸ിൽ തവണ ആണ് എؗത് 1 നിരീײിؗുׯതിന് a 1 r n n a r 
തുലّമെ׸بിൽ 1 ൈമനസ് ന് തുലّമെ׸بിൽ, നّൂമേറئറും ഡിേനാമിേനئറും  ൈമനസ് 1 െകാ؇് r r 1 
ഗുണി്׺ ൈമനസ് 1 െകാ؇് ൈമനസ് 1 ആയും നമു്ׯ േഫാർമുല എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് ഒരു r r gp i
യുെട പദ׹ളുെട ആെകു؋കയ്تുׯ നെبാരു േഫാർമുലയാണ്.  ഒരു അനؓമായ n 
തുകെയുׯറിേ׺ാ പരآരെയുׯറിേ׺ാ നി׹െള ഓർأിؚിׯാൻ ഇത് നب   സമയമാെണ്ؗ കരുതുؗു  
യഥാർ، സംഖّകൾ നമു്ׯ അവയിൽ ആദّെ؋ രെ؇؉ം േചർׯാം , ഈ തുകയിേല്ׯ ഓേരാ 
തവണയും ഒരു പദം േചർؗുׯത് തുടരാം, ഓേരാ തവണയും ْപْകിയ അവസാനിുׯം , കൂടാെത 
പരിമിതമായ തുകയു؇ാകുേآാൾ പദ׹ൾ േചർ؋ ْകമം അനുസരി്׺ നമു്ׯ പരിമിതമായ മൂലّം 
ലഭിുׯം . യഥാർ،؋ിൽ കാരّമിب, അേതസമയം നമു്ׯ അനؓമായ ഒരു കുറി്ؚ ഉെ؇׸ിൽ, നമു്ׯ 
ഒരു സമയം ഒരു പദം േചർؗുׯത് തുടരാനാവിب എؗ വّװമായ കാരണ؋ാൽ , ഒരു സമയം ഒരു പദം 
േചർؗുׯ ْപْകിയ ര؇ാമതായി അവസാനിׯിب പരിമിതമായ ഒരു അനؓമായ തുകയിൽ, സ׸ലനം 
നടു؋േآാൾ നിബؖനകൾ പരിഗണിؗുׯ ْകമം മുئ വാുׯകളിൽ പറ؁ാൽ , അനؓമായ നിരവധി
യഥാർ، സംഖّകളുെട തുക ൈകകാരّം െചؗുإതിന് ആദّം യഥാർ، സംഖّകൾ ചില ْപേതّക 
രീതിയിൽ ഓർഡർ െചുإകയും യഥാർ، സംഖّകളുെട ْകമം നൽകുകയും േവണം. അനؓമായ 
തുകെയ നിർവചിؗുׯതിന്, ഒരു ْകമ؋ിേല്ׯ ഉയരുക   സംײിപ് തതയ് ׯായി സംْഗഹ െനാേ؂ഷൻ 
ഉപേയാഗി1 ്׺ മുതൽ അനؓത വെരയുت തുകെയ ഒരു േْശണി എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഈ 
പദْപേയാഗ؋ിന് ഒരു അർ،ം നൽകുؗത് എ׹െനെയ്ؗ ഓർുׯക,  ഈ പദْപേയാഗ؋ിന് 
കൃതّമായ അർ،ം നൽകുؗതിന് , ഭാഗിക തുകകളുെട ْകമം തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّം sn 
കെ؇؛ .ുؗു؋സ് ؛സ് േല്ׯ, a1 a2 etceter 
അ׹െന നമു്ׯ ഒരു പുതിയ സീകٔൻസ് ഉ؇് എؗത് നൽകിയിരിؗുׯ േْശണിയിൽ നി്ؗ sn n 
ഉ؍വിؗുׯ അനؓതയിേല്1 ׯ ന് തുലّമാണ്.  ഭാഗിക തുകയുെട ഈ േْശണി്ׯ എ്ؓ 
സംഭവിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ, കൃതّമായി പറ؁ാൽ വലുതാകുേآാൾ, പരിധി n n 
അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ, വലുതും വലുതുമായി മാറുؗതിനനുസരി്׺ േْശണിയുെട n 
നിബؖനകൾ ഒരു നിحിത യഥാർ، സംഖّേയാട് അടുുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ ഞ׹ൾ അേനٔഷിുؗുׯ.  
പരിധി നിലവിലു؇് , അത് അെത ആെണ׸ിൽ, ഇത് അെത ആ േْശണിയുെട ആെകു؋കയായി 
കണׯാുׯം അെ׸بിൽ കൃതّമായി നأൾ എഴുതുؗ േْശണിയുെട മൂലّം എؗത് സമവാകّ؋ിന് s 
തുലّമാണ് എؗത് 1 ന് അനؓത ന് തുലّമാണ് , കൂടാെത എؗത് സംْഗഹിׯാവുؗേതാ n a a 
സാേ׸തികമായി കൂടിേ׺രുؗേതാ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു. അനؓമായ തുകയ്്ׯ മെئാരു 
വിധ؋ിൽ അർ،മുേ؇ാ എؗറിയാൻ, ഒരു പരآര സംേയാജിؗുׯതാേണാ എؗത് മെئാരു 
വിധ؋ിൽ പറ؁ാൽ സംْഗഹിׯാവുؗതാേണാ എ്ؗ കാണാൻ, ആദّം ഭാഗിക തുകകളുെട ْകമം 
കെ؇؋ണം, തുടർ്ؗ വലുതും വലുതും ആകുേآാൾ ഭാഗിക തുകയുെട ഈ േْശണി്ׯ എ്ؓ n 
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സംഭവിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ അേനٔഷിുؗുׯ. ഇത് മനشിൽ െവു׺െകാ؇് നമു്ׯ ജّാമിതീയ 
േْശണിയിെല ഒരു അനؓമായ സീരീസ് ൈകകാരّം െചإാൻ ْശമിׯാം,  അതായത് ജّാമിതീയ 
േْശണിയിെല ഒരു ജّാമിതീയ േْശണി, ഞ׹ൾ അർ،മാؗുׯത് ജّാമിതീയ ൽ നി്ؗ ഉ؍വിؗുׯ p 
സീരീസ് എؗാണ്. േറാْഗഷൻ ഓർുׯക ജّാമിതീയ പുേരാഗതി എؗത് ആരാർ സ്കٔയർ േഫാമിന്െറ 
ഒരു േْശണിയാണ് , അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ അതിന്െറ േഫാമിന്െറ ഒരു ؛സ് ؛സ് മുതലായവ ؛സ് ar 

പവർ ൈമനസ് 1 ؛സ് എؗി׹െനയുت അനؓ േْശണിെയ ൈകകാരّം െചുؗുإ. ൈമനസ് 1 ar n n n 
എؗത് 1 ന് തുലّമാണ് അനؓതെയ ജّാമിതീയ േْശണി എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഒരു ജّാമിതീയ 
േْശണി െമാൈബൽ ആേണാ എؗതാണ് േചാദّം, ഇത് ഒരു േْശണിയുെട ചില കഴിവുകൾ ഭാഗിക 
തുകകളുെട അനുْകമം കൂടിേ׺രുؗുേ؇ാ ഇبേയാ എ്ؗ കെ؇ؗു؋തിന് തുലّമാെണ്ؗ ْശؑിുׯക. 
ഈ ജّാമിതീയ േْശണിെയ ഭാഗിക തുകയുെട അനുْകമമായി കണׯാؗുׯിടേ؋ാളം, അതായത് ആദّ 

പദ׹ളുെട ആെകു؋ക ഇതിനകം കെ؇؋ിയി؂ു؇്, അതിനായി നമു്ׯ ഒരു േഫാർമുല ഉ؇്, n sn 
ഭാഗിക തുകയുെട അനുْകമം നും പവർ ൈമനസും ആെണ׸ിൽ ആെണ്ؗ ْശؑിുׯക.  r 1 a r n na 
1 ന്െറ ൈമനസ് 1 ആെണ׸ിൽ ന് തുലّമب, അതിനാൽ ഒരു ജّാമിതീയ േْശണി r r 1 
സംْഗഹിׯാവുؗതാേണാ എ്ؗ ഉ؋രം നൽകണം, അതായത് അവസാനം അത് ഒരു പരിമിത സംഖّെയ
ْപതിനിധീകരിുؗുׯേ؇ാ ഇبേയാ എؗത്  വലുതും വലുതും ആകുേآാൾ ഭാഗിക തുക ന്െറ ഈ n sn 
േْശണി്ׯ എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ അേനٔഷിുׯക, നമു്ׯ എؗത് 1 ന് തുലّമായിരിׯെ؂, െപാതു r 
അനുപാതം 1 ْശؑിുׯക, 
അ׹െനെയ׸ിൽ എؗത് റീേകാൾ എؗത് ഒരു നിحിത യഥാർ، സംഖّയാണ് .  വലുതും sn na a n 
വലുതുമായി മാറുؗു, അതായത് വّാلിٝയിൽ വലുതായി മാറുؗു , അനؓതയിേലتുׯ ْപവണത na n 

അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ അെ׸بിൽ വളെര വലുതായി؋ീരുؗു അെ׸بിൽ na 
വളെര െചറുതായി؋ീരുؗു , ഒരു ൈസനിെന ആْശയി്׺ ഞാൻ പരിധി എഴുതെ؂ n 
അനؓതയിേലتുׯ ْപവണത തുലّമാണ്.  യുെട ൈസനിെന ആْശയി؛ ്׺സ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് a 
അനؓതയിേല്ׯ ഇത് േകസ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഭാഗിക തുകയുെട r 1 
അനുْകമം ഒരു നിحിത യഥാർ، സംഖّയ്്ׯ അടു്؋ വരുؗിെ്ؗب ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ 
സാേ׸തിക ഭാഷാ പരിധിയിെല പരിമിത യഥാർ، സംഖّ അب ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ജّാമിതീയ sn 
േْശണികൾ ഒു؋േചരുകേയാ സംْഗഹിׯാനാകാ؋േതാ ആയതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായ ْപേതّക േകസ് എടുׯാം, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ജّാമിതീയ പുേരാഗതി r 
അടു؋തായി മാറുؗു. ൈമനസ് എ അടു؋ത് സ്കٔയർ ആണ് , s ar 
അ׹െനെയ׸ിൽ എؗത് ഭാഗിക തുകയുെട ഒരു േْശണി ആയിരിുׯം, ഭാഗിക തുകയുെട ആദّ s 1 
ഒരു െസׯൻഡ് സീകٔൻസ് ആയിരിുׯം ആദّ േടം, ര؇ാമെ؋ േടം ഒരു ؛സ് ൈമനസ് എؗത് a 
ഭാഗിക തുകയുെട മൂؗാമെ؋ സീകٔൻസാണ്. ഒരു ؛സ് ൈമനസ് എ ؛സ് എ ആകും , അത് എ 
ആയതിനാൽ ഭാഗിക സം സ് എൻ ന്െറ ْകമം യ്ുׯം  നും ഇടയിൽ മാറിമാറി വരുؗതായി നി׹ൾ്ׯ a 0
നിരീײിׯാൻ കഴിയണം, ഞാൻ അർ،മാؗുׯത് ഈ ര؇് മൂലّ׹ളും ഇതിൽ നി്ؗ 
അവേബാധജനّമായി എടുുؗുׯ എؗതാണ്. വലുതാവുകയും വലുതാവുകയും െചؗുإതിനാൽ n sn 
ഒരു സംഖّേയാടും അടു്؋ വരുؗിب , അത് യ്ുׯം 0 നും ഇടയിൽ ആേؕാളനം തുടരും, അത് a 
ഒؗുകിൽ അെ׸بിൽ 0 ആയിരിുׯം, അത് ഒരു നിحിത സംഖّയുെട അടു്ر ؋ിരമായി a 
നിലനിൽׯിب, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ പരിധി അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ. n 
ഭാഗിക തുകയുെട അനുْകമ؋ിന് പരിധിയിبാ؋തിനാൽ നിലവിലിب, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ 
ജّാമിതീയ േْശണി സംْഗഹം പവർ ൈമനസ് 1 സംْഗഹിׯാനാവിെ്ؗب ഞ׹ൾ നിഗമനം ar n 
െചുؗുإ. മുതൽ ൈമനസ് 1 വെര. ഇനി നമു്ׯ മെئാരു േകസ് എടുׯാം, ഒؗب , ൈമനസ് 1 അب , ഈl r 
സാഹചരّ؋ിൽ ഭാഗിക തുക ന്െറ അനുْകമം േഫാർമുലെയ 1 ൈമനസ് പവർ ൽ 1 ൈമനസ് sn a r n- 

ആയി എടുുؗുׯ എ്ؗ നിരീײിുׯക, എؓാണ് നأൾ നിരീײിേׯ؇ത് വലുതും വലുതും r n 
ആകുേآാൾ ഈ ന് സംഭവിؗുׯത് , എؗത് 1 ൈമനസ് ൈമനസ് പവർ ന് 1 ൈമനസ് sn sn r ar n r 
എ്ؗ എഴുതാം, വّװമായും ആദّ പദം ൽ നി്ؗ സٔതْؓമാണ്, അതിനാൽ േവ؇ْത n- n 
വലുതാകുേآാൾ ന് എ്ؓ സംഭവിുׯെമ്ؗ അേനٔഷിׯാൻ വലുതാകുേآാൾ ര؇ാമെ؋ േടമിന് sn- n 
എ്ؓ സംഭവിുׯം എ്ؗ അേനٔഷി׺ാൽ മതി, കൂടുതൽ കൃതّമായി പറ؁ാൽ പവർ ന് എ്ؓ r n 
സംഭവിുׯം എ്ؗ ക؇ാൽ മതി  അതായത് േകാമ ൈമനസ് 1 ന് തുലّമب ര؇് വിഭാഗ׹ളായി ഒരു r 1 
േമാഡ് കർശനമായി 1-ൽ കുറവാണ് , അതായത് -1 നും 1 നും ഇടയിൽ കിടؗുׯ മൂലّ׹ളിൽ r 
ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമു؇്, േമാഡ് ൽ കുറവായിരിുׯേآാൾ ന് തീർ׺യായും ര؇ും എടുׯാം  r 1 r 
േപാസിئീവ്, െനഗئീവ് മൂലّം എؗാൽ ടി  േകാഴി , കാؓിമാന؋ിൽ 1-ൽ കുറവായതിനാൽ, ചില mr 
േഫാം 1- ൽ ആയിരിുׯം, رിരമായിരിؗുׯിട്1 ؋-ന്െറ േഫാം ആയിരിുׯം, അതിനാൽ m n 
വലുതും വലുതുമായ പവർ ആകുേآാൾ നി׹ൾ സأതിുؗുׯേ؇ാ? െചറുതും െചറുതുമായി r n n 
മാറുؗത് നി׹ൾ കാണുؗുേ؇ാ, കാരണം 1 ന്െറ ശװിയിൽ ഡിേനാമിേനئർ m n n 
വലുതാകുؗതിനനുസരി്׺ ആവശّ؋ിന് വലുതായി؋ീരുؗു, അതിനാൽ എന്െറ നിഗമനം , ഈ 
സാഹചരّ؋ിൽ പരിധി അനؓതയിേല്ׯ ചായുേآാൾ നുأെട ശװി പൂജّമാണ്, ഞ׹ൾ്ׯ n n 
താൽؚരّമുتത് ആവർ؋ിׯെر ؂ിരമായതും എؗാൽ ൈമനസ് 1 നും 1 നും ഇടയിൽ 
കിടؗുׯതുമായ മൂലّ׹ൾ . r 
അ׹െനെയ׸ിൽ, എؗത് േഫാമിന്െറ 1-ന്െറ ചില സംഖّയായി കണׯാׯാം, േപാസിئീവ് r 
അെ׸بിൽ െനഗئീവ് ْപٍ٠മب, അതിനാൽ പവർ എؗത് േഫാം 1-െല ഒؗായിരിുׯം.  ശװിയാൽ r n m 

ഇേؚാൾ നിحയി׺ിരിുؗുׯ , വലുതാകുേآാൾ ഡിേനാമിേനئർ വളെര വലുതായി؋ീരുؗു, nm n 
അ׹െന 1 ന്െറ പവർ ന് അടുു؋വരുؗു, m n 0 
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അ׹െനയാണ് നി׹ൾ്ׯ പരിധി അനؓതയിേല്ׯ പവർ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ n r n 
വാദിׯാൻ കഴിയും.  എؗത് ഏകപײീയമായി ആകുؗത് നമു്ׯ നിരീײിׯാം  നമു്ׯ പരിധിn lar 

പവർ ഉتതിനാൽ, അനؓതയിേലتുׯ ْപവണത പൂജّമാണ്, അതിനാൽ വലുതാകുേآാൾ r n n n 
ര؇ാമെ؋ പദം ഒؗും സംഭാവന െചؗുإിب , കൂടാെത അനؓതയിേലتുׯ ْപവണത എؗ n n 
പരിധി 1 ൈമനസ് ആയി കുറയുെമ്ؗ ഞ׹ൾ കണׯാുؗുׯ. അനؓമായ േْശണിയുെട നിർവചനം r 
അെ׸بിൽ ഭാഗിക തുകയുെട അനؓമായ സീരീസ് പരിധിയുെട സംേയാജനെ؋യാണ് ഞ׹ൾ 
േْശണിയുെട ആെകു؋ക എ്ؗ വിളിؗുׯെത׸ിൽ, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ പവർ ൈമനസ് 1 ar n n 
എؗ സംْഗഹം 1 ന് അനؓതയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ നിഗമനം െചുؗുإ. എജിപിയുെട എبാ 
നിബؖനകളുെടയും ആെകു؋ക 1 ൈമനസ് ആണ് , ഇതുവെര നأൾ േകസ് ന് തുലّമായ r r 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത േകസ് ൈമനസ് 1 നും 1 നും ഇടയിലാണ്. ഇേؚാൾ നമു്ׯ r 1 r 
പുറتു؋ ഏെത׸ിലും നിحിത സംഖّയായി എടുׯാം. േമാഡ് ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ് എ്ؗ r 
അനുവദിؗുׯ ഈ മൂലّ׹ൾ േപാസിئീേവാ െനഗئീേവാ ആവാം, എؗാൽ മാ׵ിറ്റّൂഡിൽ ഇത് ഒؗിൽ
കൂടുതലാണ് എ്ؗ േനാൂׯ, പരിധി ഇൻഫിനിئി േമാഡിേല്ׯ പവർ േല്ׯ ْപവണത കാണിുؗുׯ,n r n 
കാരണം ൈമനസ് 1 1 േമാഡ് േനׯാൾ വലുതാണ്. എൻ െടൻഡിംഗ് ആയി ടി  അനؓത, േമാഡ് r r 1 o r
പവർ പവർ േപാെല വലുതും വലുതുമായി മാറുؗു, 2 4 പിെؗ 8 പിെؗ 16 എؗി׹െന n 2 n n 
വർؑിؗുׯതിനനുസരി്׺ പവർ അനിحിതമായി വർؑിؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ കാണാം, അതിനാൽ ഇത് 
അനؓതയാണ് , ഇത് മനشിൽ െവു׺െകാ؇് തിരിെക േപാകുؗു  എؗ പദْപേയാഗം sn n 
വലുതാകുേآാൾ ഈ പദം, അതായത് 1 ൈമനസ് എؗ ര؇ാമെ؋ പദമായ പവർ എؗത് ഒരു r ar n 
നിحിത റിയൽ സംഖّേയാട് അടു്؋ വരുؗിب എ്ؗ കാണാം. അനؓതയിേല്ׯ ْപവണത n sn 
എؗത് േْശണിയുെട ഭാഷയിൽ ഉൾെؚടു؋ാൻ നിലവിലിب, ഇത് അനുബؖ േْശണി 
സംْഗഹിׯാനാകിെ്ؗب പറയുؗതിന് തുലّമാണ് , അതായത് സംْഗഹം പവർ ൈമനസ് 1 ar n n 
എؗത് 1 ന് തുലّമാണ് ഒؗിെനׯാളും നമു്ׯ ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിെയ സംْഗഹിׯാം, നമു്ׯ 
ആദّ പദ׹ളുെട ആെകു؋കയ്്ׯ ഒരു എ٧്ْعപഷൻ ഉ؇് , കൂടാെത പദْപേയാഗം 1 ൈമനസ് പവർ n r n
ന് 1 ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, 1 ന് തുലّമ1 ب ന് തുലّമായ ന് അത് നിشാരമായ ഒരു േകസായി r r 
കുറയ്ുؗുׯ, അതായത്  1 മുതൽ അനؓത വെരയുت അനؓമായ ജّാമിതീയ േْശണി സേأഷൻ ar 
പവർ ൈമനസ് 1 ഇേؚാൾ പരിഗണിുׯേآാൾ എؗത് മട്׹ തുലّമാണ്. ൈമനസ് 1 ന് n sn n r 
തുലّമായ സീരീസ് ഒു؋േചരാ؋േؚാൾ , ൈമനസ് 1 നും 1 നും ഇടയിലായിരിുׯേآാൾ ജّാമിതീയ r 
േْശണി ഒരു പരിമിത മൂലّെ؋ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, കൂടാെത ആ പരിമിതമായ മൂലّം 1 ൈമനസ് r 
ആണ് , കൂടാെത േമാഡ് ഒؗിൽ കൂടുതലാെണ׸ിൽ ജّാമിതീയ േْശണി ْപതിനിധീകരിؗുׯിب  ഒരു r 
പരിമിതമായ മൂലّേമാ അതിലധികേമാ സാേ׸തികമായി ജّാമിതീയ േْശണികൾ ഒു؋േചരുؗതب, ഈ 
നിരീײണം ഇവിെട േരഖെؚടു؋െ؂    1 എؗതിേനׯാൾ 1-േനׯാൾ കുറവ് എبാ mod r 
നിബؖനകളുെടയും ആെകു؋ക ന്െറ മ്ئ മൂലّ׹ൾ്1 ׯ ൈമനസ് ആണ്, അത് ന്െറ മ്ئ r- r mod r 
മൂലّ׹ൾ്1 ׯ ൈമനസ് ആണ്, അത് 1 സേأഷൻ ന് തുലّമായ 1 അനؓമായ പവർ ൈമനസ് 1 r n ar n 
സംേയാജിതമب   ഈ ര؇് സാഹചരّ׹ൾ ഒഴിെകയുت െപാതു അനുപാതം ൈമനസ് 1 നും 1 നും 
ഇടയിലാെണ׸ിൽ അനؓമായ ജّാമിതീയ േْശണി സംേയാജിതമാെണ׸ിൽ ഈ ഫലം ഓർأിׯാൻ 
ഞാൻ നി׹േളാട് ശװമായി ശുപാർശ െച1  .ുؗുإ-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയ ജّാമിതീയ r 
േْശണി സംْഗഹിׯാവുؗതب , ഞാൻ ഇവിെട ഒരു നിഷ്ْ കിയ പരാമർശം നട؋െ؂ , അനؓമായ 
ജّാമിതീയ േْശണിയുെട കാരّ؋ിൽ, അത് ഒു؋േചരുേآാൾ ഞ׹ൾ നിരീײിു׺ , കൂടാെത അത് 
ഒു؋േചരുേآാൾ അത് കൂടിേ׺രുേآാൾ അത് സംേയാജിؚി׺ാൽ എْത തുക?  ഒരു ജّാമിതീയ േْശണി , 
മ്ئ പല അനؓ േْശണികളിെലയും ജّാമിതീയ േْശണികളിൽ നി്ؗ വّതُّമٝായി ഞ׹ൾ നിരീײി׺ 
കാരّ׹ൾ ഈ േْശണി സംْഗഹിׯാവുؗതാേണാ അേതാ ഒു؋േചരുؗതാേണാ എؗ േചാദّം, 
സംേയാജിതമാെണ׸ിൽ േപാലും അതിന്െറ ആെകു؋ക എْതയാണ്, ഈ ര؇് േചാദّ׹ളും ര؇് 
ഘ׹؂ളായി പരിഹരിׯെؚടും. സീരീസ് ഒു؋േചരലാേണാ അبേയാ എ്ؗ അേനٔഷിുׯം, മിׯ 
േകസുകളും ഒു؋േചരുؗതായി കെ؇؋ിയാൽ , അതിന്െറ ചില കണുׯകളിൽ ഞ׹ൾ 
തൃلരٝാേക؇തു؇്  ജّാമിതീയ േْശണിയുെട കാരّ؋ിൽ, മ്ئ വാുׯകളിൽ ചിലർ്ׯ ഒരു പദْപേയാഗം 
ലഭിؗുׯതിനുപകരം, ജّാമിതീയ േْശണിയുെട കാരّ؋ിൽ അപൂർവമായ ഒരു സൂْതവാകّം 
അപൂർجമാണ് , ര؇് യഥാർ، സംഖّകൾ നൽകിയത് നമു്ׯ ഓർׯാം കൂടാെത ഞ׹ൾ ഒരു a b 
േചാദّം േചാദിു׺, ഒരു സംഖّ മൂലധനം േചർׯാേമാ യ്ുׯം യ്ുׯം ഇടയിലായതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ a b 
സംഖّകളും ഒരു ഗണിത പുേരാഗതിയുെട പദ׹ൾ രൂപെؚടുുؗു؋ , വാُവٝ؋ിൽ ഞ׹ൾ്؛ ׯസ് aa 

ന് 2 േഫാർമുല ഉ؇ായിരുؗു , ഞ׹ൾ ഈ സംഖّെയ യുെട ഗണിത ശരാശരി എؗും ചുരു؋ׯിൽ b a 
എؗും വിളിുؗുׯ, ഞ׹ൾ സമാനമായ ഒരു േചാദّം േചാദിുׯം. ഇേؚാൾ b am ap hgp 

എؗതിനുപകരം, എؗീ ര؇് യഥാർ، സംഖّകൾ നൽകിയിരിؗുׯത് േപാെലയാണ് േചാദّം a, b 
വായിؗുׯത്, ഒരു സംഖّ ഉേ؇ാ, നമു്ׯ എ്ؗ വിളിׯാം , അതായത് എؗിവ ഒരു g ag, b gp 
രൂപെؚടുؗു എؗിവയിൽ ഒരു നിബؖനയും ചുമ؋രുത്, അവ യഥാർ،മാണ് എؗതبാെത, a, b ag 

എؗിവ ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട പദ׹ൾ രൂപെؚടുؗു؋ ഒരു സംഖّ നമു്ׯ എبായ്േؚാഴും , b 
കെ؇؋ാൻ കഴിയുേമാ എؗതാണ് േചാദّം . എؗിവ ഒരു യുെട തുടർ׺യായ ag, b gp 
പദ׹ളാെണ׸ിൽ,   ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിലാെണ׸ിൽ, ജّാമിതീയ agb agb 
പുേരാഗതിയിലാെണ׸ിൽ , ര؇ാമെ؋ േടമിന്െറ അനുപാതം േവഗ؋ിലുت മൂؗാമെ؋ േടമിന്െറ 
അനുപാതവുമായി െപാരു؋െؚടണം. ചതുരം ന് തുലّമാെണ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, g ab 
അതിനാൽ സ്കٔയർ ന് തുലّമായ ഒരു സംഖّ നിലവിലുേ؇ാ എؗ േചാദّമാണ് ഞ׹ൾ g ab 
േചാദിؗുׯത് , ഒരു യഥാർ، സംഖّയുെട വർ״ം ന് തുലّമാണ് എؗത് ْശؑിുׯക, അതിനാൽ ഒരു ab 
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യഥാർ، തൃلിٝെؚടുؗു؋ ന്െറ നിലനിൽؚിന്  ചതുരം യ്്ׯ തുലّമാണ് , എؗതിന് ഒേര g g aba b 
ചിصം ഉ؇ായിരിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ േചാദّം െചറുതായി പരിഷ് ׯരി്׺ എؗീ ര؇് a, b 
േപാസിئീവ് സംഖّകൾ നൽകി സٔയം േചാദിׯാം, 
അ׹െന ഒരു രൂപെؚടുؗു؋ ഉ؋രം ഉേ؇ാ, അെത, എؗതിന് ന്െറ റൂ؂് എടുുׯക  agb gp g ab 
േകസ് ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതി രൂപെؚടുുؗു؋ , ഈ നൽകിയിരിؗുׯ േപാസിئീവ് agb g 
സംഖّകളുെട ജّാമിതീയ ശരാശരി എ്ؗ വിളിുؗുׯ, ര؇് േപാസിئീവ് സംഖّകളുെട മൂലധനം 
നൽകിയിت؂ു ഒരു നിർവചനമായി ഇത് േരഖെؚടു؋െ؂, െചറിയ െചറിയ െചറിയ എؗിവ a, p pt 
എഴുതാം യുെടയും യുെടയും ْഹസٔമായ ജّാമിതീയ ശരാശരി യുെട ആയി a b gm, a gm 
നിർവചിׯെؚടുؗു, എؗത് ന്െറ റൂ؂ിന് തുലّമാണ്, ഇത് ഗണിത ശരാശരിയുെട കാരّ؋ിൽ b ab 
ഗണിത ശരാശരി്ׯ സമാനമാണ്, നമു്ׯ സ׸ലനവും ഹരിׯലും ഉ؇് , ഞ׹ൾ 2 െകാ؇് 
കൂ؂ിേ׺ർുׯകയും ഹരിുׯകയും െചുؗുإ.  കൂടാെത എؗീ ര؇് േപാസിئീവ് സംഖّകെള a, b 
സംْഗഹിׯാൻ ശװി എടുؗുׯ ഘാതാ׹׸ൾ എടുുׯേآാൾ നി׹ൾ്ׯ എبായ്േؚാഴും ഒരു സംഖّ 
മൂലധനം ലഭിുׯം, അതായത് ഈ ര؇് സംഖّകളുെട ജّാമിതീയ ശരാശരി, g 
അ׹െന ഒരു മൂലധനം ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതി ഉ؇ാുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇതിെന അൽؚം gb 
സാമാനّവൽׯരി്׺ േചാദിׯാം  എؗീ ര؇് േപാസിئീവ് സംഖّകൾ നൽകിയിരിؗുׯ a, b 
താെഴയുت േചാദّ؋ിന് നമു്ׯ ആവശّമുْتതയും എؗാൽ പരിമിതമായ അ׹ׯൾ 
േചർׯാനാകുേമാ, അതായത് മുതലായവ ര؇് േപാസിئീവ് റിയൽ നآറുകൾ നൽകിയാൽ g1 g2 gnb  
ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതി ഉ؇ാുؗുׯ, എؗീ ര؇് േപാസിئീവ് റിയൽ നآറുകൾ ഞ׹ൾ a, b 
േചർׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ. മുതലായവ നിേയാഗിുׯക, g1 g2 gn 
അ׹െന ഒരു മുതലായവ േഫാമുകൾ ഉ؋ര؋ിേല്ׯ എ്ؗ പറയും, ഒരു ജّാമിതീയ g1 g2 g, b gp 
പുേരാഗതി രൂപെؚടുؗു؋തിന് എؗിവ ആവശّമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ g1 g2 etcetera g, b 
ഇനിؚറയുؗവ നിരീײിׯാം ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട തുടർ׺യായ പദ׹ൾ എؗത് ആ b 
ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട ؛സ് 2 േടം ആയിരിׯണം എؗത് ؛സ് ടു എؗ പദ؋ിൽ ؛സ് ടു n b n n 
ആണ്  ആകാനു؛ تസ് 2 പദം പവർ ؛സ് 2 ൈമനസ് 1 എؗ േഫാർമുലയാണ് നൽകുؗത്, gp r n ar n 
അതിനാൽ പവർ ؛സ് 1 എؗത് ന് തുലّമാണ്, അത് െകാ؇് ന് തുലّമാണ്.  പവർ 1 ന്െറ r n b a r n 
 സ് 1 ന്െറ െപാതു a b n؛ ആദّ േടം ഉം ഈ കാരّം ഒരു പവർ 1 ന്െറ ׯസ് 1. ഇേؚാൾ നമു്؛
അനുപാതവും ഉ؇്, ഒരിׯൽ നമു്ׯ ആദّ േടമും െപാതു അനുപാതവും ഉتേؚാൾ നമു്ׯ ജّാമിതീയ 
പുേരാഗതി എؓാെണ്ؗ പൂർ؉മായി വّװമാׯാൻ കഴിയും അതിനാൽ ആണ്  ജّാമിതീയ g 1 
പുേരാഗതിയുെട ര؇ാം പദം െപാതു അനുപാത؋ിന്െറ ഒരു തവണ ആയിരിുׯം, അത് ഒരു മുഴുവൻ 
ശװി 1 െകാ؇് ؛സ് 1 െകാ؇് ഒരു തവണ ആണ്. അതുേപാെല ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട n b g 2 
മൂؗാം പദമായിരിുׯം, അത് ഒരു തവണ ചതുരമായിരിുׯം ഒരു മുഴുവൻ പവർ 1 െകാ؇് ؛സ് 1 r n 
സ്കٔയർ െകാ؇് ഒരു തവണ ആണ് ര؇് േപാസിئീവ് സംഖّകൾ നൽകിയാൽ അവയ്ׯിടയിൽ b 
പരിമിതമായ നിരവധി യഥാർ، സംഖّകൾ േചർؗുׯത് എبായ്േؚാഴും സാധّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ 
നിഗമനം െചുؗുإ, 
അ׹െന ലി്ز ഒരു ജിപിയായി മാറുؗു , അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ജിപിയും എപിയും തുടരും 
നؕി 
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