
 ನಮ๬ౙ ರಗำ เಷಯದ ಅඝಕ౳ ಮ ಮൡ౨  ಸರ൐ಯ ಀคൡ ಉಪක౲ ಸದ ಸರ൐ಡ ಮ൤౨  ๬౷ ಗತ, ಇൿ ಈ เಷಯದ ಀคൡ ನಮ౱  
ಆರඡ ಉಪක౲ ಸ฿ಜං, ಅඝಕ౳ ಮ ಮൡ౨  ಸರ൐ ಎಂಬ ಎರഴ ಪದಗಳඝ౬  ൽನඛತ౲ ದ ಪದಗಳ ಪ෴ბಯ฿ಜ ಬಳಸมಞತ౨ ං 
ಎಂ්ದඝ౬  චನඪ๭ಆำ౶ ವ ෩ಲಕ ඩ౳ ฏ෗๵ೕಣ.  ೧ೕವನ ಈ ಎರവ ಪದಗಳඝ౬  ಘಟචಯ ಅඝಕ౳ ಮವඝ౬  ๰೉ಸฤ 
ಬಳಸมಞತ౨ ං ಅದ౽ౙ ಜ෻ කඝ ಉಪක౲ ಸಗಳ ಸರ൐ಯඝ౬  ຂัං౪ ೕච ಆದฉ ಈ ಎರഴ ಪದಗಳ ಅඝಕ౳ ಮ ಮൡ౨  ಸರ൐ಗำ 
ಗ൐ತದย౵  เ෗ನ౬  ಅಥბವඝ౬  ຄಂൽๅ ಎಂ්ದඝ౬  ಮನ๭౺ ನย౵ ഖౣ ಆಳ౶ ෎ಀ, ಸค๯෥ฆ ಅඝಕ౳ ಮವඝ౬  ๸ಒ౲ ಗำ 
ಮൡ౨  ಸರ൐ಗಳ ಪഔౣ  ಅಥ฿ ಅඝಕ౳ ಮವඝ౬  ๰೉ಸฤ ಬಳಸมಞತ౨ ං  ಕึದ ಉಪක౲ ಸದย౵  ಭರವ๲ ඛೕലඈ൤ ಇದඝ౬  
ຂัದ ಅඝಕ౳ ಮದ ඛಯಮಗಳ ෮ತ౨ ವඝ౬  ತൡ౨ ಪലಸฤ ಬಳಸมಞತ౨ ං, ೧ඪ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟ෷ ෮ದಲ ಅವඌಯ 
ඦತರ ಪ౳ ൟ ಪದದ ಅඝಕ౳ ಮ฿ಜං ಎಂൿ ೧ඪಯ ඛಯಮಗಳ ෮ತ౨ ಃౙ  කโ ๰ತ౳ ವඝ౬  ๬౩ ඪ๯൤౨ ೕๅ  ๭౩ ರ ๒ನ౲ ವಲ౵ ದ n 
๸ಒ౲ ෽ಂൽಡ ಞ൐๯ವ ෩ಲಕ ๼ಂൽನ ಪದൽಂದ ಪഷಯมಜං ಮൡ౨  ๭౩ ರ ๒ನ౲ ವಲ౵ ದ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ෨ಂൽನ 
೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯ ๬෥ನ౲  ಅඝඩತ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං  කโ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯ ඛಯಮಗಳ ෮ತ౨ ಃౙ  n 
๰ತ౳ ವඝ౬  ๬౩ ඪ๯൤౨ ೕๅ ෮ದಲ ಅವඌ ಮൡ౨  ๬෥ನ౲  ಅඝඩತ ೯൤ಜನ ಅඝ౬  ಪคಗ൐๵ೕಣ ಮൡ౨  ෮ದಲ a r gp 
ಅವඌಯ ಮൡ౨  ๬෥ನ౲  ಅඝඩತ ඣಂൽಡ ಅඝ౬  เವคಸಬ๾ൿ ಅಥ฿ ಪഔౣ  ಆฃฑ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಇ൞౲ ൽಗัಂದ a r GP 
ಪ౳ ൟඛඌಸಬ๾ൿ. ෭ನ๺ 1 ಇ൞౲ ൽ ನಮ౱  ಞค෷ ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಪ౵ ๺ nth term ar power n ar ar 
ಇ൞౲ ൽಗัಡ ඡ ಪದದವฉಡ ಒಂൿ ๰ತ౳ ವඝ౬  ಉഴ๼ല෷โൿ ಅಂದฉ ෭ನ๺ 1 කโ ಏඝ n a in r power n 
෥ಡฤ ಉං౪ ೕ๏๭ං౪ ೕๅ ಎಂ්ದඝ౬  ಈ ෮ತ౨ ವඝ౬  ๰೉๵ೕಣ ಛಜ ๰ತ౳ ವඝ౬  ಉഴ๼ലಯฤ කโ ෮ದฤ sn 
ಀ౹ ಲ౵ ಕ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ಇತ౲ ಥბತั๵ೕಣ ಅโಗึಂದฉ 1 ഔಪ౭ ൐ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಈ ๸ದಭბದย౵  ೦౲ ෦ൟೕಯ r 
ಪ౳ ಗൟ෷ ๭౩ ರ ಅඝಕ౳ ಮಃౙ  ಕല෫෴ಞತ౨ ං aaa 
ಆದ౪ คಂದ ಪค൏ಮ฿ಜ ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ಎ ಪ౵ ๺ ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಸಮಯಗำ ಆಜං  ಇൿ ಀ౹ ಲ౵ ಕ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  sm sn 
ಇತ౲ ಥბಪല๯ವ ෇คಡ ಸ෥ನ฿ಜං, ಈಗ ಉัൽฆವ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ಪคಗ൐๵ೕಣ ಃౙ  ಸಮකಜฆโൽಲ౵  ನಮಡ n r 1 
෎౽ಜฆโൿ ಡ ಸ෥ನ฿ದ ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ಇ൞౲ ൽಗัಡ ಪವฑ ෭ನ๺ 1 ವฉಡ කโ ಅඝ౬  sn ar ar n a 
ಬಳ๯൤౨ ೕๅ  ಸರಳ ഔ౳ ಋ ಅඝಸค๯ತ౨ ං කโ ಸಮಯಗำ ಅඝ౬  ಉഴ๼ല෽ೕಣ ಇൿ ೯൤ಡ ๲ౙ ౷ ೕฑ ೯൤ಡ r s ar ar 
ಇ൞౲ ൽ ಆචಯ ಪದವඝ౬  ඣಂൽಡ ಞ൐๭ർಗ ಪವฑ ಆಞತ౨ ං ಮൡ౨  කඝ ඛಮಛಜ ๼ಂൽನ ಪದವඝ౬  ಬฉ෷൤౨ ೕචr ar 
ಅൿ ಪವฑ ෭ನ๺ 1 ಆಜฆತ౨ ං. ඛೕโ ಈಗ ಅದඝ౬  ඣೕഴൟ౨ ೕฃ? ಈ ವ౲ ವಕಲನ ಪ౳ ౾౳ ෺ಯย౵   ಪದಗำ ಚದರ ar n ar 
ಇ൞౲ ൽ ಪವฑ ෭ನ๺ 1 ರർ౪ ಜං ಎಂ්ದඝ౬  ඣೕಡฤ කโ ෮ದಲචಯದคಂದ ಎರಡඡ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ar n 
ಕึ෵ค ಅಂದฉ ෭ನ๺ ಸಮකಜฆತ౨ ං.  ಸಮಯ ಮൡ౨  ಬಲූಗವඝ౬  ಒಂൿ ෇ค 1 ෭ನ๺ ಪವฑ sn  rsn r sn r n
ಡ ಸರಳತัಸಬ๾ൿ ಇದคಂದ කโ ๯ಲಭ฿ಜ ಅඝ౬  ಪ౳ ൤౲ ೕ౾ಸಬ๾ൿ ಊກಯ ෩ಲಕ ಅಲ౵  sn r 1 
ಆದ౪ คಂದ 1 ෭ನ๺ ඣಂൽಡ เಭಜච ๬ಧ౲ , r 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಒಂൿ ෇ค 1 ෭ನ๺ ಪವฑ คಂದ 1 ෭ನ๺ sn r n r 
೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯ ෮ದಲ ಪದಗಳ ෮ತ౨ ವඝ౬  ෮ದಲ ಅವඌ ಮൡ౨  ๬෥ನ౲  ಅඝඩತโ ಆಜದ౪ ฉ ෇ค n a r n a 
1 ಮൡ౨  ಡ 1 ෭ನ๺ ಪವฑ ෭ನ๺ ಒಂൿ ๆึ ಡ ಸ෥ನ฿ಜಲ౵ ൽದ౪ ฉ ಗಮඛ๭ ಃౙ  a r n  1 r r 1 r 1 
ಸ෥ನ฿ಜಲ౵ ൽർ౪ ಗ කโ ๰ತ౳ ವඝ౬  ಪವฑ ෭ನ๺ 1 คಂದ ෭ನ๺ 1 ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಄ವಲ r n r 
ඞ౲ ಮชಟฑ ಮൡ౨  ೞದವඝ౬  ෭ನ๺ 1 ඣಂൽಡ ಞ൐๭ 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಪದಗಳ ෮ತ౨ ಃౙ  ಉತ౨ ಮ ๰ತ౳ ฿ಜං ೧ඪ ಪค෦ತ ෮ತ౨ ದ ಪคಕಲ౭ චಯඝ౬  ಅඦತ ಉಪ ഔಪ౭ ൐ಡ n i  
เಸ౨ ค๯ವย౵ ನ ಎม౵  ൧ಂದฉಗืඝ ಎಂ්ದඝ౬  ກೋ౞  ඛಖರ฿ಜ ຂಳฤ ಅඦತ ෮ತ౨  ಅಥ฿ ಸರ൐ಯ ಬಡ౛  ඛಮಡ 
චನඪಸฤ ಇൿ ಒ ౶ึ ಯ ಸಮಯ ಎಂൿ ූเ๯൤౨ ೕๅ. ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  කโ ಅโಗಳย౵  ෮ದಲ ಎರಡඝ౬  ๳คಸಬ๾ൿ 
ಮൡ౨  ಈ ෮ತ౨ ಃౙ  ಪ౳ ൟ ෇ค ಪ౳ ౾౳ ෺෷  ಅಂತ౲ ತำ౶ ฿ಗ කโ ಒಂൿ ಪದವඝ౬  ๳คಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  කโ ๭ೕ෦ತ 
෮ತ౨ ವඝ౬  ຄಂൽฆ฿ಗ කโ ๭ೕ෦ತ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ  ඛಜ฿ಜ෸ ಅಪ౳ ๯౨ ತ฿ಜದ౪ ง කโ ಅඦತ 
෮ತ౨ ದ ഔಪ౭ ൐ಯඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ, කโ ಒಂൿ ಸಮಯದย౵  ಒಂൿ ಪದವඝ౬  ๳ค๯โದඝ౬  ෨ಂൿವคಸฤ ๬ಧ౲ เಲ౵  
ಎಂಬ ಸ౭ ಷౣ  ౽ರಣ౽ౙ ಜ ಒಂൿ ಪದವඝ౬  ๳ค๯ವ ಪ౳ ౾౳ ෺෷ ಎರಡචಯർಜ ಆචತำ౶ โൽಲ౵   ๭ೕ෦ತ  ෮ತ౨ ವඝ౬  
කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ, ಒಂൿ ಅඦತ ෮ತ౨ ದย౵ , ๸ಕಲನವඝ౬  ඛವბ๼๯฿ಗ  ඛಯಮಗಳඝ౬  ಪคಗ൐๯ವ ಕ౳ ಮโ ಇತರ 
ಪದಗಳย౵  ಅඦತ ๸ಒ౲ ಯ ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳ ෮ತ౨ ವඝ౬  ವ౲ ವಹคಸฤ ෨ಖ౲ ฿ಜං ಎಂൿ කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ.  ಒಂൿ 
ಅඝಕ౳ ಮಃౙ  ಏคಃ ๼ೕಡ ಅඦತ ෮ತ౨ ವඝ౬  ฿౲ ಌ౲ ඛಸฤ කโ ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳ ಅඝಕ౳ ಮඅಂൽಡ ඩ౳ ฏ෗ಸ෎ಀ ಬದยಡ 
ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳ ಅඝಕ౳ ಮವඝ౬  ඛೕലದ ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳ ಒಂൿ ๲ഡ ಇൿ ಅඦತಃౙ  ಒಂದಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ೯൤ಡ ann a1 

೯൤ಡ ಇ൞౲ ൽ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಗำ ๸ಕಲನ ๸಄ತವඝ౬  1 คಂದ ಅඦತಃౙ  ಸ෥ನ฿ದ ෮ತ౨  ಎಂൿ ๸౾౹ ಪ౨ ൤ಛಜ a2 n 
ಬฉಯมಜං, ಈಗ කโ ಈ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಡ ಅಥბವඝ౬  ຂಡ ඛ෽ೕ೧๯൤౨ ೕๅ ಎಂ්ದඝ౬  චನඪ๭ಆ ౶ั , ಈ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಡ ඛൽბಷౣ  
ಅಥბವඝ౬  ඛ෽ೕ೧ಸฤ කโ ෮ದฤ ූಗ๛ ෮ತ౨ ಗಳ ಅඝಕ౳ ಮโ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං. ಪ౵ ๺ ಪ౵ ๺ ಇ൞౲ ൽಗัಡ a1 a2 
ಮൡ౨  ๼ೕಡ කโ ຄಸ ಅඝಕ౳ ಮವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಇൿ 1 ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಅඦತ൤ಡ ಇൿ ಆഔౣ ฆವ sn n 
ಅඝಕ౳ ಮൽಂದ ๾ഖౣ ತ౨ ං ಆಂ๏ಕ ෮ತ౨ ದ ಈ ಅඝಕ౳ ಮโ ඛಖರ฿ಜ ಏකಞತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ, a now 
ඛಖರ฿ಜ අಡ౥ ർಞತ౨ ං ಎಂൿ කโ ෦ൟಯඝ౬  ಉഴಆำ౶ ൤౨ ೕๅ ಅඦತ൤ಡ ಒಲโ ൧ೕฆൟ౨ ං ಅඝಕ౳ ಮದ n n s 
ඛಯಮಗำ ๭౩ ರ฿ದ ජಜ ๸ಒ౲ ಡ ಹൟ౨ ರ฿ಞತ౨ ๅ෻ ಎಂൿ අಡ౥ ർಜං ಮൡ౨  අಡ౥ ർಞൟ౨ ං෻ ಎಂൿ කโ n 
ತඛಒ ෥ഴ൤౨ ೕๅ  ෦ൟ ಅ๭౨ ತ౷ ದย౵ ං ಮൡ౨  ಅൿ ຆൿ ಎಂർದฉ ಇದඝ౬  ಆ ಸರ൐ಯ ෮ತ౨ ๅಂൿ ಪคಗ൐ಸมಞತ౨ ං 
ಅಥ฿ ඛಖರ฿ಜ කโ ಬฉ෷ವ ಸರ൐ಯ ෰ಲ౲ โ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ๸ಕಲನಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 1 ಡ s n 
ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  කโ ಸರ൐෷ ๬ฃಂಶ฿ಜං ಅಥ฿ ກೋ౞  ൞ಂൟ౳ ಕ฿ಜ ಒ෨౱ ಖ฿ಜං ಎಂൿ ຂำ൤౨ ೕๅ ๼ೕಡ a 
ಒಂൿ ಅඦತ ෮ತ౨ โ ಅಥბವඝ౬  ຄಂൽං෻ ಎಂ්ದඝ౬  ඣೕಡฤ ෎ฉ คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ, ಸರ൐෷ 
ಒ෨౱ ಖ฿ಜං෻ ಎಂൿ ෎ฉ คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ, කโ ෮ದฤ ූಗ๛ ෮ತ౨ ದ ಅඝಕ౳ ಮವඝ౬  
ಉഴ๼ലಯ෎ಀ ඦತರ අಡ౥ ർಜ ಮൡ౨  අಡ౥ ർಞൟ౨ ದ౪ ಂ൤ ූಗ๛ ෮ತ౨ ದ ಈ ಅඝಕ౳ ಮಃౙ  ಏකಞತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  n 
කโ ತඛಒ ෥ഴ൤౨ ೕๅ ಇದඝ౬  ಗಮನದย౵ ഖౣ ಆಂഴ කโ  ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐෵ಂದ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐ಯ ಃಲโ 
ಅඦತ ಸರ൐ಗಳඝ౬  ඛූ෵ಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ, ಅಂದฉ ೦౲ ෦ൟೕಯ ඛಂದ ๾ഖౣ ವ ಸರ൐ ฌೕಡ౳ ಶඨ චನඪല p 
೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟ෷ ಆฃฑ ๲ౙ ౷ ೕฑ งಪದ ಅඝಕ౳ ಮ฿ಜං ಮൡ౨  ಈಗ කโ ಅದರ ෮ತ౨ ದ ಸರ൐෽ಂൽಡ 
ವ౲ ವಹค๯൤౨ ೕๅ ಎ ಪ౵ ๺ ಆฑ ಪ౵ ๺ ಇ൞౲ ൽ ೯൤ಡ ಅฑ ಪವฑ ಎඨ ෭ನ๺ 1 ಪ౵ ๺ ಇ൞౲ ൽಗಳඝ౬  ๸ಕಲನ ಆฑ ಪವฑ 
ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ  ෭ನ๺ 1 ಅඝ౬  ಅඦತಃౙ  1 ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐ ಎಂൿ ಕฉಯมಞತ౨ ං ಈಗ n n 
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೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐෷ ಃಲโ ෮ාฯ ಆಜං෻ ಎಂ්ൿ ಪ౳ ๔౬ ෴ಜං, ಇൿ ಒ෨౱ ಖ ಗಮඛ๭ ಸರ൐ಯ ಃಲโ 
๬ಮಥ౲ ბโ ූಗ๛ ෮ತ౨ ಗಳ ಅඝಕ౳ ಮโ ಒ෨౱ ಖ฿ಜං෻ ಅಥ฿ ಇಲ౵ ๆ ಎಂ්ದඝ౬  ಉഴ๼ല෷ತ౨ ං.  ಈ 
೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐ಯඝ౬  ಆಂ๏ಕ ෮ತ౨ ದ ಅඝಕ౳ ಮๅಂൿ ಪคಗ൐ಸมಞತ౨ ං, ಅಂದฉ ෮ದಲ ಪದಗಳ ෮ತ౨ โ ಈಛಗศ n 
ಉഴීൽං , ಅದ౽ౙ ಜ කโ ๰ತ౳ ವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಎಂ්ದඝ౬  ಗಮඛ๭ , ූಗ๛ ෮ತ౨ ದ ಅඝಕ౳ ಮโ ಡ r 1 
ಸಮකಜದ౪ ฉ ಮൡ౨  ಪವฑ ෭ನ๺ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං   คಂದ ෭ನ๺  ಆಜದ౪ ฉ  ಡ ಸ෥ನ฿ಜಲ౵  r n 1 r 1 r 1
ಆದ౪ คಂದ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐෷ ๸౾౹ ಪ౨ ฿ಜං෻ ಎಂൿ ಉತ౨ คಸฤ ಅಂൟಮ฿ಜ ಅൿ ๭ೕ෦ತ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  
ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං෻ ಅಥ฿ ಇಲ౵ ๆ අಡ౥ ർಞ฿ಗ ಮൡ౨  අಡ౥ ർಞ฿ಗ ූಗ๛ ෮ತ౨  ನ ಈ ಅඝಕ౳ ಮಃౙ  n sn 
ಏකಞತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  ತඛಒ ෥ല ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ කโ ෥ഺೕಣ ๬෥ನ౲  ಅඝඩತโ 1 ಗಮඛ๭ r 1 
ಆ ๸ದಭბದย౵  ಎಂ්ൿ คೕ౽ฯ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං sn na a 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ๭౩ ರ ජಜ ๸ಒ౲  අಡ౥ ർಞತ౨ ං ಮൡ౨  අಡ౥ ർಞತ౨ ං, ಅಂದฉ අಡ౥ ർಞತ౨ ං , ಅඦತ൤ಡ n na n 
ಒಲโ ൧ೕฆโದคಂದ ಅඦತ൤ಡ ಒಲโ ൧ೕฆತ౨ ං ಅಥ฿ ൡಂ෇ අಡ౥ ർಞತ౨ ං ಅಥ฿ ൡಂ෇ ೉ಕౙ ർಞತ౨ ං na 
ಎಂൿ කඝ ಬฉ෷൤౨ ೕච ෦ൟಯඝ౬  ಬฉ෽ೕಣ ಅඦತಃౙ  ಒಲโ ൧ೕฆತ౨ ං  ಒಂൿ ๴ඨ ಅඝ౬  ಅವอ෈๭ ಪ౵ ๺ n 
ಅಥ฿ ෭ನ๺ ಇඛ౮ ඛഔ ಇൿ ಄๺ ಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං r 1 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  කโ  ൞ಂൟ౳ ಕ ූ๣ಯ ෦ൟಯย౵  ๭ೕ෦ತ ජಜ ๸ಒ౲ ಯ ๭౩ ರ ජಜ ๸ಒ౲ ಡ ಆಂ๏ಕ ෮ತ౨ ದ 
ಅඝಕ౳ ಮโ ಹൟ౨ ರ฿ಞൟ౨ ಲ౵  ಎಂൿ කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ  ಅ๭౨ ತ౷ ದย౵ ං 
ಆದ౪ คಂದ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐෷ ಒ෨౱ ಖ฿ಞโൽಲ౵  ಅಥ฿ ಈ ๸ದಭბದย౵  ๸ಃ౹ ೕඪಸมಗದ เ๕ಷ ಪ౳ ಕರಣ ಅඝ౬  r 
෭ನ๺ 1 ಡ ಸಮකಜ ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ ಈ ๸ದಭბದย౵  ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟ෷ ෨ಂൽನൿ ಇൿ ෭ನ๺ ar i  s a 
෨ಂൽನൿ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಆಜൿ౪  ಅൿ ಮൡ౨  ಅದರ ಪค൏ಮ฿ಜ ූಗ๛ ෮ತ౨ ದ ಅඝಕ౳ ಮ฿ಜฆತ౨ ං ෮ದಲ ar a s 1 
ಒಂൿ ๲ಃಂി ූಗ๛ ෮ತ౨ ದ ಅඝಕ౳ ಮโ ෮ದಲ ಅವඌ ಮൡ౨  ಎರಡඡ ಅವඌಯ ೯൤ಡ ෭ನ๺ ಇൿ 0 ූಗ๛ a 
෮ತ౨ ದ ෩ರඡ ಅඝಕ౳ ಮ฿ಜฆತ౨ ං ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ෭ನ๺ ಎ ಪ౵ ๺ ಎ ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ๼ೕಡ ಆಂ๏ಕ ෮ತ౨ ದ ಅඝಕ౳ ಮโ a 
ಮൡ౨  0 ನഴๅ ಪ෴ბಯ฿ಜ ಇฆತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  ඛೕโ ಗಮඛಸฤ ๬ಧ౲ ฿ಞತ౨ ං, ಅಂದฉ ಈ ಎರഴ ෰ಲ౲ ಗಳඝ౬  
ಪ෴ბಯ฿ಜ ಅಂತැೕბඑ෵ಂದ ൤ಡൿಆำ౶ ತ౨ ං ಎಂ්ൿ ಸ౭ ಷౣ ฿ಜರ෎ಀ අಡ౥ ർಞโದคಂದ ಮൡ౨  n 
අಡ౥ ർದ ෴โඃ ๸ಒ౲ ಡ ಹൟ౨ ರ฿ಞโൽಲ౵ , ಅൿ ಮൡ౨  0 ನഴๅ ಆಂඅೕಲನತำ౶ ತ౨ ං, ಅൿ ಅಥ฿ 0 sn a a 
ಆಜฆತ౨ ං , ಅൿ ๭౩ ರ ๸ಒ౲ ಯ ಹൟ౨ ರ ๭౩ ರ฿ಜ ಉั෷โൽಲ౵ , 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  ෦ൟ ಅඦತಃౙ  ಒಲโ ൧ೕฆತ౨ ං.   ಆಂ๏ಕ ෮ತ౨ ದ ಅඝಕ౳ ಮโ ෦ൟಯඝ౬  n 
ຄಂൽಲ౵ ൽฆโದคಂದ ಅ๭౨ ತ౷ ದย౵ ಲ౵  ඛಂದ ෭ನ๺ 1. ಈಗ කโ ಇඣ౬ ಂൿ ಪ౳ ಕರಣವඝ౬  ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ ಒಂದಲ౵  l r 
ಅಥ฿ ෭ನ๺ 1 ಆಜರย , ಈ ๸ದಭბದย౵  ූಗ๛ ෮ತ౨ ದ ಅඝಕ౳ ಮโ ๰ತ౳ ವඝ౬  1 ෭ನ๺ ಪವฑ ඛಂದ 1 ෭ನ๺ r n 

ಡ ൤ಡൿಆำ౶ ತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  ಗಮඛ๭, කโ ಏඝ ಗಮඛಸ෎ಀ අಡ౥ ർർಗ ಮൡ౨  අಡ౥ ർർಗ ಈ ಎඨ ಡ r n s
๸ಭเ๯ತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  ಗಮඛ๭, ಅඝ౬  1 ෭ನ๺ ಆฑ ෭ನ๺ ಆฑ ಪವฑ ඛಂದ 1 ෭ನ๺ ಆฑ ಎಂൿ sn n 
ಬฉಯಬ๾ൿ, ඛಸ౺ ಂಶಯ฿ಜ ෮ದಲ ಪದโ ඛಂದ ಸ౷ ൪ತ౳ ฿ಜฆತ౨ ං n 
ಆದ౪ คಂದ ๬ಕ๠ౣ  අಡ౥ ർಜฆโದคಂದ ಡ ಏකಞತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  ತඛಒ ෥ಡฤ අಡ౥ ർಞโದคಂದ n sn n 
ಎರಡඡ ಅವඌಡ ಏකಞತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  ತඛಒ ෥ಡฤ ๬ಀ, ກೋ౞  ඛಖರ฿ಜರฤ ಶ౾౨  ಡ ಏකಞತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  r n 
ඣೕಡฤ ๬ಀ අಡ౥ ർಜං ಮൡ౨  අಡ౥ ർಜං ๻ಡ ෥ಡฤ ನಮಡ ಆಸ౾౨ ෵ฆವ ෰ಲ౲ ಗಳඝ౬  เಭ೧๵ೕಣ n r 
ಅโಗึಂದฉ ಅಲ౭ เฃಮ ෭ನ๺ 1 ಡ ಸ෥ನ฿ಜಲ౵  ಎರഴ ವಗბಗะಜ ಒಂൿ ෮ೕി 1 ౾ౙ ಂತ ಕഖౣ ඛഓౣ ಜ r 1 
ಕല෫෵ฆತ౨ ං ಅಂದฉ -1 ಮൡ౨  1 ರ ನഴๅ ಇฆವ ನ ෰ಲ౲ ಗಳย౵  කโ ಆಸ౾౨  ຄಂൽං౪ ೕๅ , ෥ി ౾ౙ ಂತ ಕല෫ r r 1 
ಇർ౪ ಗ ಎರಡඞ౬  ຄರൡಪല๭ದฉ ಎರಡඞ౬  ൤ಡൿಆಳ౶ ಬ๾ൿ  ಧකತ౱ ಕ ಮൡ౨  ಋ൏ತ౱ ಕ ෰ಲ౲  ಆದฉ ഔ  ಆೕั r 
ಛತ౳ ದย౵  1 ౾ౙ ಂತ ಕല෫෵ฆโದคಂದ ಇൿ ಃಲโ මෳბ 1 ಆಜฆತ౨ ං, ಅย౵  คಂದ ಅඝ౬  ๭౩ ರ฿ಜฆತ౨ ං mr m 1 m 
ಎಂൿ ඛೕโ ಒඬ౭ ൟ౨ ೕค 
ಆದ౪ คಂದ අಡ౥ ർಜං ಮൡ౨  අಡ౥ ർಜං ಪವฑ ಅಂದฉ 1 ಪವฑ  ೉ಕౙ ർಞತ౨ ං ಮൡ౨  ೉ಕౙ ർಞತ౨ ං n r n m n 
ಏಃಂದฉ 1 คಂದ ಪವฑ ನย౵  ೞದโ ๬ಕ๠ౣ  අಡ౥ ർಜං අಡ౥ ർಞತ౨ ං m n n 
ಆದ౪ คಂದ ನನ౬  ൟೕ෥ბನๅಂದฉ ಈ ๸ದಭბದย౵  ෦ൟ ಅඦತ൤ಡ ಒಲโ ൧ೕฆವ ನಮ౱  ಶ౾౨  ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ n n 
කඝ ඬನฃವൟბ๯൤౨ ೕච කโ ಆಸ౾౨  ຄಂൽං౪ ೕๅ  ෰ಲ౲ ಗಳඝ౬  ඛಗൽಪലಸมಜං ಆದฉ ෭ನ๺ 1 ಮൡ౨  1 ರ ನഴๅ r 
ಇฆತ౨ ං. ಆ ๸ದಭბದย౵  ಅඝ౬  මෳბ 1 คಂದ ಧකತ౱ ಕ฿ಜರಬ๾ൿ ಅಥ฿ ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜರಬ๾ൿ ಎಂൿ r mm 
ූเಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಪವฑ งಪ 1 ರ ෴โർದง ಆಜฆತ౨ ං  ಶ౾౨ ෵ಂದ ಅඝ౬  ಈಗ ඛಗൽಪലಸมಜං r n m nm n 
අಡ౥ ർർಗ ೞದโ ൡಂ෇ අಡ౥ ർಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ 1 คಂದ ಪವฑ ಡ ಹൟ౨ ರ฿ಞತ౨ ං ಅಂದฉ ඛೕโ ෦ൟಯඝ౬  ฿ൽಸಬ๾ൿ ಅඦತ ಪವฑ ๒ನ౲ ಃౙ  m n 0 n r n 
ಸಮකಜฆತ౨ ං .  ಡ ಅඛ฀ൟ౳ ತ฿ಜ มฑ ಆಞತ౨ ං ಎಂൿ කโ ಗಮඛಸಬ๾ൿ ಎರಡඡ ಪದโ 0 ಡ sn n ge 
ಹൟ౨ ರ฿ಞತ౨ ං ಏಃಂದฉ කโ ෦ൟಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಏಃಂದฉ ಅඦತ൤ಡ ಒಲโ ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං n n 
ಆದ౪ คಂದ අಡ౥ ർಞโದคಂದ ಎರಡඡ ಪದโ ಏನඞ౬  ಆഴಡ ඛೕഴโൽಲ౵  ಮൡ౨  ಅඦತ൤ಡ ಒಲโ n n 
൧ೕฆโದคಂದ ෦ൟಯඝ౬  1 ෭ನ๺ ಡ ಀൽ෷ತ౨ ං ಎಂൿ කโ ಊ๼๯൤౨ ೕๅ ඛೕโ ಅඦತ ಸರ൐ಯ n r 
฿౲ ಌ౲ ನವඝ౬  චನඪ๭ಆಂಡฉ ಅಥ฿ ූಗ๛ ෮ತ౨ ದ ಅඦತ ಸರ൐ಯ ෦ൟಯ ກೋ౞  ඛൽბಷౣ ฿ಜ 
ಒ෨౱ ಖ฿ಞโದඝ౬  කโ ಸರ൐ಯ ෮ತ౨  ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๸ದಭბದย౵  කโ ๸ಕಲನ ಪವฑ ෭ನ๺ 1 ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ൟೕ෥ბඛ๯൤౨ ೕๅ ar n n 1 
ಎ೧ඪಯ ಎม౵  ඛಯಮಗಳ ෮ತ౨ โ 1 คಂದ 1 ෭ನ๺ ಆฑ ಆಜං ಇย౵ ಯವฉಡ කโ ಄๺ ಅඝ౬  ෥ತ౳  ಚ೉ბ๯൤౨ ೕๅ r 
෭ನ๺ 1 ಆฑ ಸಮකದ 1 ಮൡ౨  ಄๺ ಆฑ ෭ನ๺ 1 ಮൡ౨  1 ರ ನഴๅ ಇฆತ౨ ං. ಈಗ කโ ಆฑ ಅඝ౬  ຄರಜನ ಃಲโ ๭౩ ರ 
๸ಒ౲  ಎಂൿ ൤ಡൿಆ ౶ู ೕಣ ෮ೕി ಒಂದ౾ౙ ಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ಅඝಮൟ๯ವ ಈ ෰ಲ౲ ಗำ ಧකತ౱ ಕ ಅಥ฿ 
ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜರಬ๾ൿ ಆದฉ ಪค෥ಣದย౵  ಅൿ ಒಂದ౾ౙ ಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  ಈಗ ඣೕല ෦ൟ ಇඛ౮ ඛഔ n 
෮ೕി ಆฑ ಪವฑ ಡ ಒಲโ ൧ೕฆൟ౨ ං ಏಃಂದฉ ෭ನ๺ 1 1 ౾ౙ ಂತ ກೈ౞ ಜฆತ౨ ං ಎඨ ങಂലಂ಩ ഔ  ಓ n r mod r 1 
ಇඛ౮ ඛഔ ඛೕโ ຄಂൽฆವ ෮ೕി ಆฑ ಪವฑ ಪವฑ ඦತಹ අಡ౥ ർಜං ಮൡ౨  අಡ౥ ർಜං ಎಂൿ ඛೕโ n 2 n 
ඣೕಡಬ๾ൿ 2 4 ඦತರ 8 ඦತರ 16 ಮൡ౨  ๼ೕಡ ກೈ౞ ඈ൤ ಶ౾౨ ෷ ಅඛൽბಷౣ ฿ಜ ກೈ౞ ಞತ౨ ං n 
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ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಅඦತ൤ಯඝ౬  ಮನ๭౺ ನย౵ ഖౣ ಆಂഴ ๼ಂൟฆಞತ౨ ං  ನ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ෷ අಡ౥ ർಞൟ౨ ದ౪ ಂ൤ ಈ sn n 
ಪದವඝ౬  ඣೕಡಬ๾ൿ, ಅಂದฉ ಎರಡඡ ಪದದ ಪವฑ ෭ನ๺ ๭౩ ರ ජಜ ๸ಒ౲ ಡ ಹൟ౨ ರ฿ಞโൽಲ౵  ෎ฉ ar n 1 r 
คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ ಅൿ ಒ෨౱ ಖ฿ಞโൽಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ෦ൟ ಸಹ ಅ๭౨ ತ౷ ದย౵ ಲ౵  sn 
ಆದ౪ คಂದ ෦ൟ ಇඛ౮ ඛഔಡ ಒಲโ ಎඨ ಸರ൐ಯ ූ๣ಯย౵  ๻ಕฤ ಅ๭౨ ತ౷ ದย౵ ಲ౵  , ಇൿ ಅඝಞಣ฿ದ ಸರ൐ಯඝ౬  n s
๸ಃ౹ ೕඪಸมಞโൽಲ౵  ಎಂൿ ຂಳฤ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಅಂದฉ ๸ಕಲನ ಪವฑ ෭ನ๺ 1 ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ar n n 1 
ಅඦತ൤෷ ෮ೕി ກ೉౞ ನ ๸ದಭბದย౵  ಒ෨౱ ಖ฿ಞโൽಲ౵  ಒಂದ౾ౙ ಂತ කโ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯඝ౬  
ಒഖౣ ಟല๵ೕಣ කโ ෮ದಲ ಪದಗಳ ෮ತ౨ ಃౙ  ಒಂൿ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಅ෗ವ౲ ౾౨  1 ಡ n 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං 1 ෭ನ๺ ಪವฑ ඛಂದ 1 ෭ನ๺ ಡ 1 ಡ ಸಮකಜฆโൽಲ౵  1 ಃౙ  ಸಮකದ ಛಜ ಅൿ ಀ౹ ಲ౵ ಕ r n r r 
ಪ౳ ಕರಣಃౙ  ಕല෫෴ಞತ౨ ං, ಅಂದฉ 1 คಂದ ಅඦತದವฉಜನ ಅඦತ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐ಯ ๸ಕಲನ ಪವฑ ෭ನ๺ 1 ar n 
ಅඝ౬  ಪคಗ൐๭ , 1 ಡ ಸ෥ನ฿ർಗ ಸರ൐෷ ಒ෨౱ ಖ฿ಞโൽಲ౵  ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ. ෭ನ๺ 1 ಡ r 
ಸ෥ನ฿ർಗ ಸರ൐෷ ಒ෨౱ ಖ฿ಗൽർ౪ ಗ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐෷ ෭ನ๺ 1 ಮൡ౨  1 ರ ನഴๅ ಇฆ฿ಗ ๭ೕ෦ತ r 
෰ಲ౲ ವඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಆ ಪค෦ತ ෰ಲ౲ โ 1 ෭ನ๺ ಆಜං ಮൡ౨  ෮ೕി ಡ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐෷ r r 
ಪ౳ ൟඛඌ๯โൽಲ౵   ಒಂൿ ಪค෦ತ ෰ಲ౲  ಅಥ฿ ກ೉౞ ನ ൞ಂൟ౳ ಕ฿ಜ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐෷ ಒ෨౱ ಖ฿ಞโൽಲ౵  ಈ 
เೕౘൕಯඝ౬  ಇย౵  ർಖย๯൤౨ ೕච.    1 ಜಂತ ಕല෫ 1 ౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಎม౵  ಪದಗಳ ෮ತ౨ โ ನ ಇತರ ෰ಲ౲ ಗัಡ 1 mod r r 
෭ನ๺ ಆಜං, ಇൿ 1 ๸ಕಲನಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಅಥ฿ 1 ๸ಕಲನಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಇඛ౮ ඛഔ ಪವฑ r n ar n 
෭ನ๺ 1 ಒ෨౱ ಖ฿ಞโൽಲ౵    ಈ ಎರഴ ๸ದಭბಗಳඝ౬  ຄರൡಪല๭ ๬෥ನ౲  ಅඝඩತโ ෭ನ๺ 1 ಮൡ౨  1 ರ ನഴๅ
ಇದ౪ ฉ ಮൡ౨  ಆ ๸ದಭბದย౵  ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐ಯ ෮ತ౨ โ  ෭ನ๺ ಆฑ ಮൡ౨  ෮ೕി ಡ ಈ ಫย൞ಂಶವඝ౬  1
චನඪഖౣ ಆಳ౶ ฤ [๸ಜೕತ] ಬಲ฿ಜ ๏මರ๯ ෥ഴ൤౨ ೕච  ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐෷ 1 ౾ౙ ಂತ ກೋ౞  ಅಥ฿ ಸಮකಜฆತ౨ ං r 
๸ಃ౹ ೕඪಸมಞโൽಲ౵  , කඝ ಇย౵  ඛ๞ౙ იಯ฿ದ ഔಪ౭ ൐ಯඝ౬  ෥ഴ൤౨ ೕච , ಅඦತ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐ಯ ๸ದಭბದย౵  
ಅൿ ಒ෨౱ ಖ฿ಞโದඝ౬  කโ ಗಮඛ๭ං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಅൿ ಒ෨౱ ಖ฿ಗൽർ౪ ಗ ಅൿ ಒ෨౱ ಖ฿ಜದ౪ ฉ ಅದರ ෮ತ౨  ಎ๠ౣ  
೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐ಯඝ౬  කโ ಇತರ ಅඡಕ ಅඦತ ಸರ൐ಗಳย౵  ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸರ൐ಗัಜಂತ ෗ನ౬ ฿ಜ ಗಮඛ๭ං౪ ೕๅ , 
ಸರ൐෷ ಒഖౣ ಟല๯ತ౨ ං෻ ಅಥ฿ ಒ෨౱ ಖ฿ಜං෻ ಎಂಬ ಪ౳ ๔౬ ෷ ಒ෨౱ ಖ฿ಜದ౪ ง ಸಹ ಅದರ ෮ತ౨  ಎ๠ౣ  
ಎಂ්ൿ ಈ ಎರഴ ಪ౳ ๔౬ ಗಳඝ౬  ಎರഴ ງತಗಳย౵  ಪคಹคಸมಞತ౨ ං. ಸರ൐෷ ಒ෨౱ ಖ฿ಜං෻ ಅಥ฿ ಇಲ౵ ๆ 
ಎಂ්ದඝ౬  ತඛಒ ෥ഴತ౨ ං, ಅൿ ಒ෨౱ ಖ฿ಜං ಎಂൿ ಉഴීದย౵  ກ೉౞ ನ ๸ದಭბಗಳย౵  කโ ಅದರ ಡ ಃಲโ s 
ಅಂർ೩ಗูಂൽಡ ൣಪ౨ ฃಗ෎ಀ  ೦౲ ෦ൟೕಯ  ಸರ൐ಯ ๸ದಭბದย౵  ಅಂತಹ ಅඦತ ಸರ൐ಗಳ ෮ತ౨ ಃౙ  ಒಂൿ 
๰ತ౳ ವඝ౬  ෎ฉ คೕൟಯย౵  ຂำโർದฉ, ಃಲโ ಪದಗัಡ ಅ෗ವ౲ ౾౨  ಪഷ෷โದ౾ౙ ಂತ ກೈ౞ ಜ, කโ ಎರഴ ජಜ 
๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ඛೕലದ౪ ඝ౬  චನඪ๭ಆ ౶ู ೕಣ ಮൡ౨  කโ ಪ౳ ๔౬ ಯඝ౬  ಄ัං౪ ೕๅ ๸ಒ౲  ීಡ฿ಳವඝ౬  ๳คಸಬ๾ඃ? a b 

ಮൡ౨  ನഴๅ ಮൡ౨  a b a 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ෩ฆ ๸ಒ౲ ಗำ ಅಂಕಗ൐ತದ ಪ౳ ಗൟಯ ಪದಗಳඝ౬  งඪ๯ತ౨ ๅ , ฿ಸ౨ ವ฿ಜ කโ ೯൤ಡ ಡ 2 คಂದ aa b 
๰ತ౳ ವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  කโ ಈ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ಮൡ౨  ನ ಅಂಕಗ൐ತದ ಸฃಸค ಎಂൿ ಕฉ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  a b am 
කโ ಇඃ คೕൟಯ ಪ౳ ๔౬ ಯඝ౬  ಄ำ൤౨ ೕๅ ಆದฉ  ಈಗ ಎඪ ಎೖ ೧ඪ ಬದยಡ ಎ ಮൡ౨  ෈ ಎಂಬ ಎರഴ ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  
ඛೕಡมಜං෻ ಎಂൿ ಪ౳ ๔౬  ಓൿತ౨ ං, ಅಂದฉ ಎ೧ ಮൡ౨  ෈ ೧ඪಯඝ౬  งඪ๯ವ ෩ಲಕ ೧ ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ, ಸದ౲ ಃౙ  
ඛಮಡ ಎರഴ ๸ಒ౲ ಗูಂൽಡ ಒದಜಸมದ ಪ౳ ๔౬ ಯඝ౬  ඛೕโ ಅಥბ෥ലಆಂലൽ౪ ೕค ಎಂൿ ූเ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಯ a b 
෬ว කโ ෴โඃ ಷರൡ౨ ಗಳඝ౬  เඌಸ෇ರൿ ಎಂ්ൿ ඛಜ฿ದ ಪ౳ ๔౬ ෺ಂದฉ කโ ෴฿ಗล ಮൡ౨  ag b 
೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯ ಪದಗಳඝ౬  งඪ๯ವ ಒಂൿ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ಉഴ๼ലಯಬ๾ඃ ಎಂ්ൿ ಈ ಪ౳ ๔౬ ಯඝ౬  
ಪคಹค๵ೕಣ ಎಂ්ದඝ౬  ಗಮඛ๭ ಮൡ౨  ಒಂൿ ೧ඪಯ ಅඝಕ౳ ಮ ಪದಗะಜದ౪ ฉ,    ೦౲ ෦ൟೕಯ ag b agb 
ಪ౳ ಗൟಯย౵ ದ౪ ฉ, ಎರಡඡ ಅವඌಯ ಅඝඩತโ ๆಗൽಂದ ෩ರඡ ಅವඌಯ ಅඝඩತඅಂൽಡ ຄಂൽಃ෴ಗ෎ಀ. g 
ವಗბโ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂൿ ຂಳฤ ಸ෥ನ฿ಜං ab 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಎಂಬ ๸ಒ౲ ෷ ಅ๭౨ ತ౷ ದย౵ ං෻ ಎಂൿ කโ ಪ౳ ๔౬ ಯඝ౬  ಄ำൟ౨ ං౪ ೕๅ ಅಂದฉ ವಗბโ ಡ g g ab 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂ්ದඝ౬  ಗಮඛ๭ ජಜ ๸ಒ౲ ಯ ವಗბโ ෴฿ಗล ಋ൏ತ౱ ಕ฿ಜฆโൽಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ඛಜ฿ದ ಅඝ౬  ൣඪ౨ ಪല๯ವ ಅ๭౨ ತ౷ ಃౙ   ೓ಕโ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಒಂඃ ೉ກ౬ ಯඝ౬  g g aba b 
ຄಂൽರ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಪ౳ ๔౬ ಯඝ౬  ಸ౷ ಲ౭  ෥ಪბല๵ೕಣ ಮൡ౨  ಎರഴ ಧකತ౱ ಕ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ඛೕഺೕಣ ಮൡ౨  ಮൡ౨  ಎಂಬ a b 
ಎರഴ ಧකತ౱ ಕ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ඛೕಡมಜං෻ ಎಂൿ ಄ูೕಣ, ಅಂದฉ ಉತ౨ ರವඝ౬  งඪ๯ತ౨ ං, ຆൿ ಎಂದฉ agb GP g 
ಇದರย౵  ನ ෩ಲ ಎಂൿ ൤ಡൿಆ ౶ั  ಄๺ ಒಂൿ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯඝ౬  งඪ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಈ ಅඝ౬  ab agb g 
ඛೕലದ ಧකತ౱ ಕ ๸ಒ౲ ಗಳ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸฃಸค ಎಂൿ ಉว౵ ೕ಍ಸมಞತ౨ ං, ಎರഴ ಧකತ౱ ಕ ๸ಒ౲ ಗಳ ීಡ฿ಳವඝ౬  
ඛೕലದ ฿౲ ಌ౲ ನ฿ಜ ಅದඝ౬  ർಖย๵ೕಣ, කඝ ಸಣ౧  ಮൡ౨  ಸಣ౧  ಸಣ౧  ಅඝ౬  ಬฉ෷൤౨ ೕච ಮൡ౨  ಯ ೉ಕౙa p pt a b 
೦౲ ෦ൟೕಯ ಸฃಸค ಎಂൿ ฿౲ ಌ౲ ඛಸมಜං ಮൡ౨  ನ ෩ಲಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಇൿ ಅಂಕಗ൐ತದ gm a b ab 
ಸฃಸค ๸ದಭბದย౵  ಅಂಕಗ൐ತದ ಸฃಸคಡ ຄೕฤತ౨ ං, කโ ๸ಕಲನ ಮൡ౨  เಭಜචಯඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ කโ 2 คಂದ 
๳ค๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ූಜ๯൤౨ ೕๅ ಇย౵  ඛೕโ ಞ൏౽ರವඝ౬  ຄಂൽൽ౪ ೕค  ಮൡ౨  ಎ ಮൡ౨  ෈ ಎರഴ ಧකತ౱ ಕ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  
ಒഖౣ ಟലಸฤ ಅඌ౽ರವඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ ವ ಪ൞ಂಕಗಳඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ โದคಂದ ඛೕโ ෴฿ಗล ಈ ಎರഴ 
๸ಒ౲ ಗಳ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸฃಸค ಎಂಬ ๸ಒ౲ ಯ ౽౲ ඪಟฯ ೧ ಅඝ౬  ಪഷಯಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ౽౲ ඪಟฯ ೧෈ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯඝ౬  งඪ๯ತ౨ ං ಈಗ කโ ಇದඝ౬  ಸ౷ ಲ౭  ๬෥ඛ౲ ೕಕค๵ೕಣ ಮൡ౨  
಄ูೕಣ  ಃಳಜನ ಪ౳ ๔౬ ಡ ಎ ಮൡ౨  ෈ ಎರഴ ಧකತ౱ ಕ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ඛೕലದฉ ನಮಡ ಅಗತ౲ เฆವ๠ౣ  ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  කโ 
๳คಸಬ๾ൿ ಆದฉ ๭ೕ෦ತತัಸಬ๾ൿ ಅಂದฉ ಇ൞౲ ൽ ಎರഴ ಧකತ౱ ಕ ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ඛೕലದ g1 g2 gn b 
೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯඝ౬  งඪ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  කโ ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ๳คಸฤ ಬಯ๯൤౨ ೕๅ  ಇ൞౲ ൽ a b n g1 g2 gn 
ಅඝ౬  ತൡ౨ ಪല๭ ಇದคಂದ ಇ൞౲ ൽ ಮൡ౨  งಪโ ಉತ౨ ರದ ಕഷಡ ೧ඪ ಎಂൿ ຂำತ౨ ං , ನಮಡ g1 g2 g b gp 
೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯඝ౬  งඪಸฤ ಇ൞౲ ൽ ಮൡ౨  ಅಗತ౲ เದ౪ ฉ ಈ ಃಳಜನโಗಳඝ౬  ಗಮඛ๵ೕಣ  g1 g2 g b 
೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯ ಅඝಕ౳ ಮದ ಪದಗำ ಆಜರ෎ಀ , ಆ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯ ಪ౵ ๺ 2 ಪದโ ಆಜರ෎ಀ ಮൡ౨  b n b 
ಪದದย౵  ಪ౵ ๺ ಎರഴ ಆಜರ෎ಀ, කโ ෮ದಲ ಅವඌಯ ෽ಂൽಡ ನ ඡ ಅವඌಡ ๰ತ౳ ವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ n a gp n 
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ಮൡ౨  ๬෥ನ౲  ಅඝඩತโ ಬಯ๭ದ ๬෥ನ౲  ಅඝඩತವඝ౬  ಅඝಮൟ๯ತ౨ ං ಆಗฤ ಪ౵ ๺ 2 ಪದವඝ౬  gp r n ar 
ಪವฑ ಪ౵ ๺ 2 ෭ನ๺ 1 ๰ತ౳ ൽಂದ ඛೕಡมಜං n 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಆಜರ෎ಀ b 
ಆದ౪ คಂದ ಪವฑ ಪ౵ ๺ 1 ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಇൿ ෩ಲಕ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං  ಪವฑ 1 คಂದ ಪ౵ ๺ 1. r n b a r n 
ಈಗ කโ ෮ದಲ ಟෳბ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಮൡ౨  ಈ เಷಯ ෈ ಪವฑ 1 คಂದ ಎඨ ಪ౵ ๺ 1 ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಒ෫౱  
කโ ෮ದಲ ಅವඌ ಮൡ౨  ๬෥ನ౲  ಅඝඩತವඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ කโ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟ ಏචಂൿ ๸තಣბ฿ಜ 
ඛൽბಷౣ ಪലಸಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ೧ 1 ಆಜฆತ౨ ං  ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯ ಎರಡඡ ಪದโ ಒಂൿ ෇ค ๬෥ನ౲  ಅඝඩತ฿ಜฆತ౨ ං, ಇൿ තಣბ 
ಶ౾౨ ෵ಂದ 1 คಂದ ಪ౵ ๺ 1 คಂದ ಒಂൿ ෇ค ಆಜฆತ౨ ං. ಅඃ คೕൟ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಪ౳ ಗൟಯ ෩ರඡ n b g 2 
ಅವඌ෴ಜฆತ౨ ං ಅൿ ෇ค ೓ಕ฿ಜฆತ౨ ං ಒಂൿ තಣბ ಶ౾౨  1 คಂದ ೯൤ಡ 1 ಚದರ ಮൡ౨  ๼ೕಡ ಒಂൿ ෇ค r n b 
ಆಜං  ๼ೕಡ ಎರഴ ಧකತ౱ ಕ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ඛೕലದฉ ಅโಗಳ ನഴๅ ๭ೕ෦ತ฿ಜ ಅඡಕ ජಜ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ๳คಸฤ 
෴฿ಗล ๬ಧ౲  ಎಂൿ කโ ൟೕ෥ბඛ๯൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಪഔౣ ෷ ೧ඪಯඝ౬  งඪ๯ತ౨ ං , ෨ಂൽನ ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ೧ඪ ಮൡ౨  ಎඪ෽ಂൽಡ ෨ಂൿವค෷൤౨ ೕๅ 
ಧನ౲ ฿ದಗำ 
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