
 
छڙࣅ ࡽܽ݅ झߤ  మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ ߯  ఈ ߕలठవ ఉపߕङ छࣃ ߗࡍఅంద ࠬ ߘߝ ړߖࣃ గࣆޒफߕऒ  పܽߘ࠭ ࠭࠲ ,ߘ
ఉపߕङ సం ࠭ڵంࣄۯ ࡹߩన ߖరछ చߖߕऒ ఇۨऐ ړށࢩఒక ऴ ڴం, అన޳ంڕࣆۯफࡏڷ  న ऴࡅ ށࢩకए రछߖ  చనం 
మ࠾ࡍ వङ ڔ फకరణߘ పࡍగށంచంݟ   ప ऱ࣒  ఎ  ప ऱ࣒  ఎ  ప ऱ࣒ झڡఈ ఎ న࢑ࡷద࠴   ऴ߭షߤ అం݄ ڙࣅछ झߤ 1 ޜ  2 3
అߘబం߅ంచబݟన ऴށࢩ అ࠭࠲ ߖ అర बం ߕڕࣆۯऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ సమړߖ࠻ ऴకమం మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ మధङ  
వङ ङޑ సం సओ షदంڴ ఉం࡯ݞ, ఇ޴ సంఖङ ల ऴకమబదम࠳న ޑࠉ܉ మ࠾ࡍ ऴށࢩ అ࡛ࠪࡍ ߘߝ ޴ߝए వछߖయۯ  ంݟ
అనంత࠳న అߝక సంఖङ ల సࠪࣔߖࡌऒ  1 ప ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  3 ప ऱ࣒  ం݄, ఈڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߖ࢐ܽ నࡷద࠴ 
వङ ڔ फకరణ ۨవరߖ ڕజ࠳న ࡱ࢑వࣆۨࣇ ߘफం޳ࡶ ޳ అߝ ऴపశऒ లڕ సࠪࡱߕ߄ ఇవछ బడ޳ࡶ ࠼ޑ 
ऐࡍచ ࡹ࢐ల࠙ న ఇతరݟంచబߖ߄సంߘఅ ޜ ࣒ࡎࣄ ంచబడ޳ࡶ ࠻ޑ అ࠭࠲ ߯ߖ޳ ߝ ۨంޒంచ࠭.
  ఒక ऴށࢩ అం݄ ఈ వङ ڔ फకరణ ޳ࡶ అࡍڒ߅క ޑ࠴फ ప 1 ړߖ ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  3 ప ऱ࣒ రछߖ ݞږ న࢑ࡷద࠴  చనం ऴపڒరం 
छڙࣅ झߤ  అࡅ ޴ߝకए  ఉపసࠫߘ ޒంݟ ఒక ఫంࣾߤ అݞږ ߖ గమߖంచంݟ ఆߜ-ߤగܽ࢟ ࡌߪप ంࡱڒ ఆ n 
ఉపసࠫޒ పࠫࡍత࠳నటऱޙ࠼ మనڕ పࠫࡍత ऴށࢩ లࣆࠚफం޴, త޳छ  a1 a2 a3 ࢐ܽ నࡷద࠴ ల޳ఈ ప ࡌ
࣋కరణࡹ 
पࡌߪ లږޒऴప ࠭࠲ ంڒల ࡅకए  ఉపసࠫߘ ޒంݟ ఒక ఫంࣾޜ ߤ వङ వహ࣋ࡍफ పࠫࡍత సంఖङ  ࡱ޳ప ࡹ
ࠪऴత࠲ 
ఉంܼ࠼.
 ఉపసࠫޒ అనంత࠳న ఉపసࠫޒ అړߖ޳ ޙ࠼ అڷߘణంڴ మనం అనంత࠳న ऴߖށࢩ ߰ందవ۪ऐ  మ࠾ࡍ 
ఆ సందరग ంڕ ࣒ࡎࣄ ࡹऱప फంڴ 
అనంత࠳న ࠴తफం అޔ࢓ం޴ [చపओ ऱܿ ] ߘߝ ఈ ऴړం࢑ ޴ధం࡯ޘ ڴయܑ࠻లڕߘంܿߕऒ छڙࣅ ߘ झߤ  a 
పࠫࡍతం అޙ࠼ సంబం߅త ࣒ࡎࣄ పࠫࡍత࠳న޴ 
ऴకࠪߖऒ भ޳ऴ࢐ ߖసࠪనం అ ړ1 ړ1  ం అనంతం అޙ࠼ సంబం߅త ऴށࢩ అనంత࠳న గమߖక, ఇ1 ޴ ప ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  
 ఒక ܿߦ ޜన࢐ܽࡷద࠴
పࠫࡍత࠳న అߝక ࢐సफవ ࡱ࢑వల ࠴తफం ࠪऴత࠲.
 అం޶వలऱ ఇ޴ ఎలऱߩओ ࢐సफవ సంఖङ తࠫࡍప ݢ ఒకܽ పऱ࣒ ށࢩన ऴ࠳అనంత ޙ࠼అ ,޴फంࣆۨࣇ ߘ పऱ࣒ ݡంࡓ   
࢐సफవ సంఖङ తࠫࡍప న࢑ࡷద࠴ ంచవ۪ऐۨࣇ ߘ ంచక߱వ۪ऐۨࣇ ޳ࡶ   , మనం ऴప࢘శ߭ܽदన సం܉थ ऒߖߕࠪ
 ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ
घڴࣄ  సం܉थ ࠪనం కڴࣄ ߖ ߧ࡯घ  సం܉थ ࠪనం ఉపڵࡆంۨ ऴ࢐యవ۪ऐ  a 1 plus a 2 plus etc a aii 
దృశङࣃ ݟంߘ 1 ంڴ ఒక ࠴ ࣒ࡎࣄదࡷనڴࣄ ࢑घ  సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఉపڵࡆంۨ ఈ n a 1 plus a 2 plus 
ऴړం࢑ ޴ధంۨࣇ ڴంచవ۪ऐ .

ఈకछ సమघ ࡽ షߤ ఈకछ औߖఇ ܿ ࡽ ఈకछ ܘఈ ܾߖ औߖఇ ܿ ࡽ  a 1 plus a 2 plus etc aii    ܾߖ
రछߖ చనం ऴకࠪߖऒ  పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄, 1ړ అనంړߖޑ సࠪనం అߩۮ ߖओ  ం n޳ంڕ
, ఇۨऐ న ڙࣅछ झߤ ऒߖతफ ऴకࠪڜ ݟంߘ  घࡍߖ  फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ ऴకࠪߖऒ फࣃࡱߧ ߖఅ ߘߝ   a sn ޴ంړఈ ऴ ߘ
࢑ధం࠴ ڴదܽ పదం వࡵ ఉంܿంࡓ ޴ండవ పదం ޑ࠴फ సࠪనం ఇۨऐ ړߖ న ڙࣅछ झߤ కएࡅ   s1 a1 s2 s3 
 ࡱ޳ప ݡంࡓ దܽ࠴

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ బܽद ࠬద  పڒ  ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  a1 a2 a3 sn a1 a2 etc an
అڴࣄ ޴ߝघ  సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఉపڵࡆంۨ ۨࣇంచవ۪ऐ  మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఒక ࡍߖ ߖघ फࣃ ࠭   so on sn ne w 

छڙࣅ झߤ  ఈ ऴړం࢑ ޴ధంߖ ڴరछ ۨంచబݟన ऴకࠪߖऒ సమघ ࣒ࡎࣄ  షࡅ ߤకए फޑ࠴ కऀߦ  ల ऴށࢩ అߖ sn sn  
फࣃࡱߧ  ࡏ

అߘ 1 ޴ߝంݟ అనంړߖޑ సࠪనం, ऀߦ ࠭࠲క ޑ࠴फ ల ऴࡅ ށࢩకए రछߖ  చߖߕऒ  తࣆۯ ࡏ࠻फߕऒ ࠭ ann 
వङ ߖށࢩత ऴ߅సంబం ࠭࠲ ڔ फకࡍంۨన ऴకࠪߖऒ घ࠲స  ݟంڝफం۪ࡏڷ  షړ1 ߤ ఇߖऔ  ఈ n ࠾ࡍసࠪనం మ ړܾߖ
ऴऀߦ ړށࢩక ޑ࠴फ ల ऴకࠪߖऒ రछߖ  ۨంచऀߦ ړߖݞక ޑ࠴फ ల ऴకࠪߖऒ  ఎߖ ࡮రछ ۨంۧڜ ࠭࠲ ,࡯తफ ڙࣅछ झߤ  
छڙࣅ झߤ घࡍߖ ߖ  फࣃ ࠭  ప ऱ࣒   మߖ ࠾ࡍరछ చనం ఇߩओ సओ ݡ షदంڴ ఉం޴ ऴపశऒ  ఏࠫటం݄ sn s1 a1 s2 a1 a2
, మనం అనంత࠳న అߝక ࢐సफవ సంఖङ ల ޑ࠴फ ప 1 ړߖ ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  3 ప ऱ࣒ వङ ޜ࢐ܽ నࡷద࠴  వహࡍంۯటߩओ  ݡ
మనం ݟܔంచడం ڜనڵࣃంచ࠭ࡶ మ࠾ࡍ ఏࠫ బయటڕ వࣆफం޾ ۫డ࠭ࡶ, అߩओ  ړߖޑమనం అనం ݡ
ఖۨऐ త࠳న అࡌब ऒߖ  ఎࣃ࠼ܼښ ࡮फ ࠭.
కएࡅ వ పదం ߘ࢓తफం అ࠴ కऀߦ ࠭࠲ నం߄తफం ఆ߯ సࠪ࠴   a 1 plus a 2 plus a 3 plus n n 
ऴకࠪߖऒ घࡍߖ  फࣃ ࠭, అऀߦ ࢑క ޑ࠴फ ల ऴకమంऀߦ ߖ ࡹక సࠗ అߖ sn  alled nth partial sum sn n 
߭ फࡏڷ दܿڝంݟ అ޴ߝ వߤ పऱ࣒  2 ప ऱ࣒  రణ సంకలనం nth partial sum sn߄ࣃ ߧ࡯క ߖన࢐ܽࡷద࠴ 
छ޳ एڝߘక ࡌ వ۪ऐ , త޶పࡍ మనం ఏࠫ ࣃۯफ ࠭ అం݄ 

߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ फࣃߖమనం గమ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ړ ݡ ࠭ .n sm 
फޑ࠴ కऀߦ   ల ऴށࢩ కనछ ࡓ णం݋ అڙࣅ ࠭࠲ ޙ࠼छ झߤ  ల కనछ ࡓ णߤझ ࡓవݧ ޳ࡶ  णߤझ ऒߕफࣆߖగమ ߖ  ࠭, అߩओ  snݡ
కనछ ࣒ࡎࣄ ࠭࠲ ࡓ णం݋ అ࠭ޑࠋۮ ߖ మऀߦ ࠾ࡍక ࠴తफం ࡅకए  ऴకమం కనछ ࡓ णంڒ ݋క࣒߱ࡎࣄ ޙ 
నऒࠚ రछߖ ߖߖ޳ , ࠭ޑࠋۮ ߖనద࠳ చనం޳ۯ ڴभ ం ఇۨऐ న ऴړށࢩ మ࠾ࡍ సంబం߅త ऴށࢩ సమघ షߤ ann 
అ޴ߝ ఇߖऔ ڡवసद ߤక ܾߖ द ڙࣅछ झߤ फޑ࠴ కऀߦ , సࠪనం ړ  ల ऴऀߦ ߖށࢩక ޑ࠴फ ల ऴకమం అࣃࡱߧ ߖफ sn ,ࡏ
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అం݄ ऀߦక ࠴తफం ࡅకए  ఈ ऴకమం కనछ ࡓ णంڴ ݋ ఉం݄ , అం݄ ࢐సफవ సంఖङ  ఉం݄  l ࡹړߖలధనం ఉ࠮ 
छڙࣅ झߤ దగ ړ ఈ ࡱబంధనߖ ߩంڵ࠭  ठరߕޔࡏࠪ ڴऒ ओߩఅ ࠼ సమघ ࠭࠲ ݡ షߤ కనछ ࡓ णం݋ అߖ sn l a 
సమघ ࠭࠲ ޙక߱ࡶ ࠭ޑࠋۮ షࠚ ߤనऒ ంڴ ఉంܿం޴ అڒరణంࡏࠬ ڴ a 

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఎ  మ࠾ࡍ పऱ࣒ అర ࡮ఇ ࡱ޶బ ۯంݟܔ ߖ  बం ڝࣆۯగలࡏ మ࠾ࡍ ఆచరހతघ కం ޴ߖڒ ఏࠫ 1 2 3
వࣆफం޾ ۫డటం ࠴ ࠭࠲దట ࠴దܽ ప޳ల ޑ࠴फ ऒߖ  కھߘంܼ࠭ అం݄ మనం గమߖంۨన n sm nth 
फޑ࠴ కऀߦ ऒߖ  కھߘంܼ࠭.
 నߕ࠮ మڜ  ࠾ࡍంత సంఖङ దగ ړ  ठరڴ ఉంܿం޾ࡶ ޾ ۫డంݟ, అߘ࢓ అޙ࠼ ఆ సంఖङ n l ߘ
సం܉थ ࠪనంࡹ ఈ అనంత࠳న ऴ࠴ ށࢩతफంڕࣆޓ ڴం݄, పޒࠫࡍ అనంతం ڕ సࠪనం అޙ࠼ , n n sn
छڙࣅ झߤ దగ ړ  ࠼ޑ࢓అ ࡱబంధనߖ సࠪనం అం݄ ऴకమ ړ ࡱబంధనߖ  ठరڴ ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ l sn l n 
߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ  ,ݡ
సమघ షߤ అړ ޻ సࠪనం అߖ మ࠾ࡍ ఈ అనంత࠳న ऴࡅ ށࢩకए a l ࠭ޑࠋۮ ߖంܼమڕࣆޓ ڴతफం࠴  l 
మ࠾ࡍ బయటڕ వۯऐ  ంచడం కం݄ߖగమ ࠾ࡍంచడం మݟܔ ߖ࢐ܽ 
फޑ࠴ కऀߦ फࣃߖమనం గమ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ڴ ړߖ ࠭.n 
  ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभޔࡏࠪ ڴ޴ం޴ మ࠾ࡍ ऴށࢩ 
కనछ ࡓ णంڴ ݋ ఉంߘ ࣒ࡎࣄ ޳ࡶ ޳ అం޴ంచ޳ࡶ అۮ ߖపओ छڙࣅ ړߖݞ झߤ  కనछ ࡓ णߤझ  ఉపڵࡆంచబޔݡం޴, 
फޑ࠴ కऀߦ ࠭࠲ ల ऴకమం అࡱߧ ߖవబڜ ݦతफ ऴకࠪߖऒ  ఏరओ फࣃࡏ ࠭ మऀߦ ࠾ࡍక ࠴తफం ࡅకए  ऴకమం 
కనछ ࡛ అ࠭࠲ ޙ࠼ ऴߖށࢩ అڒరణంڴ కࣃࡱफ ࠭ అం݄ ఈ అనంత࠳న ࠴తफం అంޒమంڴ ఒక ऴߖށࢩ 
కࣆࡱफం޴ అߧۮ ߖओ నߩओ .޴फంࣆޓ ࡍ޳ ڕవࡱ࢑ తࠫࡍప ޴అ ݡ
  ఒక పࠫࡍత ࡱ࢑వݟږ ޜ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం అనంత࠳న ޑ࠴फ ఖۨऐ ړߖ త࠳న అࡌब ऒߖ  ఎ࡮ 
फࣃ࠼ܼښ ࠭ అం݄ 
అऀߦ ޴క ޑ࠴फ ల ऴࡅ ށࢩకए  స࠲घ ళనం ޳छ కనछ ށࢩऴ ࠾ࡍమ ށࢩऴ ړށࢩऴ ࡌ ࡓ णߤझ  ޜంܽݟంࡓ 
జతۯయబݟన޴  ఏࠫ జޔڷࡏం߮ۮ ޾ओ  ࢑షయం  ࠬࡏ ఒక ऴࡅ ށࢩకए  ۨవڵ࠭ ࡍంߩ మ࠾ࡍ స࠲घ ళనం 
फనऒࣆగࠫࡗߩ ߩ࢙  ऴకࠪࡏࠬ  ,ړߖ పࠫࡍత ࡱ࢑వޜ వࣃफ ऒߖఅ ړߖ޳ߝఅ ޳ࡶ ࡌ  ంۨనݟܔ ߘబంధనలߖ 
తࡌछ త ࣒ࡎࣄ 
సంऴగࣕంచదڵన޳ڒ ޴ అߦۮ ߖओ .࡯
 ఒక అనంత࠳న ࠴తफం ఒక 1 ప ऱ࣒  2 ప ऱ࣒ అర ߖ޳ అం݄ ఏࠫܽ అం݄ న࢑ࡷద࠴  बం ఏࠫటం݄, ऴށࢩ కࣆࡱफం޳ 
ఒక సంఖङ ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ ߝఅ ޳ࡶ కనछ ށࢩऴ ࠾ࡍమ ࡯࠻ۯ జత ࡮ఎ ߘ ࡓ णంऀߦ ޳ࡶ ݋క ޑ࠴फ ల ऴ߯ށࢩ 
ఆ߄రపݟ ఉండڙࣅ , ޶छ झߤ  మ࠾ࡍ ऴރࢩల కల࠼క ࡅకए  కݎన࠳న అధङ యనంࡹ ऴప࢘ࢢంచక߱వ۪ऐ , 
అ࣒ࡎࣄ  ޙ࠼ కࣆࡱफం޳ࡶ ޳ మనం ఎߦۮ ࡮ओ అర ࡹ बం ڝࣆۯవߖڜ ړߖݞऒ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం.
 అనంత࠳న ࠴తफం అంޒమంڴ పࠫࡍత ࡱ࢑వࣆޓࡍ޳ ڕफం޾ࡶ ޾ ۫డంڕࠬ ߘߝ ޳ࡶ ݟ ఒక ఉ޳హరణ 
ఇవछ వछߖ బܽद ఇవछڒ ߘ బݟన ऴ4 ࠑ 1 ށࢩ ప ऱ࣒ ప 8 ࠑ 1  ऱ࣒ ప 16 ࠑ 1 న࢑ࡷద࠴  ऱ࣒  ࡏࠬ న࢑ࡷద࠴ 
గమߖంచగలరߘߝ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ రం 2 పవ࡛ 1 2 ࣋एࣔ ޴ఇ ߘ छ ङږ 2 ࡛ ࠗ 2 పవ࡛ 4ࡅ 2 ࡹకए  శڕफࡱ మ࠾ࡍ 
ఈ ऴށࢩ సమघ షߤ ऴకమం 1 2 ࠑ పవ࡛ ߘంݟ ఉదग ࢑ంۨందߖ సం܉थ సओ ߘలߕࠪ షदంڴ అర बం a nn 
छڙࣅ సࠪనం ఆ ڕఅనంతం వర ݟంߘ 0 ړߖݞవڝࣆۯ झߤ కएࡅ   తफం࠴ దܽ࠴ ޴అ 1 ࠑ దܽ పదం 1࠴ 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ڙࣅछ झߤ కएࡅ   న࠳ఈ అనంత ࠾ࡍతफం మ࠴ ండవࡓ పవ࡛ 1 అం݄ 2 ࠑ ండవ పదం 1ࡓ 
ओߩఇ ࠾ࡍమ ࡹతफం࠴ ओߦۮ నం߄మనం సࠪ ݡ లڕߘంܿనऒ  ऴపశऒ .
 ఈ అనంత ࡏ ఉ࠹ పࠫࡍత ࡱ࢑వࣆۨࣇ ߘफం޳ࡶ ޴ ఇతర ࠪటలࡹ ఈ ࣒ࡎࣄ సంऴగࣕంచదڵన޳ࡶ ޳ 
మࡍంత ࣃంޒښక పదం ޳ڒ అ޴ߝ ఈ ࣒ࡎࣄ కనछ ࡓ णంڴ ݋ ఉం޳ࡶ ޳ అ޴ߝ మనం ޳ࣄम ంతంࡹ అࠚవృ޴म 
నࣄۯ ऱܿߖ޵ ڴऒ  ۫డږడ޳ అ࠴ ޴ߝదట మనం ऀߦక ࠴తफం ࡅకए  ऴకࠪߖऒ  బܽद మనంڒ ࡯ݞ۫ 
కھߘనంݟ ఈ ఇవछ బݟన ऴऀߦ ړށࢩక ࠴తफం ࡅకए  ऴ࠴ ށࢩదܽ ऀߦక ࠴తफం అం݄ ఇࡓ 1 ޴ండవ s1 a1 
తफం ఒక 1 ప࠴ కऀߦ ऱ࣒  ఇకए డ ఇ1 ޴ ప ऱ࣒ छ޳ ߩంݟܔ రణ߄ࣃ ,ݟంచంߖగమ ߖఅ 2 ࠑ 1   s2 a 2 s ߖ2 ࡌ
కھߘనవ۪ऐ ప 1 ޴ߝతफం అ࠴  కంऀߦ డవ࠮  ऱ࣒   ప ऱ࣒  ఇ1 ޴ ప ऱ࣒ ప 2 ࠑ 1  ऱ࣒  , s3 a 2 a 3 ࠾ࡍమ 4 ࠑ 1 
అం޶వలన న 2 ࠑ 2 ࠑ ప ऱ࣒ फޑ࠴ కऀߦ ݟంߘ బܽदڒ 4 ࠑ 7 ޴ఇ , 4 ࠑ 1   s 2 3 f 3, 3 sn the  n 1 ړߖ
 ప ऱ࣒ ప 2 ࠑ 1  ऱ࣒ ప 3 ࠑ 1  ऱ࣒ పऱ࣒ న࢑ࡷద࠴  బܽद ఇۨऐڒ ޴ంޔ࢓అ ࠑ 1  న ऴށࢩ సంऴగࣕంచదڵన޳ڒ ޴ అߝ n 
ऴపశऒ నం ఇవछ߄సࠪ ڕ ऒߖఈ ऴకࠪ ࠭࠲ ړߖݞ  ࡯ݞ۫ 

ऒޒऴపయ ړߖݞంచ࡯ࢣࡍప ߘߕ࠮ఒక న ޳ࡶ ޴फంࣆࡱక ڕఅనంతం వర ݟంߘ भ޳ ం sn n 1 s 1 1 s2 3 
ప 1 2 ࠑ ऱ࣒ ఇపओ ޙ࠼అ ,޴ఉం ڵ࡯యం క࠲ంత ऴపڜ ޴క ఇߘక ࠾ࡍమ 4  ࠑ ࠆࣔ   s3 7ߖఉంద ߕ࠮ఒక న ڔܽ
మ࠾ࡍ వ పదం  పవ࡛ ࠳న࣒  ࠑ  పవ࡛ ࠳న࣒  ࠴దܽ పదం  ࣊కంݭ ట࡛घ  అڙࣅ ߖछ झߤ n 2 ࡹ  n 1 2 n 1 1
ఉనऒ ऱܿ గమߖంచవ۪ऐ .
n ޴న࣒ 1 ఇ࠳ పవ࡛ 2 ࠑ న࣒ 1࠳ వ పదం 2 పవ࡛ ࠾ࡍమ 4 ࠑ డవ పదం 7࠮ 2 ࠑ 3 ࡹతफం࠴ కऀߦ   n n sn
సం ఒక వङڝ ڔ फకరణߘ ۫డڜ ړߖݞంత ऴప࠲యం ఉం޴, అޙ࠼ మనం ߖ޵ऒ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ ࡹ  भ޳ ం  a 
నऒࠚ ంۮంڜ ऒߖࣃరऴޔచ ݋ߖ࠿ ࡹޒన పదम࠳  పࡍగށంచం݋ߖ࠿ ,ݟ ࣋ए छ కएࡅ ࡛  ࡮ఇ ࡱߨڒ ݡంࡓ 
అړޒంచబݟందߖ ఊࣕం۪ڝంࢡ࢙ ߖ޵ , ݟలङ ం ఒకܽ , ఈ ࠴దܽ సగం ࠙గం ࡅకए  ߩచదర ݋ߖ࠿ ండవࡓ 
లङࢡ࢙ ం ఒకܽ ࡓంݡ మࡓ ࠾ࡍండవ సగం ࠙గం ఒకܽ ࡓంݡ మऀߦ ࠾ࡍక ࠴తफం ࡓ ߖࡹండవ పదం s2
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దܽ ࣋ए࠴ छ లङࢡ࢙ ࡛ ంࡓ ܿߦ ޜండవ ࣋ए छ లङࢡ࢙ ࡛ ంࡹ సగంޜ జతۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ࠴తफం s2 
లङࢡ࢙ ం అం݄ 2 ࠳న࣒ సగం ఈ ࠙గం ࡏࠬ ޶ࡶ  ప ऱ࣒  1 అߖ ۫డగల2  ࡏ ప ऱ࣒ ए࣒ݟ దܽ࠴ ޴ఇ ,4 ࠑ 1   s3 1 
एࣃ ݋ߖ࠿ छ కएࡅ   ऴߦంతం 
ए࣋ ݋ߖ࠿ ండవࡓ छ ప ࡎ సగం ࡹ ࡛ ऱ࣒ లङࢡ࢙  ం మ࠾ࡍ మࢁऱ ࠬ࡯ڵࠫ ࡏన సగంࡹ సగం ݟܔంۧ࡯ ఇ1 ࠑ  ޴ 4
ఇڒ ޴బܽद  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࠆࣔ   వ࡛ࠂ ࠑ ߤ అం݄ ࠴తफం ࢙ࢡలङ ం ࠳న࣒ ఒకܽ ߘం࠴ ڷࡱߕ ݟతफం s3 s3 1 
లङࢡ࢙ ం  ࡓం࠳ ݡన࣒ వ4 ࠑ ߤ ఈ ࠙గం 4ࡹ అ࢑ ޻ధంࡏࠬ ޶ࡶ ڴ అ1 ޴ߝ ప ऱ࣒ ప 2 ࠑ 1  ऱ࣒ ప 4 ࠑ 1  ऱ࣒  s s 4 
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖఅ 8 ࠑ 1 , అం݄ ࠴తफం ऴߦంతం 2 ޶ࡶ 8 ࠑ 1 ࡹߖ޵  ఇߩओ  న࣒ s 1 1 s 2 2࠳ ࡏࠬ ݡ
సగం ࠳న࣒ 1 ޳छ  న࣒ 1 పవ࡛ s 3 2 s 4 2 by 8 by 2 n࠳ फ 2࣋ߖగమ ߘߕ࠮న ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ 4 ࡌ
 న࣒ 1sn n n࠳ 2 ޴సࠪనం, ఇ ړన࣒ 1࠳ పవ࡛ 2 ࠑ న࣒ 1࠳ పవ࡛ 2 ޴ߝఅ ڕఅం݄ మన ޴ంޔ࢓న࣒ 1 అ࠳
న࣒ 1 అం݄ 1 ప࠳ పవ࡛ 2 ࠑ ऱ࣒ ప 2 ࠑ 1  ऱ࣒ ప 4 ࠑ 1  ऱ࣒ ప  8 ࠑ 1  ऱ࣒ కएࡅ తफం࠴ కऀߦ న࢑ࡷద࠴   ऴށࢩ n snn 
అనంతం ఇవछ ݟంߘ సࠪనం ړ1 బޔݡం޳ ޴छ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ sn 
ऒߖతफం ऴకࠪ࠴ కऀߦ న࣒ 1 ఈ࠳ పవ࡛ 2 ࠑ న࣒ 1࠳ 2 ߕ 1  గమ࣋ߖफ  ڒబܽद n s1 s2 s3 d 

छڙࣅ झߤ కएࡅ  దగ ړంచడం వలన 2߭ ߘబంధనలߖ  ठరޔࡏࠪ ڴందߖ ۫డటం కషदం ޶ڒ ఎం޶కం݄ n sn 
ఈ ߘ ߭ంۨనߩओ  బܽद n n nڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ0 ޴వ ఇࡱ࢑ పవ࡛ ߭దभ 2 ࠑ బܽद 1ڒ వࡱ࢑ న࣒ 1 ߭దभ࠳ ݡ

అޔ࢓ం޴  ߭దभ మ࠾ࡍ ߭దभ 2ړ దగ ठరڴ ఉంܿంߖߖ޳ ,޴ మనం పޒࠫࡍ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ అనంతం sn n yes 
సࠪనం 2 అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭.n 

 అనࡍڒ߅కంڴ మనం గమߖంۨన޴ ఏࠫటం݄ ऀߦక ࠴తफం ࡅకए  ऴకమం కࣆࡱफం޴ మऀߦ ࠾ࡍక ࠴తफం 
కएࡅ  ऴకమం ࡅకए  ప2 ޒࠫࡍ ऴࡅ ށࢩకए  కనछ ࡓ णߤझ రछߖ నࣄۯ ࠭࠲ సంڝ  చߖߕऒ  కऀߦ ,ం݄ڕࣆۯफࡏڷ 
కएࡅ తफం࠴  ऴకమం కనछ ࡓ णం݋ అ࠼నం޶న సంబం߅త ऴށࢩ కࣆࡱफంڒ ޴బܽद 1 ప ऱ࣒ ప 2 ࠑ 1  ऱ࣒ ప 4 ࠑ 1  ऱ࣒  
फࣃࡱక న࢑ࡷద࠴ .޴फంࣆఇ ڴమంޒతफం అం࠴ న࠳అం݄ ఈ అనంత ࠼
త సంఖङࠫࡍఒక ప ࡏࠬ    మ࠾ࡍ ఆ సంఖङ  1 ప ऱ࣒ ప 2 ࠑ 1  ऱ࣒ ప 4 ࠑ 1  ऱ࣒ కएࡅ తफం࠴ కऀߦ న࢑ࡷద࠴   ऴకమం 
కएࡅ  పޒࠫࡍ, అం݄ ఇڒ 2 ޴బܽद ఈ ఉ޳హరణࡹ ఇۨऐ న ڝ ࣒ࡎࣄసం ऀߦ ࠭࠲క ࠴తफం ऴకࠪߖऒ  
కएࡅ తफం࠴ కऀߦ ڴపరం ࠭࠲ ݡ࢐ۯంߖంۧ࠭ గమ޴ం߰ࡐ  ऴకࠪߖऒ  వ పߖ޳ऒ  ऴ࢐యగల࠭, nsn n
ఇ࠳ 2 ޴న࣒ 1 2 ࠑ పవ࡛ ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం, ఎం޶కం݄ మనం పరంڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  n n sn nڴ޴బܽद ߭దभڒ 
ओߩనࡍࠪ ంచవ۪ऐߖగమ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ړ ݡ  మ࠾ࡍ  ߭దभ޴ మ࠾ࡍ ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभڴ޴ sn n 
ओߩనࡍࠪ కएࡅ తफం࠴ కऀߦ ݡ  ऴకమం ࡅకए దగ ړ2 ࡱబంధనߖ  ठరڴ వࣃफ యߖ మ2 ࠾ࡍ ఈ అనంత࠳న 
ऴࡅ ށࢩకए  ߖందޔݡంచబށగࡍప ڴతफం࠴ 
ऒߖߕ߄࢑ ఈ ࡏࠬ  గమ࣋ߖफ , ࢑ ߖ޵జయం ఆ߄రపݟ ఉంܿందߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ 
ఈ ࡍߖ भషद ఉ޳హరణࡹ మనం పరంߖ ڴ వङ క फపరచగలࠪ ޳ࡶ అڜ ߯ߖ޳ߝంۮం ऴప࠲యం ఉనऒ పओ n sn ,ڔܽ

పరంڴ వङ ڔ फకࡍంచబޔݡందߖ మనం గమߖంచవ۪ऐ  మ޳ ߖ޳ ࠾ࡍछ  sn n n࠾ࡍమ ڴ޴నంత ߭దभڵత ࡌ
छ޳ ߖ޳ డవ۪ऐ۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ړ ࡌ .sn
 ఇవछ బݟన ऴށࢩ సంऴగࣕంచదڵన޳ڒ ޳ అ࠭࠲ ߖ కھߘనగల࠭, అޙ࠼  పరంڴ ఇవछ బݟన పదमࡹޒ n sn 
फޑ࠴ కऀߦ ల ऴకࠪߖऒ  కھߘనడం ఎలऱߩओ ధङࣃ ݢ ం ڒక߱వ۪ऐ , త޳छ ఇۨऐ ࡌ న ऴށࢩ కࣆࡱफం޾ࡶ ޾ 
పࣆऀࡎफం޴ 
ఇవछ బݟన అనంత࠳న ࠴తफం అంޒమంڴ పࠫࡍత ࡱ࢑వߘ ఇࣆफం݋ࠉ ޳ࡶ ޳ ऴప࠲యం ఉనऒ  పߖߖ 
పऀࡎంచడం 
అ޴ߝ ఇۨऐ న ऴށࢩ కనछ ࡓ णంڴ ݋ ఉం޾ࡶ ޾ తۯ ڥߖయడం ఎ࡮ అ࢑ ߝవࡌలߘ న޳ۯ ޶࠵भ ం ࠴దࡷన࢑ 
ऒߖऴకࠪ ړߖ܉ߖ  కھߘనడం ఎలऱߩओ . ޶ڒ ޴మంۨ ݢ
కएࡅ తफం࠴ కऀߦ ࠾ࡍతफం మ࠴ కऀߦ   छڙࣅ  झߤ  కనछ ࡓ णంڴ ݋ ఉం޾ࡶ ޾ తۯ ڥߖయంݟ, మనం ߖڜऒ  
.޴ఉంܿం ࣄరపడవల߄ల߯ ఆޔన పదम࠳లభࣆ
  మ࠾ࡍ ऴށࢩ అ޴ߝ ఒక ऴకమం ࡅకए ࢐సफవ సంఖङ న࠳కం݄ మనం అనంత޶తफం, ఎం࠴ బంధనలߖ  ల 
వङ ޜతफం࠴ వహࡍంۧ࡯झ  ఉంܿం޴ మߖڜ ࠾ࡍऒ  పࠫࡍత సంఖङ ࢐సफవ సంఖङ ࡹ లޜ వङ వహࡍంచړߖݞ ఇ޴ 
छࡏజࡍ బܽद మనంڒ ޶గࣃ ڕ޶ం࠭ ڴࡏߝ .޴ఉంܿం ࣄయవలۯ 
 
అసంڣङ క ࢐సफవ సంఖङ ల ޑ࠴फ ࡍߖ ంۨ߅సంబం ړߖ भషद ࠙వనࡱ మ࠾ࡍ ࠙వన అ޴ߝ కనछ ࡓ णߤझ  ంతڜ ޳ࡶ 
చలనࢣలత మ࠾ࡍ ऴࡅ ށࢩకए మరबङࣃ ంతڜ  ం ޳ࡶ కల࠼క ࡅకए  కనछ ࡓ णߤझ छ޳   seq ޴ంޔݡంచబ߅ࣃ ࡌ

కएࡅ ށࢩబܽद ऴڒ  కనछ ࡓ णߤझ కएࡅ   ࠙వన uence 
పࠫࡍత సంఖङ ల ࠴తफం ࡅకए  ఇڛࡏన పޔࠫࡍల࢑ۨ ߘऑ నऒ ం ۯయڕࠪ ړߖݞ సࣔయపޔݡం޴.
छڙࣅ    झߤ మధङ ڕబంధనలߖ ࣒ࡎࣄ ޳ࡶ  ఆ సందరग ,޴ంత సంబంధం ఉంڜ  ంࡹ మనం ࠴దట అంకగށత 
ऐࡍచ ߖ࢐ܽ ݦలవబߧ ߖఅ ޒగࡗߩ फࣃ ऒߖڜ ,࠭  ఉ޳హరణలߘ ऴకࠪߖऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం 2 4 6 8 10 etc 2 n etc 
ఆర ޴ఇ ړߖ܉ߖ न࡛ సంఖङ ࡍస  ޑࠉ܉ నࣄۯ  ऒߖऴకࠪ ࡱ  పࡍగణ࠴ 25 20 15 10 5 ړࡹదࡷన࠴ ࡏࠬ   ࢑దܽ 
ऴకࠪߖऒ  గమߖంۨ , ڙࣅछ झߤ దܽ పదం అం݄ 4 మధङ࠴ ࠾ࡍండవ పదం మࡓ , ޙڵݟఅ ߖఉంద ࡮ఎ ޒగࡗߩ   
ऒߖన ऴకࠪࡷద࠴ 1- 0 1 2 3 4 ޙڵݟఅ ߖమనం ۫డగలం అ ߘݞޙ  పࡍగށంచంݟ.
  మ2 ࠾ࡍ అం݄ 2 అ࠮ ޴ߝడవ పదం మࡓ ࠾ࡍండవ పదం 6 ࠳న࣒ 4 మధङ .2 ޴సࠪనం, ఇ ޜݞޙ 
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 ఇ޴ మࢁऱ ߕలठవ పదం మధङ  వङ ङޑ సం వࡵ ఉంܿం࠮  ޴డవ పదం అ࢑ ޻ధంࡓ ڴండవ ఉ޳హరణࡹ a d 
దܽ పదం మధङ࠴ ࠾ࡍండవ పదం మࡓ  వङ ङޑ సం ఇ࠮ ޴డవ పదం మࡓ ࠾ࡍండవ పదం మధङ  phi, 
వङ ङޑ సం వࡵ ఉంܿం޴, ఇ޴ మࢁऱ ఇߕ ޴లठవ పదం మ࠮ ࠾ࡍడవ పదం మధङ  వङ ङޑ సం వࡵ phi, 
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿం࠮  ޴డవ ఉ޳హరణࡓ ޜండవ పదం మ࠴ ࠾ࡍదܽ పదం ݡ࠮ 
మధङ ڷࡱߕ న࣒࠳  వङ ङޑ సం ࠮డవ పదం మࡓ ࠾ࡍండవ పదం మధङ  వङ ङޑ సం ࠳న࣒ ఒకܽ, అ࢑ 2 ࠳న࣒ 
ల మధङ޳ప ݡంࡓ ڴసࡏవ ࡹహరణల޳స ఉࡏన వ࠳ఈ రక ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ 3  వङ ङޑ సం ࠫ࡯ڵ ఉంܿం޴  
అ޻ అܿవంܽ ऴకࠪߖऒ  అంకగށత ऴ޳ࡶ ށࢩ అంకగށత ࡗߩగޒ అࣃࡱߧ ߖफ  ࡹߖ޵ , ࡏ
ల మధङ޳స పࡏవ ݡంࡓ  వङ ङޑ సం ఒ࢑ ښధంڴ ఉంݦ 
ऴకࠪߖऒ  అంకగށత ऴ޳ࡶ ށࢩ అంకగށత ࡗߩగޒ అࣃࡱߧ ߖफ  ap.ࡏ
फࣃࡱߧ ߖఅ ߖޒగࡗߩ తށఅంకగ ޳ࡶ ށࢩత ऴށఅంకగ ڕఅనంతం వర ݟంߘ 1   एڕకం݄ ఎ ޒऴప  ࡏ వ m n 
న పऱ࣒࠳సࠪన ړ1 ޳ࡶ  1 ఒక ప ऱ࣒ ఇకए ,ݟऴ࢐యం ߖఅ ޙ࠼సࠪనం అ ړ  డ ࢐సफవ సంఖङ   ప ऱ࣒  వߤ d ap d n 
పదం ݟܔ ߖంచడం ޳छ ࡍవ ړ ޒऴప ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡందబ߰ ݟంߘ వ పదం ࡌ फࣆफంڒ ޴బܽद ࡓండవ d n n
పదం  ࠴దܽ పదం పऱ࣒ ండవ పదం పऱ࣒ࡓ డవ పదం࠮   మ࠾ࡍ ఇకए డ ఆ అڼ࡮ ఉనऒ  ۲ట d d d d 
వࡏసࡓ ڴంݡ ప޳ల మధङ రణ వङ߄ࣃ ߘݞޙ న࠳बరࣄ  ङޑ సం అంܼڒ ࡏబܽद మనం ࡓంݟంܽޜ 
ऴߦరంࠚంۨన ఉ޳హరణࡓ ࡹండవ߄ࣃ ޴రణ వङ ङޑ సం  ఉ޳హరణ అ߄ࣃ ޴ߝరణ వङ ङޑ సం మ࠾ࡍ phi 
రణ వङ߄ࣃ న࣒ 1࠳ ࡹహరణ޳డవ ఉ࠮ ङޑ సం 
రణ వङ߄ࣃ ࡵవ ࠾ࡍమ ࡵదܽ పదం వ࠴ , ङޑ సంޜ అంకగށత ࡗߩగߖޒ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  2 అߖ a d aa da d 
ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలన  ప ऱ࣒  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .aa 

అ࠴  ޴ߝదܽ పదం మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ వङ ङޑ సం ݟږ ޜన అంకగށత ࡗߩగࡅ ޒకए    da plus 2 d a d
పం ,  పࡐ రణ߄ࣃ ऱ࣒   ప ऱ࣒ ఉనऒ ࡱ޳ప ݡ࠮ ڕమన ࡹ 2  ओߩ ap aa da d ݡంࡓ యగలۯ ߖప ࡏࠬ ݡ
రణ వङ߄ࣃ ङޑ ऒߕఉ ࡱࣃ .࠼
 
ండవ మధङࡓ ࠾ࡍడవ మ࠮ దܽ వङ࠴ ࠾ࡍండవ మࡓ  ङޑ సం మధङ  వङ ङޑ సం ࢐సफړߖ࢐ అ࢑ ఒ࢑ ښధంڴ 
ఉంܼ࠼, అݡ࠮ ޙ࠼ పࡱ޳ ఉం݄, ఐ޶ పࡱ޳ ఉం݄ ࡓ ࠭࠲ం߄ࣃ ݡరణ వङ ङޑ  ߖప ޜలࣃ
యవ۪ऐۯ  ఉం݄ ࠬ߄ࣃ ڷࡱߕ ࡏరణ ݞޙలޜ పۯ ߖయవచऐ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖ .n 
రణ వङ߄ࣃ న࣒ 1࠳ ࡱబంధనߖ  ङޑ ऒߕఉ ࡱࣃ  n ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼
ఈ ࠳న࣒ 1 ߄ࣃరణ ݞޙలݟܔ ߘంచడం ޳छ వ పదం ߰ందవ۪ऐ ݟంߘ దܽ పదం࠴ ࡌ  మ࠾ࡍ n n 2d 
మనం ࠴దܽ ట࡛घ డవ ట࡛घ࠮ ݟంߘ  ओߩనࡍࠪ ړ   2d ڴరణం߄ࣃ బܽदڒ ,ఏࠫܽ ࡱݞޙ రణ߄ࣃ ݡంࡓ ݡ
అంకగށత ࡗߩగࡅ ޒకए  వ పదం  ࠴దܽ పదం మ߄ࣃ ࠾ࡍరణ వङ ङޑ సం ޜ కߧ࡯ n a d

మనం వङ ړ ݟంߘ న࣒ 1࠳ వహࡍంۧ࡯झ  వۨऐ నߩओ  రణ n t n n߄ࣃ న࣒ 1࠳ మనం ڴపరం  ݡ
వङ ङޑ ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߘలࣃ ओߩంۨనݟܔ ړ ߖܽ࢒ , త ऴకమంa࡯ఫ ࡹޒగࡗߩ తށఅంకగ ޴फంࣆవ   పదం వ ݡ n
మࢁऱ అంకగށత ऴ޳ࡶ ށࢩ అంకగށత ࡗߩగޒ , అం݄ మనڕ అంకగށత ࡗߩగߖޒ అం޴ంۨనటऱޙ࠼ అ޴ߝann 
छ޳త ࠾ࡍసࠪనం మ ړ3 1 ࡹపంࡐ ంۨనࡍ࢑సफ ڕఅనంతం వర ݟంߘ 1 ऒߖతफ ऴకࠪڜ ࠭࠲ ࡌ  a 2 a 
घࡍߖ फࣃ औߖఇ ړ ࠭ ఇۨऐ ޴ߝసࠪనం అం݄ అ ړ సࠪనం ړܾߖ న ڙࣅछ झߤ వ పదం పऱ࣒ ࡹ   అߖ bnn  1 1 Bn n d 
వछߖऴ࢐య ߖ ࣁݞ ߘߝ ంݟ , అం݄ మనం  ప ऱ࣒ ప  ݞ  ऱ࣒   ప ऱ࣒ फࣃށగࡍప ߖ  ࠭ మ࢐ ࠾ࡍసफవం d 1 2 d a3 d
అޙ࠼  ఇۨऐ న ڙࣅछ झߤ  ఒక అం݄ ࡓంݡ వࡏస ప޳ల వङ ङޑ సం ࣄबరంڴ ఉంܿం޴, అߩओ  a1 a2 a3 ap ݡ
घࡍߖ ࠭࠲ ంۨన ڜతफ ऴకమం ࠼߱࡯ڵࠫ ڴం޴ , ఈ ڜతफ ऴకమంࡹ వࡏసࡓ ڴంݡ ప޳ల మధङ  వङ ङޑ సం ap 
ऒߖఅ  ࠭࠲ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڼ࡮అ ݞږ छ޳ ంచడంݟܔ ڴबరంࣄ ޜంకంࡌबࣄ ښపదం ఒ ޒऴప ڕబంధనలߖ   ࡌ
ఇۨऐ న ߘంݟ ap 
घࡍߖ ߘల ߵ࠻ తफڜ ంచవ۪ऐ  ధనङ  ss ࡱ޳࢐
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