
 
ङߕదܽ ఉప࠴ సం ߘంڙࣅ ݟछ झߤ  మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ ߯ ङߕండవ ఉపࡓ  छࣃ ړߖࣃ గతం , ఒక ڙࣅछ झߤ  అړ ޴ߝ ann 1
సओ ߖన 1 అࣄऴ࢐ ࡹపంࡐ ంۨనࡍ࢑సफ ڴ3 1 ߖసࠪనం అ ړ1 షदంߦۮ ڴओ  a 2 a a 2 a 3.࡯

ࠪ ంۨࡍڷ ށࢩ࢐సफవ ऴ ࠭࠲ ߤఫంࣾ ڕవర ݟంߘ ऱܼ ऒߕޔݡ ࠭ మߩ  ࠾ࡍనࡌవృత ߷ࡏघ  n r f  ޜ࡮
సࣔ ఒక ऴకࠪߖऒ  ࢑వࡍంచ࢑࢑ ړߖݞధ ࠪࡌठ ऱࡹ  ఒక ڙࣅछ झߤ కएࡅ  ࡍߖ  भషद  పదం ߘ࠭ ߖ޳పܽ ఒకܽ ޳ࡶ 
అంతకం݄ ఎڕए వ ప޳ల పరంڴ వङ ڔ फకࡍంచబݟం޴ .
  ऴߖ ࠆڴ ఉపڵࡆంۯ ऴకమం ߄ࣃరణంڴ ऴࠆڴ ల ޳छ ऒߖऴకࠪ ࡌ फࣃۨࣇ ڴࡱڒర ݡంࡓ     ࡏ

మ࠾ࡍ ఒక ࡍߖ भషद ఉ޳హరణ మࡍంత సओ షदంڴ ఉంܿం޴ ऴకࠪߖऒ  సࠪనం 2 a 3 ann ړߖޑఅనం ݟంߘ 1 
అߖ పࡍగށంచంݟ, ఇకए డ ޳ ݋ࡐछ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ వ పదం ޳ ݋ࡐछ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ ऴࠆڴ a n n n 
ఉపڵࡆంۨ ߖ޵ऒ ఇకए  ړߖݞంచۨࣇ  డ ߖజ࠳న అࣾం 0 ఉం5 4 3 2 1 ޴ మ࠾ࡍ ఈ ఇۨऐ న ऴకమ࠭ t 
కएࡅ एڕకం݄ త 2 ޴ఇ ޴ంޔ࢓అ 2 ݋ࡐ 1 ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం 1 ޜ ݋ࡐ దܽ పదం అం݄࠴  వ  1n a 2 
కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇకए డ ఎకए ఎకए ޴బܽद ఇڒ ޴కం݄ ߭దभ 2 ݋ࡐ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ 3 ݋ࡐ ఒక 3 ݩ ఇకए ݩ డ 
ఉం޴ మ4 ݋ࡐ 4 ࠾ࡍ అం݄ 2 2 5 ݋ࡐ కం݄ ఎڕए వ 3 ߗڒ కం݄ తڕए వ ఇ޴ ऴࠆڴ ఇవछ బݟన ڙࣅछ झߤ  a 5 
కएࡅ ݋ࡐ  మࡖక ఉ޳హరణ ۫޳भ ం ऴߘ 1 ߖށࢩంݟ అనంړߖޑ సࠪనం అߖ ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఇకए డ వ n bnn n
పదం ऴ޳  ڕ ࠆڴछ छ޳ ࡌ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴, ఇ޴ bn 1 n 
మన࢐ ڕసफవ ࡔఖ޳۫ ߘभ ం ఒకܽ ఒڜए కए  b.޴ఉంܿం ڴܽ
ऒߕࣆ ޴ఇ ,݀ ࠑ ߤవ ݀ ࠉ ߤవ ࠉ ޴బܽद ఇڒ ݀ ࠑ ఒకܽ ݀ ࠉ   మధङ  సగం ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ వࠉ ߤ ऴޓ 
వࠑ ߤ ऴޓ ఇ޴ ఒకܽ 2 ࠑ కం݄ తڕए వ ڒబܽद ఇకए డ ఎకए సగం మధङ ࠾ࡍమ 0 ࠉ అం݄ సగం 4 ࠑ 1 4 ࠉ ݩ  
ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ దగ ړ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరڴ వۯऐ  ऴకమం ࡅకए  b4 ࡱబంధనߖ 
ఇ޴ ఒక ࠪర ठం అࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ  ऴ޳ ࠆڴछ ऒߖऴకࠪ ࡌ  ఒక ऴకమం ఒక ,޴ఉం ڴ࢑ధం కࡖంచడం మۨࣇ 
ఫంࣾߤ అࡏڷ ߖफڝࣆۯంݟ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࡍߖ भషद ఉ޳హరణ࢑ ߖߖ޳ ޜవࡍంచړߖݞ సంబం߅త ఫంࣾߘ ߤ 
ऴۯ ࠆڴయవ۪ऐ .

కएࡅ  ఇۨऐ న ߘంݟ వరڕ సంబం߅త ఫంࣾߖ ߤ పࡍగణߕޔࠓڝࣆޓ ړࡹऒ ం ړ ݋ࡐ సࠪనం    n f n r n
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఈ ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴߖ ࠆڴ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹంܼ࠭ ڒబܽद ڝ ߖ޳సం ࠭࠲ అࣾం ࢗంట x n 
మߦ ࠾ࡍऱ ऒߖన అࣿࣄۯ ݋  పࡍగࣃށफ ࠭.
కएࡅ ߤంۨన అࣾం ఫంࣾ߅సంబం ړ1   y ړంۨన 2߅సంబం ړ 1 1 ݋ం࠼ߦ బܽदڒ 1 ޴ఇ , 1 ݋ࡐ వࡱ࢑ 
సంబం߅ంۨన ࠼ߦంటऱߘ అࣾం ࠬద ࡏڷफ ߭టदߖవछ ంݟ, ఇړ2 ޴ సంబం߅ంۨన ఫంࣾࡱ࢑ ߤవ 2 ݋ࡐ y 
ऱߦ  బܽद మనంڒ ఇకए 2 2 ݋ࡐ ࠪڒ 2 ݋ డ 1 2 ݋ࡐ మ2 ࠾ࡍ మధङ  ఉం޴.
एڕకం݄ త 2 ޴ఇ ,3 ݋ࡐ వࡱ࢑ ߤంۨన ఫంࣾ߅సంబం ړ3 ࠾ࡍమ 2 ݋ࡐ ࠪڒ 2 ޴బܽद ఇڒ  వ 2 ݋ࡐ ߗڒ 
కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇకए డ ఎకए సओޒऴప ړ4 ޳ࡶ  ࣄ 3 ݋ࡐ 3 ݩ ంࣇ޴फ  ఫంࣾࡅ ߤకए  2 ޴ఇ , 4 ݋ࡐ వࡱ࢑ 
ऱߦ ߖ ࠭࠲ బܽदڒ फࣃۯ ݋ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ࢑࢑క फ ࠼ߦం ऱܿ ऴకࠪړߖ సంబం߅ంۨన ఫంࣾࡅ ߤకए  ऴ2 4 ߘ ࠆڴ
అంࣆ޴फంړ ݋ࡐ ޴ సࠪనం ऴకࠪߖऒ  ऴۯ ࠆڴయړߖݞ ఇ޴ మࡖక ࠪరठం.a n
 
ఇߧۮ ޴ओ న త࢐ࡏత , ऴకࠪړߖ సంబం߅ంۨన ऴߦథࠫక ࠙వనߘ ऴࠆڴ లߖڜ ڕऒ  ఉ޳హరణలޜ ऴڔߦ द࣒ भ޳ۯ  ం 
ऒߖڜ ߘߝ  సమసङ లߘ ఇవछ ऒߕޔࠓ घࡏ߷ , ߘ छ޳ ࡮ ఇవछ ࡌ బݟన ऴకమం ࡅకए  ߘల޳ప ޶దܽ ఐ࠴ 
ऴ࢐యంݟ మ࠾ࡍ ऴకమం ࡅకए  వ పదం ߘంݟ  ప ऱ࣒ సࠪనం n n n i ړ 2 
छڙࣅ झߤ కएࡅ  పओۮ ߘల޳ప ޶దܽ ఐ࠴  డం ڜంత గందరڿళంڴ ఉందߖ అంڶకࡍంۧ࡯, ఎం޶కం݄ ఒక 
ऴకࠪߖऒ  

ంచవచऐށగࡍప ڴ ߤఫంࣾ ڕవర ݟంߘ ࢐ङ ࠭࠲ ߖ ङڣ ంۧ࠭ , ఆ సందరगߖ ంࡹ సంబం߅త ޑࠉ܉ n r a1 
మ࠾ࡍ అ࡮ ఉంܿం޳ࡶ ޴ అ޴ పࡍగށంచబడవ۪ऐ కएࡅ   ఉపసࠫߘ ޒంݟ వరڕ ఒక a2 a3 n r 

ఫంࣾڴ ߤ ఆ సందరग ంڙࣅ ࡹछ झߤ 1 ࠾ࡍమ  ޴ఇ ڕహరణ޳ఉ ,޶ࡶ నవసరంڒ రంభంߦऴ ޜ  6 a 7 a 8
వ۪ऐڒ న࢑ࡷద࠴ एࡖ߮ ߗڒ  నక߱ޙ , ऴకమం ऴߦరంభమޔ࢓ందߖ అڕߘం޳ం.w 

అړ1 ޴ߝ సࠪనం, అం݄ ߖ2 1 ޑࠉ܉ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఆ ఒపओ ందం࠭࠲ ޜ ఇۨऐ న   ith n a 
छڙࣅ झߤ ప  ݟంߘ  దܽ పదం࠴  ంܼ࠭ھߘక ߘబంధనలߖ  దܽ࠴ ߖࡹ  ऱ࣒ ప ߖ   ऱۯ ۃయడం ޳छ 5 ࡌ a 1 1 1 2
߰ం޴న సࠪనం  ߘంߖ2 3 ړ 1 ݟ ప ऱۯ ۃయడం ޳छ ప 2 ړఈ 2 ړ2 ޴ఇ ,޴ంޔݡందబ߰ ࡌ ऱ࣒  n a n ړ2 
సࠪనం, ఇߘ 2 ޴ంړ 8 ,ړ 4 ݟ ऴపޑङ ࠪऒ యం ۯయడం ޳छ ప 3 ߖ బܽद 3ڒ ,޴ంޔݡందబ߰ 8 ࡌ ऱ࣒ a3 ޜ 2  a3 
.޴ంޔ࢓फ 3 అ࣋ށڷ
फ 4 ప࣋ށڷ ޜ 4 ߖ फ 50࣋ށڷ ޜ5   ऱ࣒  a 4 ޴ంޔ࢓అ 24 ޴ఇ ,޴फంࣆవ 6 ݟంߘ 4 ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబށڷ ޜ2 
మړ 5 ࠾ࡍ సࠪన࠳న 5 ߖ ప ऱ࣒ ప ړࡹ2  ऱۯ ۃయడం ޳छ n.޴ంޔݡందబ߰ 5 ࡌ
ऒߖ޵ ࡏࠬ ,޴ఉంܿం ڵ࡯క 35 ࠾ࡍమ 24 15 8 3 ޑࠉ܉ తफం 35࠴ ڕవర 7 ݟంߘ 5   ఒక ऴకమంࡹ 
बࣃ వ ࠾ࡍమ న࢑ࡷద࠴ 35 24 15 8 3 ޴ఇ ,ࡱ޳దܽ 5 ప࠴ ޴ం݄ ఇڕߘల࠻ࡌ నంࡹ వۯऐ  సంఖङ  n n 
 ప ऱ࣒ అవछ ࡹ࢐ܽ నࡷద࠴ 2  ంݟ మޙࡷ࢒ ࠾ࡍ వ ࣃब నంࡹ ఉనऒ  పߖ޳ऒ ओߩఎలऱ ߖऴ࢐యమ ڴ߻  n n ݢ
కएࡅ  ޴ంޔݡంచబۨࣇ ऒߖڜ దܽ࠴ వలంښ   ప޳లޑࠉ܉ ߘ n nction 
ఈ సమసङ ڴࡱ޶బ ړߖݞయۯ छڙࣅ ంۨన߅సంబం ڕ झߤ ओߩఎలऱ ޴ఇ ,޴ంݟంచబࢢभ޻సం ఉڝ   35 24 15 8 3 ݢ
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छࡌత ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ߖయమۯ ޑࠉ܉ ڴన࢑ࡷద࠴ త వ ࣃब నం ࠮లకం  ప ऱ࣒  న n nࡷద࠴ 2 
ऒߖڜ దܽ࠴ ऴ࢐యడం వలన న࢑ࡷద࠴ వలం 3 8 15 24 35ښ  ڴࡱ޶బ ړ࢐ܽ  ప޳ల ߘంݟ నߕ࠮ 
ఎలऱߩओ ࡍڷ ݢ फంచబడక߱వ۪ऐ , ఉ޳హరణࡏ߷ ڕघ छ޳  ࡮ ఇవछ ࡌ బݟన ऴࡅ ށࢩకए  ڷࡱߕ దܽ࠴ 
ప޳లߘ కھߘనడం ޳छ సࠪనం ࣋ए ړ ࠭޳ڷࣃనڜ ࡌ छ ࡛ ప ऱ࣒ छ޳   a n n pi.4 ࡌ
 ࢐సफړߖ࢐ ఇښ ޴వలం సంڣङ పర࠳న޴, అޙ࠼ ఈ ऴకࠪړߖ సంబం߅ంۨన అߖऒ  ࢑వࡌలߘ దశల޳ۯ ڴࡎ࢐भ ం,
అ࢑ 1 అߘ 1 ޴ߝం1 ݟ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ .޴ంޔठڷత ړ 4 ࠑ 6 ݟంߘ గణన߯ 1 ޴ఇ ,4 ࠑ 5 
छ޳ 3  .޴ంݟయబۯ కృతంࢁసర ړ2 ࡌ
ए࣋ 2 ݟంߘ ండవ పదంࡓ  छ ࡛ ప ऱ࣒ छ޳ 5 ړ4 ݟంߘ గణన߯ 2 ޴సࠪనం, ఇ ړ4 ࠑ 5   a2 2 ޴ఇ ,޴ంޔठڷత ړ 4 ࡌ
ర޶भ ۯయడం ޳छ  a3 3 ړࡹ డవ పదం࠮ ݟగంࣃనڜ ޴ంޔठڷత ړ2 ࠑ 9 ޴ఇ ,޴ంޔठڷత ړ4 ࠑ 9 ݟంߘ 2 ࡌ
ఉంܿం޴  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋  ړ గణన߯ ޴ఇ , ࠑ   छ ప  ޴ంޔठڷత ړ ࡛ ऱ࣒ ప  ݟంߘ  ޴ఇ ,  ࠑ   ऱ࣒  3 5 4 3 3 9 9 5 4 3 9 5 14 
 కం݄޶లठవ పదం, ఎంߕ ޴ߝఅ ޴ంݟనబھߘపదం క ࡍవۨ 2 ࠑ 21 ޴ఇ ,޴ంޔठڷత ړ2 ࠑ 7 ݟంߘ 3 ޴ఇ ,4 ࠑ
రऴసం పऱ࣒ޔచ 4 ݟంߘ 4 ߘల޳ప ڷࡱߕ దܽ࠴ ऴపశऒ ߖనమھߘక ߖఅ 4 ࠑ 5   ࠫమघ ऒ࡯  ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏڝ 
ఇ޴ గణనߘ  ࡹంݟ  ࣋ए छ ప  ޴ఇ ,޴ంޔठڷత ړ ࡛ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ  ࠑ   .4 4 16 5 4
छ޳ 21   తफం సంఖङ࠴ ޴ఇ ࠾ࡍమ 4 ࡌ  ఇర࢙ ఒకܽ ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠬ࠴ ࡏదܽ ڷࡱߕ ప޳లߘ ࠪऴత࠲ 
घࠫޛ ݡంࡓ ݡ࠮ ޴ఇ ,ࡱ޳ప ڷࡱߕ దܽ࠴ फ ఇ࢑࣋ۯ ޑࠉ܉  ఇర࢙ ఒకܽ ݡంࡓ ఇర࢙ ఒకܽ ݡంࡓ ޴
అޔ࢓ం޴ అߘߝ ߖ ఏ గణన తߩओ  ఒక మంۨ ړߖݞంచ࡯ࢣࡍనఃపߩ ߘహరణ޳ఉ ࡍప޶త  ޶ࡶయۯ 
࢐ङ छڙࣅ ,మం࠻ झߤ छڙࣅ  झߤ కएࡅ  घࠫޛ  దవ పߖ޳ऒ  కھߘనమߖ ࠫమघ ऒ࡯  ann ݟంߘ 1 ޴ߝఅ ޴ంޔࡏڝ 
అనంړߖޑ సࠪనం, ఇకए డ ఒక ࠳న࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ ఒకܽ ږङ ఇవछ ࡹ ࠗ బޔݡం޴, అనࠫޛ ڴघ దవ 1 n n 
పదం అం݄ ࠫޛघ छ޳ యడంۯ ۃపऱ ߖ޴ ందవ۪ऐ߰ ࡌ రణ వङ߄ࣃ   ڔ फకరణړ9 ࡹ సࠪనం ڒబܽद ࠫޛघ  n ޴
ఉంܿం࠳ ޴న࣒  పవ࡛  ࠳న࣒  ߘంږ  ݟङ ङږ  ݟంߘ  న࣒  పవ࡛࠳ ޴సࠪనం, ఇ ړ ࠗ సࠪనం, 1 ړ ࠗ 9 1 9 1 8 9
ఇ࠳ ޴న࣒ 1 పవ࡛ 8 ࠴తफం 1 అޔ࢓ం޴ మږ 9 ࠾ࡍङ छࡌత 9 2 7 ޴ఇ ,޴ఉంܿం ړ9 ݟంߘ 81 ࠗ త ࠭ߘపܽ
సమసङ షएࡍప ߘ छڙࣅ ࡏࠬ ړహరణ޳ఉ ޴फంࣆࡍ झߤ छڙࣅ  झߤ కएࡅ   ߘల޳ప ݡ࠮ దܽ࠴ 
కھߘనమߖ అࡏڴݟ ఈܘ ఈకछ औߖఇ ܿ ߤవ ࡽ ऒߕఉ ܾߖ घࡏ߷ ࠼ छ޳ ࡮  ann a a 2 ޴ంݟంచబࡍ࢑వ ࡌ
కం݄ ఎڕए వ ڝసం ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ 1 మ࠾ࡍ మࡓ ࠾ࡍంڕ ݡంࡱ޻ సమసङ  ఉ޳హరణߘ n a 1 a 2 i  

పరంڴ ऴ࢐࣋ బߘ࠭ ߖ޳ ࠭࠲ ࡱ޶పܽ ߖబంధనల పరంڴ ఒక ऴకࠪߖऒ  ࢑వࡍం࢑ ۯధంڴ ऴࣃ࢐फ ࠭, n 
అܿవంܽ పదमࡹޒ వ పదం ࠭ߘపܽ ప޳ల పరంڴ వङ ڔ फకࡍంచబݟన పదमߩ ߖޒనࡌవృత సంబంధం అంܼࡏn
కएࡅ ऴకమం  ޳ࡶ రछߖ వృతࡌనߩ  చనం అࣃࡱߧ ߖफ ఇకए ࠾ࡍమ ࡏ డ ࠬ࠳ ࡏన࣒ 1 ࠳న࣒ 1 ړ సࠪన࠳న 
రछߖ వృతࡌనߩ చనంޜ ఇవछ బݞन  a 1 a 2 ޜల޳ప ߝఅ ࠾ࡍవృతం మࡌనߩ ࠾ࡍమ ࡏ
ऴߦరంభమޔ࢓ం޴, ఇڴ2 ޴ ఇవछ బޔݡం޴ .
 ࢐సफړߖ࢐  మ࠾ࡍ   అం݄  ࠬࡏ  కం݄ ఎڕए వ ڝసం ࡍకర लߘ ߤ ఈ ࢑ధంڴ ऴߦరంࠚంచవ۪ऐ  a 1 2 a 2 2 2 n 
అం݄ ࠭ߘపܽ పదం ࠳న࣒ 1ߖ ڴరछ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद ߩనࡌవృత సంబంధంړ2 3 ࡹ సࠪనంڴ n 
ఉంచబޔݡం࠳ 2 3 ,޴న࣒ 1 అޔ࢓ం޴ మ2 ࠾ࡍ ఇవछ బޔݡం࠳ 2 2  ޴న࣒ 1 అం݄ 1 ڒబܽद ࠬࡏ ఒక ࡍߖ भషद
పߖ޳ऒ  ߰ందࡍ ړߖݞకࡍझ घࡏ߷ ڴపరం ࡹ ߤషߖ߸ݥ ࢟ ऒߖऴకࠪ ޜ࡮  ࢑వࡍంۨన సందరग ంڕڒ ࡹంݞ n 
మనం ࠭ߘపܽ పߖ޳ऒ  కߖھߘ, ఆ߯ ߖ޳ऒ  ప ऱ࡯࠻ۯ ۃझ  ఉంܿం޴.
भ޳ڵࣃనڜ ޜహరణ޳క ఉࡖమ ࠾ࡍపܽ పదం మߘ࠭   ం    
2 కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనం , ఈ ఉ޳హరణݞږ ࡹ ऴకమం ߩనࡌవృత సంబంధం࢑ ޜవࡍంచబݟందߖ 
గమߖంచం࠴ ݟదܽ పదం 3 అߖ ఇవछ బݟంࡓ ޴ండవ పదం ߩనࡌవృత సంబంߖ߄ऒ  ఉపڵࡆంۨ 3 ࡏࣃऱ a2 
1 ఇߘ 3 ޴ం3 3 ݟ చదర࠮ ߩడవ పదం సࠪనం 3 ߘం2 ݟ మ࠾ࡍ వర࠭࠲ ڕ ఇంత࠭ڕం޶ a 3 a 2 
కߕھߘऒ ࠭ , ఇߘ 3 ޴ం3 ݟ ࣋ए छ ࡛ , ఇږ 3 ޴ङ ࡓ ࠗ ऱܿ ఇߩ ޴నࡌవృత ߖరछ చనం ऴపڒరం, ఇ޴ a 4 3 a 3 
నऒھߘక ࡹపܽ దశߘ࠭ ࠭࠲ ࡓ 3  ऱܿ ړ సࠪనం మݡ࠮  ࠾ࡍ శړ फ ڷࡱߕ అం݄ ఈ ڷࡱߕ పࡱ޳ a3
కھߘనమߖ అࡏڴݟ, అޙ࠼ ఈ ఉ޳హరణࡹ పరంڴ మనం కھߘనగల޳۫ ޾ࡶ ࠵भ ం , ఇవछ బݟన n 
3 ݟంڝफం۪ࡏڷ ంۨڵࡆఉప ߖ న࣒࠳ వృత సంబంధంࡌనߩ ߖన࣒  అ࠳ ݟంߘ  వృత సంబంధంࡌనߩ 1 1 
అߘ 3 ޴ߝం࠳ ݟన࣒ 2 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 అߘ 3 ޴ߝం࠳ ݟన࣒ 3 అޔ࢓ం޴ మߖ޵ ࠾ࡍऒ  వࡏసڴ 
వࡍ फంపܑయడం ޳छ  మనం ࡌ
ంచవ۪ऐߖऱ గమࡏࣃ 1 ࢑ంచవ۪ऐ࠙ ڴన࣒ 1࠳ న࣒࠳ ߖ1 , .n n 
కएࡅ బܽद 3ڒ   శړ फށڷ 1 ޜంచవలࣄన 3 శړ फ ࠳న࣒ 1 మన࠳ ڕన࣒ 1 శړ फ 3 ఉనऒ ओߩ  n ,ݟడం۫ ߘߕ࠮న ݡ
మన࠳ ڕన࣒ 2 శړ फ 3 ఉనऒ ओߩ మనం ఉనऒ ࠾ࡍమ 2 ݡ ओߩ  n ޙ࠼న࣒ 1 అ࠳ న࣒࠳ ޴ఉం݄ అ ڵ࡯క ߖ1  ݡ
కएࡅ 3  శړ फ ࠳న࣒ 1 అం݄ 3 అߖ ఇవछ బޔݡం޴  ఇ3 ޴ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ߘం3 ݟ, ఇ޴ ఈ n a 1 n 
ఉ޳హరణ3 ࡹ పవ࡛ అޙ࠼ ఆ ߩనࡌవృత ߖరछ చߖߕऒ  ఉపڵࡆంۨ ࡍకࡍझ छڙࣅ ڴపరం ߤషߖ߸ݥ ࢟ झߤ  m, 
ఇవछ బݟనపओ  ,ڔܽ
మనం పరంڴ వࡏసڴ ऴ࢐యవ۪ऐ नܘऱڝ ߖߖ޵   ߷ర࠹ ఎڡझ  ऴ߭షߤ అంܼࡏ.n 
 
ఒక వ పదం n
కएࡅ సంڝ  ఫంࣾڴ ߤ వङ ڔ फకࡍంచబޔݡం޴, త޳छ ఇۨऐ ߕ޼ఏ ࡌ నటऱޙ࠼ n n 
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ఇవछ ,ݞంڕనھߘక ߘబంధనలߖ పܽߘ࠭ , బݟన ړ సంబం߅ంۨన పదం ఏࠫ݇ మనం ڴࡏߝ కھߘనవ۪ऐ ,n
ఈ ࢑ధంڴ పరంڴ ࠪऴత࠲ వङ ڔ फకࡍంచబޔݡం޴.n 
नܘऱڝ    ߷ర࠹ ఎڡझ  ऴ߭షߤ అࣃࡱߧ ߖफ ऒߖఈ ऴకࠪ ,ࡏ  ࢐సफߩ ړߖ࢐నࡌవృత ߖరछ చనం ߩ ޳ࡶనࡌవృత 
సంబంధం పరంڴ వङ ڔ फకࡍంۨన సందࡌग ऒߕఉ ࡱ యߖ ఈ ఉ޳హరణ ࢑వࣆࡍफం޴, ۨవړࡍ మనం అ޻ ऴకࠪړߖ 
नܘऱڝ   ߷ర࠹ వङ ڔ फకరణࡌ ޜవ۪ऐ ऒߖ߄వృత సంబంࡌనߩ ߖߖ޵ ,   పࡍషए . ࡏంచడం అంܼࡍ
झࡏڝ    ఇۨऐ న ߩనࡌవృత సంబంߖ߄ऒ  పࡍషए म޳ࣄ న࠳ఒక ऴకమబదम ړߖݞంచࡍ ంతం ఉంߖ޳ ࠭࠲ ,޴ 
࢑వࡌలࢗ ړࡹళ ऱడం ߗڒ ޶ࡶ ఈ ఉ޳హరణ ఒక ڙࣅछ झߤ సం ఇవछڝ  బݟన ߩనࡌవృత సంబంߖ߄ऒ  s 

పరంڙࣅ ڴछ झߤ కएࡅ   ట࡛घ షएࡍసం పڝ ందడం߰ ߖ  गࡌసంద ݦంచబࡍ ऒߕఉ ࡱ घࡏ߷ ڴపరం ,࠼  n n n ࡮
కం݄ ߩనࡌవృత సంబంړߖ߄ ऴ߄ߦనङ త ఇవछ బݟన సందࡌग ऒߕఉ ࡱ ऒߘన ޴ఇ ,࠼  అߘమޒంచంݟ  
మߖڜࡍऒ  ఉ޳హరణలڜ ޜనࣃగంߗڒ ,ݟ ఈࡔ࢘ ࡍࣃ ఉ޻भశङ ంޜ అߘ 1 ޴ߝంݟ అనంړߖޑ సࠪనం అߖ ann 
పࡍగށంచంݟ, ఇకए డ పరంڴ అߝ పదం పరంڴ ఇవछ బޔݡం޴, వङ ڔ फకరణߘ ఉపڵࡆంۨ 1 ړ ࠑn n n an n 
సࠪనం సओ షदంڴ ఉంݞలం݄ ߖڜ ߘߝऒ  ऴࣃ࢐फ కएࡅ ఈ ऴకమం  ߘ  ࡱబంధనߖ 
छ޳ ండవ పదం 1ࡓ దܽ పదం 1࠴ छ޳ డవ పదం 1࠮ 2 ࡌ छ޳ లठవ పదం 1ߕ 3 ࡌ  న࢑ڷదల࠴ ࠾ࡍమ 4 ࡌ
फ߭ࡏڷ दܿڝంݟ అ࢑ ޻షߖ࠻ऒ  ऴڴ߸కࡓ ڴ ࡽంڴࡱ߄࢑ ݡ వङ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ ठࡌࠪ దܽ࠴ ߘߝ , ऒߖ  
ఉపࣃڵࡆफ ࡍڷ ߘబంధనలߖ ߖࡹ࢐సफవ అࣾం ߘ फంచడంࡹ ఇ޴ సహజ సంఖङ లݟږ ޜన ࢐సफవ అࣾం ޳ࡶ 
మࡍంత ऴపޙङ కంڴ ऴపږޒల ࡌߪप ంڒల࠴ ޜదܽ పదం 1 అۨࣇ ߖంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇࡓ 1 ޴ండవ పదం 1
వ మధङ 1 ࠾ࡍమ 0 ޴ఇ 2 ࠑ  మధङ ఎకए ࠾ࡍమ  ޴ఉంܿం ࡹ ఇకए ݩ డis a 2 1 by 2 a 3 is 1 by 3 

ఇ0 ޴ మ࠾ࡍ మధङ  మధङ  ల a 4 1 by 4 a2 a4ڒల࠮ ߖࡹऴకమం ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࡹ
ంచవ۪ऐߖగమ ݟంߘ ߖ޵ ޳ࡶ ݟంߘ ޑࠉ܉ छڙࣅ   झߤ  , న࢑ڷదల࠴ 4 ࠑ 1 3 ڴఒకܽ ݡంࡓ ఒకܽ ࡹߩంڵ࠭ 
దగ ړ0 ࡱబంధనߖ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరڴ ఉంܼ࠼, ఎం޶కం݄ ࠬڙࣅ ࡏछ झߤ  ంۨన n߅సంబం ړ ࡹߩంڵ࠭ 
సంఖङ .޴ంޔڷࡏ߭ 
बࣃ   నం ࠴దܽ ࣃब నంࡓ ࡹండవ ࣃब నం ࠮డవ ࣃब నం మޔڷࡏ߭ ࠾ࡍం޴ అం݄ వ ࣃब నంࡹ సంభ࢑ంۯn n 
సంఖङ छ޳ 1 ߘ छ޳ 1 ޴ంޔڷࡏ߭ బܽदڒ ޴ంޔం۪߭ ࡌ  n n nړ0 ړࡍవۨ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ޕठڷత ࡌ
छڙࣅ హరణ ఏంటం݄ , మనం޳లన  ఉࢣࡍంۨ ప߅సంబం ړߖ޵ బܽदڒ ޴ంܿంڕࡏۯ झߤ  ڕߩంڵ࠭ 
फనऒࣆగࠫࡗߩ ओߩ बర సంఖङࣄ भ ఒక޵ڜڼࡍ߭ పదం , ݡ ऒߕࣆ  దగ ړ ठరڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ऴࠆڴ a1 a2 a3 a4 
సओ ݟంߘ షदంڴ ఉంܿం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߖ޵ , ޴ంޔࡱ޶క ߩ࢙   దృࢳदࡹ ఉం۪ߖڕ మనం ڜన޳ڵࣃभ ం మࡖక 
పࣾࡎ  దయڕࠬ ߘߝ ࣄۯ ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿ࠴ 4 ࠑ 3 3 ࠑ 2 2 ࠑ 1 0 ڴదࡷన ऴకࠪߖऒ  పࡍగށంచంݟ, 
बࣃ फ వ࣋۫ ߖన࢐ܽࡷద࠴ ࠾ࡍమ ࠑ న࣒ 1࠳ ޴फ అ࣋۫ ߘߕ࠮న ࡏࠬ నంࡹ పదం ఏࠫ݇ n n n
ధङࣃ యడంࡌ ओߩఎలऱ ޙ࠳ .޴ంޔݡంచబۨࣇ ݢ
 ఈ ऴకࠪߖऒ  పࡍగށంచంݟ ఇߩओ ࢐ङ న࠳࢑ధ ޻అ ࡹహరణ޳పܽ ఉߘ࠭ ݡ भ޳ۯ మం࠻ ం అం݄ ߭దभڴ޴ n 
మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ړߖఈ ऴకࠪ ݡ ం ఇకए డ ߕࣆऒ  1 అۨࣇ ߘߝ ߖంۧߘ 
మ࠴ ࠾ࡍదܽ పదం 0 అߩۮ ߖओ మధङ 1 ࠾ࡍమ 0 ޴ఇ ,2 ࠑ ండవ పదం 1ࡓ 1 ޴ం , ఇ޳ంڕ  మధङ  ࡹ
ఉంܿం޴, ఇ࠮ 2 8 ޴డవ పదం 2 3 ࠑ ఇ޴ ఎڕए వ  1 2 ࠑ కం݄ ࠬߖߖ޳ ࡏ గమߖంచవ۪ऐ  కం݄ 1 ޴అ ߗڒ 
తڕए వ ڒబܽद ఇకए డ ఎకए एڕऱ 1 కం݄ తࢁమ ݩ వڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇ3 ޴ అޙ࠼ ఇ޴ a3 a4 by 4 a3
కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఎకए ఇకए ݩ డ మࡏࠬ ࠾ࡍ మߖࡍऒ ంచవ۪ऐߖగమ ߘంటऱ࠼ߦ  .
झڡࣄ ࠻߸   మ࠾ࡍ 
ఈ ఉ޳హరణ వరڕ ఉనऒ డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖఅ ࡱబంధనߖ    ఒకړߖ޳ దగ ठరڴ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ c onerned 
ऱߦ  ߯ ݋  
ఆ߄రపడڕంࡖ࢘ ݞక పదमݞږ ࡹޒ గమߖంచవ۪ऐ , మనం 0 1 3 ࠑ 2 2 ࠑ అߝ పߖ޳ऒ  ऴ޳࢐भ ం మ࠾ࡍ వ n 
పదం అం݄ ࠳న࣒ 1 అڵࡍޒ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ओߩఇ ޶ڒ ࠑ న࣒ 1࠳   ండవ n by n 1 nࡓ 0 ࡱబంధనߖ ݡ
పదం ࢐సफ࠳ 1 ړߖ࢐న࣒ 1 ࠮ 2 ࠑడవ పదం 1 ࠳న࣒ 1 3 ࠑ మ࠾ࡍ వ పదం 1 ࠳న࣒ 1 ࠑ ࠬ ఇߩओ n ݡ n 
ఉనऒ ओߩ छ޳ ࡏఊࣕంచగల ࡏࠬ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ  n 1 n ࠾ࡍమ ڴ޴న ߭దभ޶నంࡍࠪ ڴ޴దभ߭ ࡌ
߭దभޔࡏࠪ ڴ޴ం޴, 
త޳छ ఆ సంఖङ ࠑ న࣒ 1࠳ 1 ࡌ దగ ړ1 ࡱ ठరڴ వࣃफ  n.࠼
 ఈ ऴపޙङ క ఉ޳హరణړ సంబం߅ంۨనంత వరڵࡍ߭ ڕనߩओ ओߩऱనࢀࢗ ߩ࢙ ݭఎం ࡽ࠼݃ ࡏࠬ ޳ࡶ ݡ  n  ݡ
छڙࣅ झߤ కएࡅ   ऴకࠪړߖ సంబం߅ంۨన ߖబంధనړ1 ࡱ దగ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరڴ వࣆफߕऒ . ࠼
छ޳ అ࢑ ݟయంۯ ࡽڒࡎ ࡹహరణ޳పܽ ఉߘ࠭  छ޳ ࡌ छڙࣅ ࡌ झߤ  1 ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभڴ޴ n n 
ओߩనࡍࠪ దగ ࡮ۧ ړ0 ࡱబంధనߖ ݡ ठరߕޔࡏࠪ ڴऒ  n ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴దभ߭ ࡹహరణ޳ఈ ఉ ࠾ࡍమ ࠼
మࡗߩ ߩ࢙ ࡏࠬ ࠾ࡍగࠫࣆफనऒ ओߩ పओۮ ݡ छڙࣅ ޴క ࠪరठం ߭దभࡖమ ړߖݞ झߤ కएࡅ   e nd ړ1 ࡱబంధనߖ 
దగ ठరڴ మړ1 ࠾ࡍ దగ ठరڴ ఉంܼ࠼.
 మనం మࡖక ఉ޳హరణڜ ޜన޳ڷࣃం అం݄ ڙࣅछ झߤ అనంతం సओ ݟంߘ సࠪనం 1 ړ1 ݋ࡐ  షदంڴ nn 
ఉంݞలం݄ మనం మߖڜࡍऒ  ప޳ల޳ۯ ޑࠉ܉ ߘभ ం 1 ࡓ 2 ݋ࡐండవ పదం ࠮ 3 ݋ࡐడవ పదం మ࠾ࡍ  n 
వ పదం ݋ࡐ మڒ ࠾ࡍబܽद ఇ޴ ఒక అనంత࠳న ऴకమం ڒబܽद మనం ఇంతڕ ࠭ంࣄۯ ޶న ࢐ङ ऒߖࠪ࠻  n 
भ޳ۯ ం అం݄ ߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞంచߖగమ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ भ޳ ం, n n 
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߭దभ޴ అ࠼నߩओ  n ޴దभ߭ ݟంڝफం۪ࡏڷ ݡ
అ࠼నߩओ కएࡅ వంద ڕహరణ޳ఉ ݡ .లం࠮ 
 పࡓ ࡱ࢘ ޴ం݋ࡐ ݡ కం݄ పࡱ࢘ ޴ ߭దभ݋ࡐ 100 ޴ కం݄ ఎڕए వ, అం݄ 10 మ࠾ࡍ ఆ ࢑ధంࡏࠬ ڴ ऴకమం 
నऒڕࡏۯ ڕߩంڵ࠭ ओߩ ऒߕޔࡏࠪ ڴదभ࢑߭ ࠾ࡍమ ڴదभ࢑߭ ࡱబంధనߖ ݡ  ࠾ࡍమ ࠼
అర ࡏࠬ बంࡹ ఈ ߭ڷࡏదల ߖయంऴޒంచబడ޶.
ంచవ۪ऐ߭ ߘవࡱ࢑ ల޳ప ࡏࠬ   n ڴ޴దभ߭ ,ݞంڕڒ ࡹహరణ޳పܽ ఉߘ࠭ ࡹహరణ޳బܽद ఈ ఉڒ 
మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ కएࡅ ऴకమం ,ݡ దగ ړ ంతڜ ࡱబంధనߖ  ठరڴ ࠪరߖݞऒ pa.࠭ࡶంచߖగమ ࠭࠲ 
एڕకం݄ ఎ 1 ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ࡮ 2 ݋ࡐ ండవ పదంࡓ దܽ పదం 1࠴ ޴फ, అ࣋ۯ ࠆڴऴ ߖߖ޳ ࡏࠬ  వ ࠮డవ 
పదం 3 ݋ࡐ, ఇ1 ޴ కం݄ ఎڕए వ మ2 ݋ࡐ ࠾ࡍ కం݄ ߭దभ޴.

ఇ4 ݋ࡐ ޴ ఇڒ 2 ޴బܽद ڕࠬ ߘߝ ఏ ߭దभ సంఖङ ఇۨऐ ߘ ऒߖ޳ఒక ప ࡹఈ ऴకమం ߕ  కھߘనవ۪ऐ  , ఆ  a 4 
పదం ߘߝ ఇۨऐ న సంఖङ  కం݄ ߭దभڴ޴ ఉంܿం޴, ఉ޳హరణ100 ߘߝ ڕ అߖ అڕߘం޳ం, ఉ޳హరణڕ 
एڕకం݄ ఎ 100 ࡹఈ ऴకమం ࡏࠬ వ పߖ޳ऒ  ఎలऱߩओ నవ۪ऐھߘక ݢ  ,ݟనంھߘక ߖ1001 
ఇ࢐ ޴సफړߖ࢐ 
పࡱ࢘޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ మ࠾ࡍ ప࢘޴ల݋ࡐ ڕ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఒకܽ వంద కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद వంద 
కం݄ ఎڕए వ ߘߝ ప࢘޴ల ఒక పߖ޳ऒ  కھߘనగలߘ, అ޴ వంద కం݄ ఎڕए వ ఇߩओ క సంఖङࡖమ ߘߝ ݡ  కం݄ 
߭దभ సంఖङ ఇ ߘ ऐۧ ం వంద ఇపओ޳ంڕߘఅ ߘ ంۨన సంఖङ޴అం ࡏࠬ ڔܽ  కం݄ ఎڕए వ పߖ޳ऒ  k 
కھߘనవ۪ऐ  , ఇతర ప޳లࡗߩ ࡏࠬ ࡹగࠫࣆफనऒ ओߩ కएࡅ ऴకమం ݡ  ڴదभ࢑߭ ࠾ࡍమ ڴదभ࢑߭ ࡱబంధనߖ 
ऒߕޔࡏࠪ फనऒࣆߧసࠬ ࡱబంధనߖ ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ बర సంఖङࣄ   ఏ޵ కھߘనబడ޶ࡶ.
 మࡖక ఉ޳హరణڜ ޜనࣃగంڙࣅ ݟछ झߤ న࣒ 1 పవ࡛n࠳ వ పదం ݟంచంށగࡍప న࢑ࡷద࠴ న࣒ 1࠳ న࣒ 1 1࠳ 1 

 ప ऱ࣒ ఇకए ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ޴న࣒ 1 పవ࡛ 3 ఇ࠳ ండవ పదంࡓ 1 ޴రऴసం ఇޔన࣒ 1 చ࠳ దܽ పదం࠴ 1  డ n 
ओߩనࣄۯ ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ ڴ޴దभ߭ ߖ ࡏࠬ , ࡹఇతర ࠪటల ࡏࠬ छڙࣅ ݡ झߤ n ,޴फంࣆగࠫࡗߩ ߩ࢙ ߩంڵ࠭ 
छڙࣅ झߤ  1 మ1- ࠾ࡍ మధङ झߤࠔ ڵࡍޒ   అޔ࢓ం޴, అ޴ߝ ఓࡌߪ ݭप ంకం అ࠼న ߭దभ సంఖङ  అޙ࠼  ప ऱ࣒  1n n 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  పదం 1 అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ߭దभ సంఖङ  అޙ࠼ అ޴ సࡌߪ ࡍप ంకం n 
అ࠼నటऱޙ࠼  ప ऱ࣒  1 అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ పదం ࠳న࣒ 1 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद n ode n 
फనऒࣆగࠫࡗߩ ओߩ మనం ఖۨऐ ߖన࣒ 1 అ࠳ ޳ࡶ 1 ࡱబంధనߖ ݡ తంۮ ڴపओ .࠭ࡶ
 ఇࡅ ޴కए छ޳ 1 ࡹహరణ޳దܽ ఉ࠴ ࡏࠬ  బܽदڒ ޴ఉంܿం ݟరప߄వ߯ ఆࡱ࢑   పܽ n nߘ࠭ ࣋۫ ࡌ
ఉ޳హరణలߘ ఏڔకృతం ۯయడం ޳छ కएࡅ ऴకమం ࡌ దగ ࡱబంధనߖ  ठరڴ వۯऐ  సంఖङ  ࠭࠲ ߘ
కھߘన࠭ࡶ.
  అ޴ అޔ࢓ంࡓ ޴ండవ ఉ޳హరణߕࣆ ࡹऒ దగ ړ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరڴ ఉనऒ ओߩ  డవ n࠮ పదం ݡ
ఉ޳హరణࡹ ఒకړߖ޳ దగ ठరڴ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ 

ऒߖబܽद అڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ ڴ޴ంచడం వలన పదం ߭దभ߭ ߘ  ఒక n ޾ఏ ړࡍవۨ ࡱబంధనߖ 
ࡍߖ भషद సంఖङ దగ ڕ ठరڴ ఉంܼయۮ ࠭࠲ ߖపओ .࠭ࡶ
 ۨవࡍ ఉ޳హరణߖ ࡹబంధనࡱ ߭దभڒ ࢑నపओ ఇపओ ߗڒ ,޴ంޔ࢓న࣒ 1 అ࠳ ޳ࡶ 1 ޴అ ,ڔܽ  ࠭࠲ ڔܽ
సంఖङ ऒߖబܽद అڒ ࠭ࡶనھߘక ߘ ࡍߖ ఈ ࡱబంధనߖ  भషद సంఖङ దగ ڕ ठరڴ వࣆफߕऒ  ࡱహరణ޳బܽद ఈ ఉڒ ࠼
ऴకమం ऴపవࡍ फంۯ సందࡌग ऒߕఉ ࡱ య࢑ ߖవࡍంۧߘ ࡯ ߭ంۯ పదం సంఖङ దగ ڕ ठరڴ ఉం࢑ ݦధంڴ మ࠾ࡍ n

ओߩంۨన߭ ߘ కएࡅ ऴకమం ݡ बర సంఖङࣄ ࡱబంధనߖ  गࡌసంద ߖఉండ ࡹసࠬపం ڕ ऒߕఉ ࡱ n ݡంࡓ ఈ ,࠼
సందࡌग లۯ ࡏ࢘ ߘయ࠭࠲ ړߖݞ కనछ ࡓ णంڙࣅ ݋छ झߤ  మݧ ࠾ࡍవࡓ णంڙࣅ ݋छ झߤ  అߝ ప޳లߘ 
అనࡍڒ߅కంڴ పࡍచయం ࣃۯफ ࠭.

ऴࡅ ށࢩకए  వ పߖ޳ऒ  ߭ంۨనߩओ बర సంఖङࣄ ఒక ݡ దగ ڕ ठరڴ వۨऐ నటऱޙ࠼, ऴకࠪߖऒ  కࣆࡱफం޴ అߖ   n n
పओۮ బޔݡం޴ సࠪۧߖࡌऒ  ऴ࢐యߖవछ ంݟ  ఒక ऴకࠪߖऒ  అړ1 ޴ߝ సࠪనం, అనంతం అߖ l n ann 
ओߦۮ లం݄ 

ओߩనڵࡍ߭ ఒక సంఖङ ݡ నంత దగڵత ڕ ठరࡍࠪ ڴనటऱ࠴ , ޙ࠼దܽ ఉ޳హరణߘ , n ana ns 
छ޳ ڴఅన ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ऒߖऴకࠪ ࡌ  1 ߭ంచడం వలన ߖబంధనړ0 ࡱ దగ ठరڴ ఉంܼ࠼ .n n 
 
ఉ޳హరణࠑ 1 ,ڕ ప޳ల ࢑షయంࡹ సంఖङ  ఒక పదంڴ ఉండక߱వచऐ  n l ړపదం 0 ޙ࠼అ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖ
దగ ठరڴ మ࠾ࡍ దగ ठరޜࡏࠪ ڴం޴, అޙ࠼ ఏ పదం ఖۨऐ తం޶ڒ 0 ڴ.
 n 
వంܽ సంఖङ  ఉనऒ  అܿవంܽ ڙࣅछ झߤ కएࡅ ށࢩऴ ࡱ   అߖऒ ంచడం దగ߭ ߘబంధనలߖ  ठరڕ వۯऐ  l l ޴
కనछ ࡓ णం݋ అంܼߖߖ޵ ,ࡏ అంܼࡏ ఆ ऴకమం ࡅకए  పߖޒࠫࡍ సం܉थ ࠪనంࡹ మనం పޒࠫࡍ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ l 

అనంతం ࢙ڷ࠴ ߩठ ۫పడం ړ సࠪనం అߖ ऴࡅ ށࢩకए  పޒࠫࡍ అంܼࡏ మ࠾ࡍ అܿవంܽ ऴకࠪߖऒ  n ll
కనछ ࡓ णߤझ  అࡱߧ ߖవబݦ సంఖङ దగ ړ ,ంۨ߭ ߖ ం݄ڕࡶ  ठరڴ వۨऐ నߩओ ऒߖఆ ऴకࠪ ݡ ࡓవݧ  णߤझ  l n a l 
అంܼࡏ , ఒక ఫంࣾࡅ ߤకए  పࡏڷ ߖޒࠫࡍफࡏ࢐ ߝڕࣆۯ ఇ޴ ఒక ࡍߖ भషद సందరग ం అߖ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ  s 
ఈڙछ झߤ  అݞږ ޴ߝ ఒక ఫంࣾߤ, మనం ఈ కనछ ࡓ णߤझ छڙࣅ  झߤ ళࢗ ړࡹలࡌ࢑వ నࡷద࠴  ऱవ޶भ, అޙ࠼ కߗసం 
అనࡍڒ߅కంڴ ఒక ڙࣅछ झߤ  కనछ ࡓ णంڴ ݋ ఉండܼړߖ అర बం ఏࠫܽ మ࠾ࡍ పࡅ ޒࠫࡍకए  అర बం ఏࠫ݇ సओ షदంڴ
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ఉం࡯ݞ అ߯ߖ޳ߝ మనం కనछ ࡓ णߤझ కएࡅ   ఖۨऐ త࠳న ߖరछ చనం߯ ߖవࣄంచ࠭.
छڙࣅ  झߤ  కనछ ర लߤ మࡏࠬ ࠾ࡍ అధङ యనం ࣄۯన ఫంࣾࡅ ߤకए  ప࠴ ޒࠫࡍదࡷన࢑ 
కనछ ࡓ णߤझ కएࡅ   అనࡍڒ߅క ߖరछ చߖߕऒ छ޳ వడంڝࣆࡱޘ  ऒߕఉ ݟంచబߖ߄సంߘఅ ࡌ ऒߖڜࡍమ ,࠼  
ఉ޳హరణలޜ మనం ऴڔߦ द࣒ भ޳ۯ  ం ڙࣅछ झߤ సࠪనం, ఇకए ړߖޑఅనం ݟంߘ   డ ఒక  ࠑ ࣋ए छ ann 1 ړ ࡛ 5 n 
సࠪనం  ݋࣊ ߘߝ సం܉थ మనం ఇపओ  ,ߘంۧڵࡆఉప ߖ ݋ڙࠈऴ ڴࡱ޶బ ړߖߕࠪ ܽవరڕ ఉపڵࡆంۨన 
थ܉సం ݋࣊ छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߘలހకరࡰండڕ ࡮ఇ ڴࡱ޶బ ړߖߕࠪ ऒߖఒక ऴకࠪ ݞږ ࡌ  
ంచవచऐۨࣇ ओߦۮ ߖ ऒߖంܽ ऴకࠪ࡮అం݄ ఇ ,࡯  ऴ࢐యړߖݞ బڴࡱ޶ 
మనం ఈ పదमݞږ ࡹޒ ऴ࢐యవ۪ऐ .
 ړߖ܉ߖ 
ఇ޴ ఒక ࣊ڙࣅ ݋छ झߤ అర ߝఅ ޶ందۮ ళంڿగందర ޜ  बంࡹ ఇ޴ మࡍంత ࣇచߕతघ క࠳నదࣆ࢑࠙ ߘߝ ߖफߕऒ ,ߘ
అࡍߖ ޙ࠼ भషदంۯ ݋࣊ ڴయబడ޶ࡶ.
ऒߖల ऴకࠪڒల࠮    ఇߩओ ऒߖమనం ऴకࠪ ݡ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం మ࠾ࡍ ࣋ए छ छ޳ ࡛ घࡏ߷ ࡌ छ޳ ࡮ వ పదంn pi n ࡌ
ఇవछ బݟన ऴకࠪߖऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం, ఇߩओ  ݡ

߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ కएࡅ ऴకమం ݡ  n ࡏࠬ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕబంధనలߖ 
ఊࣕంۧలڕߘంܿߕऒ .ߘ
छ޳ ండవ పదం 5ࡓ దܽ పదం 5࠴   छ޳ డవ పదం 5࠮ ߩచదర 2 ࡌ छ޳ లठవ పదం 5ߕ ߩచదర 3 ࡌ  4 ࡌ
చޔరऴసం మ࠾ࡍ కߘక లవం 5ߖ ڴర प࠼ంచబݟందߖ మ࠾ࡍ ࣔరం 2 చదర3 ߩ చదర4 ߩ చదరڴ࡮ ߩ 
.޴ఉంܿం   ࡹరంڒࣃరऴޔచ 100 ݟంߘ 100వ పదం 5  ݟంచంߖగమ ߖందڵࡍ߭
 పࠫࡍత ప޳ల సంఖङ  తపओ  
ऒߕࣆ దగ ړ ठరڴ  మ࠾ࡍ దగ ठరڴ అవछ ంݟ.
छڙࣅ  झߤ औߖఇ ݟంߘ 1 ޴ߝఅ  ڡࣅ  సࠪనం, ఇకए ړܾߖ డ ࠳న࣒ 7 పవ࡛ 6 ޳छ  పవ࡛ 6uence ann a 4 n n ࡌ
 ప ऱ࣒ छ޳ 3  ఇవछ ࡌ బޔݡం޴.
 ऴపశऒ  ߭దभڴ మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ కएࡅ ऴకమం ݡ  n ݟంచంߖగమ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ڕబంధనలߖ 
ఇۨऐ ޳ࡶ న ऴకࠪߖऒ రߖ  प࠼ంచంݟ ఇۨऐ న ߷ర޳ ࠹छ కనछ ࡌ ࡓ णం޳ࡶ ݋ అ޶ڒ ࡮ అ޴ߝ అనంతం ࢙ߩ n 
నऒޔߩ۫ ठڷ࠴ ओߩ ఉండక߱వ۪ऐ ڴܽࣇ డటం۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ , అޙ࠼ మనం ڜంత ࡏࠪࡏޑ 
भ޳ۯ ం మߙ ߘߝ ࠾ࡍङ మࡔట࡛ ߘంݟ పవ࡛ 6߄ࣃ ߖరణం ڕࣆޓ ڴంܿనऒ ऱܿ ऴ࢐యవ۪ऐ  n ޴బܽद అڒ 
జޔڷࡏంࠑ 4  ޴ పవ࡛ 6 ࠳న࣒ 7 ࠑ పవ࡛ 6 1 ప ऱ࣒  పవ࡛ 6.n n n ࠑ 3 
 ఇߩओ ప 1 ࠑ న࣒ 7࠳ పవ࡛ 6 ࠑ పవ࡛ 6 ࠾ࡍమ ޴ంޔݡయబۯ भ޶పవ࡛ 6 ర ݡ ऱ࣒  పవ࡛ 6.n n n n ࠑ 3 
 ఇߩओ ऴ࢐యవ۪ऐ ڵࡍޒ ߖపవ࡛ 6 అ ݡ .n 

छ޳ ओߩనࡍࠪ ڴ޴దभ߭ ࠾ࡍమ ڴ޴దभ߭ ࡌ ړశ 6 ݡ फ 6ړ దగ ठరڴ మړ0 ࠾ࡍ దగ ठరޔࡏࠪ ڴం޴,  n 4 n n 
ఎం޶కం݄ ࣔరం శړ फ 6 ߭ޔڷࡏంڒ ޴బܽद ఇޔࢂࢗ ړ0 ޴ంڒ ޴బܽद ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ ప  ݡ ऱ࣒  3 n n n 1 
छ޳ ङߙ ޜరడంࠪ ڴ޴పవ࡛ 6 ߭దभ ࡌ మࡔట࡛ ࠳న࣒ 7ړ తڷठޔం޴.n 
ండవ సమघࡓ   छ޳ ݡ࠮ ޴ంޔࢂࢗ ړ ޕࡏࠪ ړ ࠆ ߤపవ࡛  ఇ ࠑ  అం݄ ݋ 3 ࡏపవ࡛ ఆ ࡌ n 6 0 inity n 
ऒߕࣆ దగ ړ ठరڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣔరం ఒక పऱ࣒ ऒߕࣆ  దగ ړ ठరڴ ఉంܿం޴, ఫ࡯తంࡏࠬ ڴ గమߖంۨనߩओ  n ݡ
߭దभڴ޴ మ࠾ࡍ ߭దभࡍࠪ ڴ޴నߩओ బܽद ఇۨऐڒ ޴ంܿంڕࡏۯ ړన࣒ 7࠳ ݡ న ऴకమం కࣆࡱफం޴ మ࠾ࡍ 
ప࠳ ޒࠫࡍన࣒ - ऐࡍంత చࡍంۨ మࡍڷ ऴకమం ࠭࠲  फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ తޒ࢐ࡏ తరగړࡹ ࣒ࡎࣄ ࡹޒ ऴప࢘ࣃࢢफ ࠭ 7
ధనङ  ࡱ޳࢐
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