
  पिहʞा ʩाƥानाǉा अनुŢम आिण मािलकेवरील दुस̴ या ʩाƥानात ˢागत आहे, 
हे ˙ʼ झाले पािहजे की अनुŢमानुसार ते अनंताǉा बरोबरीने 1 ʉणून िवˑाįरत ˢŝपात िलिहलेले आहे आिणann 1 a 2 a 3 
 ȑामुळे वर आपला अथŊ असा आहे.
 फंƕन पासून पयōत आपण वाˑिवक ŢमाबȞल बोलत आहोत आिण įरकिसŊʬ फॉʄुŊलासह अनुŢमाचे वणŊन करǻाचे f n r 
िविवध मागŊ ʉणजे अनुŢमाचे एक िविशʼ  पद ȑाǉा पूवŎǉा एक िकंवा अिधक पदाǉा संदभाŊत ʩƅ केले जाते आता आपण चे a 
Ůितिनिधȕ करǻाचा Ůयȉ कŝया.
 आलेख वापŝन Ţम सामाɊतः  आलेखाȪारे अनुŢम दोन Ůकारे दशŊिवला जातो िवचार करा अनुŢम एक ते अनंताǉा बरोबरीचा ann 
आहे हे दशŊवǻाचा एक मागŊ ʉणजे आलेख वापŝन या Ţमाǉा काही संǒा ख̴ या रेषेवर िचɎांिकत करणे ʉणजे ʉणू.1 a 

आिण याŮमाणे एका िविशʼ उदाहरणावŝन हे अिधक ˙ʼ होईल की हा अनुŢम 1 ते अनंताǉा बरोबरीचा आहे,   2 a 3 ann 
जेथे हे मूळ Ȫारे िदले जाते ʩा संǒा मूळ Ȫारे िदले जाते आʉी आलेख वापŝन हे दशŊवǻासाठी  येथे खरा अƗ 0 an n n n n t 
आहे तेथे 1 2 3 4 5 आहे आिण ʉणून या िदलेʞा अनुŢमाǉा पिहʞा टमŊवर 
ʉणजे ŝट आहे ʉणून हे 1 ŝट 2 होणार आहे ते 2 पेƗा कमी आहे  1 पेƗा जाˑ ʉणजे कुठेतरी 3 हे ŝट 3 an as n 1 a 2 
असणार आहे जे ŝट 2 पेƗा मोठे आहे ʉणून ते येथे कुठेतरी आहे आिण 4 हे ŝट 4 आहे जे 2 आहे 5 आहे 5 ŝट 2 पेƗा मोठे परंतु 3 
पेƗा कमी हा आलेख आहे िदलेʞा अनुŢम मूळचे आपण दुसरे उदाहरण पाš या n 
अनुŢम हे 1 ते अनंताǉा बरोबरीचे आहे जेथे ʩा संǒा ला 1 बाय ने आलेखाने िदलेले आहे हे आपण खरी रेषा पाš या bnn n bn n 
की एक एक एक होईल दोन ʉणजे एक बाय दोन ʉणजे हे एक दोन ʉणजे एक बाय दोन जे शूɊाǉा मधला अधाŊ मागŊ b b b b 
आहे आिण एक तीन ʉणजे एक बाय तीन जो एक बाय 2 पेƗा कमी आहे तर कुठेतरी ʉणजे 1 बाय 4 जो अधाŊ आहे 0 b b 4 b 
आिण अधाŊ दरʄान ʉणजे हे आहे आिण याŮमाणे तुʉी पाš शकता की अनुŢमाǉा अटी b4 
शूɊाǉा जवळ आिण जवळ येत आहेत हा एक मागŊ आहे आलेखाȪारे Ţम दशŊिवǻाचा दुसरा मागŊ खालीलŮमाणे आहे की अनुŢम एक 
फंƕन आहे आिण ʉणून आपण िविशʼ उदाहरणासह ˙ʼ करǻासाठी संबंिधत फंƕनचा आलेख कŝ शकतो 
, अनुŢम ते अनंताǉा बरोबरीचा आहे िवचारात ƽा जेथे मूळ Ȫारे िदले जाते.ann 1 an n 

ǉा ने िदलेले ते हे संबंिधत फंƕन ǉा बरोबरीचे आहे आिण आपण या फंƕनचा आलेख िवचारात घेणार आहोत  n f f n r n 
ʉणून आपण अƗाǉा बाजूने ɘॉट केलेला आिण सोबत ɘॉट केलेला अƗ िवचारात घेऊ.x n 
 1 शी संबंिधत अƗ हे फंƕनचे मूʞ 1 आहे जे 1 आहेy 
 ȑामुळे िबंदू 1 1 आहे 2 शी संबंिधत आहे मी अƗावरील िबंदू िचɎांिकत करतो जे 2 शी संबंिधत फंƕनचे मूʞ ŝट 2 आहे ʉणून y 
आपण  ɘॉट 2 ˢʙिवराम ŝट 2 2 येथे ŝट 2 1 आिण 2 मȯे आहे.
 ʉणून हे 2 ˢʙिवराम ŝट 2 आहे आिण 3 शी संबंिधत फंƕनचे मूʞ ŝट 3 आहे जे 2 पेƗा कमी आहे परंतु ŝट 2 पेƗा मोठे आहे 
ʉणून कुठेतरी येथे 3 आहे ŝट 3 िकंवा 4 ǉा अनुषंगाने फंƕनचे मूʞ ŝट 4 आहे जे 2 आहे ʉणून आʉी 4 2 आिण असेच c  
ɘॉट करतो आिण हे िवलग िबंदू अनुŢमाशी संबंिधत फंƕनचा आलेख Ůदान करतात ŝट बरोबर आहे हा अनुŢम आलेख an n 
करǻाचा दुसरा मागŊ आहे 
हे ʉटʞावर , Ţमाǉा मूळ संकʙनेचा आलेख करǻासाठी काही उदाहरणांसह सराव कŝया, मी काही सम˟ा देणार आहे, सूũाने 
िदलेʞा अनुŢमाǉा पिहʞा पाच संǒा िलहा आिण अनुŢमाची वी संǒा ते अिधक 2 ǉा बरोबरीची आहे.n n n i 
  अनुŢमाǉा पिहʞा पाच संǒा सांगणे थोडे गोधंळात टाकणारे आहे हे माɊ केले पािहजे 
कारण आʉी िटɔणी केली आहे की अनुŢम 

पासून पयōत फंƕन ʉणून मानले जाऊ शकते अशा बाबतीत संबंिधत सूची असेल िकंवा ती मानली जाऊ शकते n r a1 a2 a3 
फंƕन ʉणून पासून पयōतǉा उपसंचाǉा बाबतीत , Ţम 1 ने सुŝ होतो हे आवʴक नाही ते उदाहरणाथŊ 6 आिण n r a 7 a 8 
असेच असू शकते परंतु अɊथा िनिदŊʼ केʞािशवाय Ţम सुŝ होईल असे मानू या.w 

हे 1 ǉा बरोबरीचे आहे ʉणजे यादीमȯे 1 समािवʼ आहे आिण ȑा करारानुसार आपʞाला िदलेʞा अनुŢमातील   ith n a 2 
पिहʞा 5 संǒा सापडतील पिहली संǒा 1 ते 1 अिधक 2 फƅ ɘिगंग कŝन समान आहे  1 ला 3 ɘिगंग कŝन a 1 n a 2 
िमळवले जाते बरोबर 2 या 2 मȯे 2 अिधक 2 आहे जे 2 मȯे 4 आहे जे 8 आहे ǉा जागी िमळवले जाते ǉा बरोबर 3 n a3 n n 
आहे ʉणून 3 ला 3 अिधक 2 ने गुणाकार केला की 3 होते  5 सह गुणाकार केला ʉणजे 50 ने गुणाकार केला तर 4 अिधक 2 a 4 4 
शी संबंिधत संƥेसह गुणाकार केला जातो जो 4 ते 6 असतो जो 24 असतो आिण हे सूũ मȯे 5 ǉा बरोबरीने 5 अिधक 2 a 5 phi 
मȯे जोडून िमळवले जाते जे आहे  5 ते 7 Ǜाची रſम 35 आहे या यादीमȯे 3 8 15 24 आिण 35 या पिहʞा 5 संǒा आहेत जर 
तुʉाला ते अनुŢम ʉणून िलहायचे असेल तर ते 3 8 15 24 35 इȑादी असेल आिण ʩा ̾थानावर येणारी संƥा असेल मȯे n n n 

इȑादी असू Ȩा आिण शƐ असʞास ʩा ̾थानावर फू ʉणून शɨ िलहावे असे नेहमीच सुचवले जाते  चा plus 2 n n nction 
फƅ पिहʞा काही संǒा सूचीबȠ करǻाऐवजी मला काय ʉणायचे आहे ते अनुŢमासाठी आहे आिण या सम˟ेशी संबंिधत ते नेहमी 3 
8 15 24 35 इȑादी ʉणून सूचीबȠ करǻास सुचवले जाते आिण नंतर ऐवजी ऐवजी ɘस 2 इ.n n n 
  फƅ 3 8 15 24 35 इȑािद िलिहणे, पिहʞा काही अटीचें कारण पॅटनŊ नेहमी ओळखता येत नाही , उदाहरणासह पुढे जाऊ  या सूũाने 
िदलेʞा अनुŢमाǉा पिहʞा चार संǒा शोधूया चौरस अिधक an is equal to n phi by 4.
 अथाŊतच हे फƅ संƥाȏक आहे परंतु या Ţमाशी संबंिधत सवŊ तपशील Ůथम टमŊ ːेप बाय ːेप कŝ या ʉणजे 1 ʉणजे 1 ते 1 चौरस
अिधक 5 बाय 4 जो गणना केʞास 1 ते 6 बाय 4 पयōत कमी होतो.
 3 बाय 2 मȯे सरलीकृत.
 दुसरी टमŊ बरोबर 2 मȯे 2 चौरस अिधक 5 बाय 4 आहे जी गणना केʞावर 2 ते 4 अिधक 5 बाय 4 पयōत कमी होते जी रȞ केʞानेa2 
9 बाय 2 पयōत कमी होते ितसरी टमŊ पुढे जा मȯे असेल 3 ˍेअर अिधक 5 बाय 4 जे गणनेनुसार 3 ते 3 पयōत कमी होते 9 9 a3 3 

Pru
tor
@
IIT
K



अिधक 5 बाय 4 जे 3 ते 9 अिधक 5 आहे 14 बाय 4 जे 3 ते 7 बाय 2 पयōत कमी होते जे 21 बाय 2 शेवटचे टमŊ असेल फाउंड ही चौथी 
संǒा आहे कारण Ůʲ तुʉाला पिहʞा चार संǒा शोधǻाची मागणी करतो 
4 ते 4 चौरस अिधक 5 बाय 4 आिण हे गणनेनुसार 4 ते 4 चौरस 16 अिधक 5 बाय 4 इतके कमी होते जे 4 मȯे िलिहता येते  21 बाय 4 
आिण जे पूणŊ संƥा एकवीस देते 
ȑामुळे या पिहʞा चार संǒा आहेत जर तुʉी पिहʞा चार पदांची यादी केली तर ती तीन बाय दोन नऊ बाय दोन एकवीस एकवीस 
एकवीस अशी असेल आशा आहे की मी ȑात कोणतीही चूक केली नाही.
  पुढील उदाहरण पुɎा तपासǻासाठी एक चांगला ʩायाम आहे, तुʉाला अनुŢम Ţमाची नववी टमŊ शोधǻाची मागणी करते एन हे 1 ते
अनंताǉा बरोबरीचे आहे जेथे ला वजा 1 पॉवर वजा एक Ɛूबमȯे नववा टमŊ िदला जातो ʉणजे ɘग कŝन नळ िमळवता an n n 
येतो  सामाɊ अिभʩƅीमȯे 9 ǉा बरोबरीने ʉणून नऊ इǅा वजा 1 पॉवर 9 वजा 1 इंटू 9 Ɛूब जो वजा 1 पॉवर 8 इंटू 9 Ɛूबǉा n 
बरोबरीचा आहे जो वजा 1 पॉवर 8 
मȯे 1 आहे आिण 9 घन 81 ते 9 आहे जे 7 2 9 आहे जे पुढील सम˟ा सोडवते उदाहरण तुʉाला अनुŢम Ţमाǉा पिहʞा तीन संǒा 
शोधǻास सांिगतले आहे  हे सूũानुसार वणŊन केले आहे समान ann is equal to one to infinity was an an 
आहे साठी वजा 1 वजा 1 पेƗा जाˑ साठी आिण आिण दोन आहेत  तुʉाला ससाǉा सम˟ेचे उदाहरण n n a 1 a 2 i 
आठवावे असे सुचवू इİǅतो 
की ǉा संदभाŊत एक िलिहǻाऐवजी आʉी ȑाǉा मागील संǒांǉा संदभाŊत एक िलिहतो आिण Ţमाचे वणŊन अशा Ůकारे करतो की n n
ʩा संǒा मागील संǒांǉा संदभाŊत ʩƅ केली जाते याला पुनरावृȅी संबंध िकंवा ते ʉणतात.
 याला अनुŢमाची पुनरावतŎ ʩाƥा ʉणतात आिण येथे तुʉाला वजा 1 वजा 1 ǉा बरोबरीची पुनरावृȅी ʩाƥा िदली आहे आिण 
पुनरावृȅी 1 आिण 2 या संǒांनी सुŝ होते जी 2 िदली जाते .
 खरं तर 1 2 आहे आिण  ʉणजे 2 ʉणजे हे िदʞास तुʉी पेƗा जाˑ साठी पुनरावृȅी कशी सुŝ कŝ शकता हे a 2 n n an 
मागील टमŊ वजा 1 ʉणून पįरभािषत केले आहे ʉणून ला ǉा बरोबरीने įरकिसŊʬ संबंधात 3 ठेवले जाईल 2 वजा 1 आिण a 3 n 2 a
2 िदले जाईल  2 2 वजा 1 असणे जे 1 आहे
 ȑामुळे तुʉी हे िनरीƗण केले पािहजे की िविशʼ संǒा िमळिवǻासाठी įरकिसŊʬ ʩाƥेमȯे ǉा सूũासह अनुŢमाचे वणŊन केले आहेn 
ȑाŮमाणे आपʞाला मागील पद शोधावे लागेल आिण नंतर ते ɘग करावे लागेल.
  मागील टमŊ आिण याŮमाणे आपण आणखी एका उदाहरणासह पुढे चालू ठेवू 
या अनुŢमातील Ůथम ते चार संǒा शोधूया ann is equal to one to infinity was an 1 is equal to 3 
आिण साठी वजा 1 वापŝन वणŊन केले आहे.an is equal to n n 
 2 पेƗा मोठे िकंवा बरोबरीचे हे िनरीƗण करा की या उदाहरणात पुनरावृȅी संबंधासह अनुŢमाचे वणŊन केले आहे Ůथम संǒा 3 आहे 
दुसरी संǒा पुनरावृȅी संबंध वापŝन 3 गुिणले 1 आहे जे 3 ते 3 3 वगŊ आहे ितसरी संǒा समान आहे 3 ते आिण a2 a 3 a 2 a 2 
मȯे 3 ते 3 चौरस आहे जे 3 घन आहे 3 गुिणले 3 हे įरकिसŊʬ ʩाƥेनुसार आहे जे 3 गुणा ǉा समान आहे जे आʉाला a 4 a3 
मागील चरणात आढळले आहे आिण  Ǜाचे Ůमाण तीन पॉवर चार आहे या चार संǒा शोधǻास सांिगतले आहेत परंतु नंतर या 
उदाहरणात आपण ǉा ̊ʼीने एक शोधू शकतो का ते पाš या लƗात ठेवा की पुनरावृȅी संबंध एक वजा वापŝन िदलेला पुनरावृȅी n 
संबंध 3 मȯे वजा 1 आहे 1 हे वजा 2 मȯे 3 आहे आिण उणे 2 3 मȯे वजा 3 आहे आिण असे Ţमाने लागू केʞावर आपण हे पाहणार 
आहोत की 
1 वेळा वजा वजा 1 असा िवचार केला जाऊ शकतो.n n 
 ʉणजे 3 ची घात Ǜाने 1 चा गुणाकार करायचा आहे ती 3 पॉवर उणे 1 आहे पॅटनŊ पहा जेʬा आपʞाकडे वजा 1 ची 3 ची पॉवर 1 n 
असते तेʬा 3 ची 2 वजा 2 असते आिण असेच जेʬा आपण  1 आहे की एक उणे उणे 1 आहे 3 ची घात उणे 1 आहे 1 आहे 3 n n 
आहे ʉणून  हे 3 पॉवर वजा 1 ते 3 आहे जे या उदाहरणात 3 पॉवर आहे जरी असा Ţम įरकिसŊʬ ʩाƥेǉा संदभाŊत िदलेला n m 
असला तरीही ती įरकिसŊʬ ʩाƥा वापŝन Ţमाने आपण ǉा संदभाŊत िलš शकतो याला ƑोǕ फॉमŊ एƛŮेशन ʉणतात n 

ʩा पदासाठी हे चे फंƕन ʉणून ʩƅ केले जाते जेणेकŜन कोणतेही िदʞास , मागील संǒा न शोधता िदलेʞा शी n an n n n 
संबंिधत पद काय असेल हे आपण थेट शोधू शकतो Ǜामȯे केवळ ǉा संदभाŊत ʩƅ केले जाते.an n 
  ƑोǕ फॉमŊ एƟेशन असे ʉणतात हे उदाहरण ˙ʼ करते की अशी काही Ůकरणे आहेत िजथे Ţम मूळत: पुनरावृȅी ʩाƥेनुसार 
िकंवा पुनरावृȅी संबंधाने ʩƅ केला गेला असला तरीही शेवटी आपण ȑाच Ţमासाठी बंद ˢŝप अिभʩƅी आणू शकतो याला 
पुनरावृȅी संबंध सोडवणे ʉणतात .
  िनिʮतपणे िदलेʞा पुनरावृȅी संबंधांचे िनराकरण करǻासाठी एक पȠतशीर िसȠांत आहे आʉी ȑाǉा तपशीलात जात नाही परंतु हे 
उदाहरण अपेिƗत आहे  लƗात ठेवा की अशी Ůकरणे आहेत िजथे अनुŢमासाठी िदलेला पुनरावृȅी संबंध ǉा ̊ʼीने Ţमाचा वा टमŊ n n
िमळिवǻासाठी सोडवला जाऊ शकतो अशी Ůकरणे आहेत िजथे 

ǉा संदभाŊत सूũापेƗा पुनरावृȅी संबंधांना ŮाधाɊ िदले जाते असे ʉटʞावर मला Ȩा  आणखी काही उदाहरणे देऊन पुढे चालू ठेवा n 
पण यावेळी वेगʨा हेतूने िवचार करा हा अनुŢम 1 ते अनंताǉा बरोबरीचा आहे जेथे ʩा संǒा ǉा ̊ʼीने िदलेली आहे ann n an n 

हे ˙ʼपणे सांगǻासाठी मला काही िलš Ȩा या Ţमाǉा अटी ʉणजे 1 दुसरी टमŊ ʉणजे 1 बाय 2 an is equal to 1 by n 
ितसरी टमŊ ʉणजे 1 बाय 3 चौथी टमŊ ʉणजे 1 बाय 4 इȑादी आिण पुढे आठवा तीच गोʼ Ťािफक पȠतीने दोन Ůकारे ʩƅ केली जाऊ
शकते, मी पिहला मागŊ वापŝ.
 वाˑिवक अƗात संǒा िचɎांिकत करताना हा वाˑिवक अƗ आहे Ǜामȯे नैसिगŊक संƥा िकंवा अिधक िवशेषत: गैर-ऋण पूणाōक 
दशŊिवला जातो Ůथम पद 1 आहे ʉणून हे 1 िȪतीय पद आहे 1 बाय 2 ते 0 आिण 1 ʩा ǉा मȯभागी आहे  is a 2 1 by 2 
आिण इथे कुठेतरी 4 ʉणजे 1 ते 0 आिण ǉा मधोमध आहेa 3 is 1 by 3 by 4 a2 
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 ȑामुळे हे आहे आिण असेच तुʉी अनुŢमातील घटकांǉा यादीतून िकंवा वŝन िनरीƗण करता?  आʉी जो आलेख तयार केला a4 
आहे की जसजसे आपण Ţमाǉा शेवटी एक एक कŝन दोन एक 3 1 बाय 4 इȑादी इȑािद अटी 0 ǉा जवळ येत जातात तसतसे 
आपण अनुŢम ǉा शेवटी Ůगती करत असता ȑानुसार संƥा वाढते  Ůथम ̾थान दुसरे ̾थान ितसरे ̾थान आिण असेच वाढते ʉणजे n 

वाढते ʉणजे ʩा ̾थानावर येणारी संƥा 1 ने असतेn n n 
 ȑामुळे ने वाढतो आिण तो शेवटी 0 ǉा जवळ येतो ʉणून या संदभाŊत िनरीƗण  उदाहरण ʉणजे जसे आपण Ţमाǉा n 1 n 
शेवटाकडे Ůगती करतो तसतसे आपण टमŊ वाढवतो आिण िनिʮत संƥा शूɊाǉा जवळ येते जी या n a1 a2 a3 a4 
आलेखावŝन ˙ʼ होते जी शूɊाकडे जाते हे लƗात घेऊन आपण पुढे जाऊ या दुसरी परीƗा कृपया Ţम 0 1 बाय 2 2 3 3 बाय 4 
इȑादी िवचारात ƽा, जसे मी तुʉाला पूवŎ सांिगतले होते की वजा 1 बाय असा पॅटनŊ पािहʞास ʩा ̾थानी कोणती संǒा आहे हे n n n 
िलिहणे शƐ असʞास नेहमीच सूचिवले जाते.
 या Ţमाचा िवचार कŝ या आता आपण मागील उदाहरणाŮमाणेच ʩायाम कŝ या ʉणजे या Ţमाचे काय होते ते पाš या कारण n 
मोठा आिण मोठा होत जातो तो करǻाचा एक मागŊ ʉणजे आलेख काढणे ʉणजे पिहली पȠत वापŝन आलेख वापŝन Ţम दशŊवणे.
  मी सुचवले आहे की येथे शूɊ आहे 1 आहे 2 ʉणू या आिण पिहʞा टमŊवर 0 आहे ही 1 दुसरी टमŊ 1 बाय 2 आहे जी 0 आिण 1 ǉा 
मȯभागी आहे 8 2 ितसरी टमŊ 2 बाय 3 आहे जी मोठी आहे  1 बाय 2 पेƗा तुʉी ȑाचे िनरीƗण कŝ शकता पण ते 1 पेƗा कमी आहे 
ʉणून कुठेतरी येथे पुɎा 1 पेƗा कमी आहे कारण ते 3 बाय 4 आहे पण ते पेƗा मोठे आहेa3 a4 a3 
 ȑामुळे इथे कुठेतरी आिण असेच तुʉी अिधकािधक िबंदंूचे िनरीƗण कŝ शकता 

सहा आिण याŮमाणे तुʉी पाš शकता की या उदाहरणापयōतǉा अटी fia c  
0 1 बाय 2 2 बाय 3 ही संǒा िलš या आिण ȑाचŮमाणे वजा 1 बाय ही संǒा पुɎा 1 ʉणून िलिहता येईल.n n 
 उणे 1 बाय n 
आता अटी 0 आहेत ना , दुसरी टमŊ ŮȑƗात 1 वजा 1 बाय 2 ितसरी टमŊ 1 वजा 1 बाय 3 आहे आिण वी टमŊ 1 वजा 1 बाय आहे n m 
आता तुʉी अंदाज लावू शकता की तेʬा काय होईल? बाय मोठा झाʞावर 0 ǉा जवळ येतो ʉणजे 1 वजा 1 बाय ही n n 1 n n 
संƥा 1 ǉा जवळ येईल.
 अशा Ůकारे हे िविशʼ उदाहरण 

वाढते िकंवा शेपटीǉा टोकाकडे जाताना संबंिधत आहे.n 
 अनुŢमाǉा अटी 1 ǉा जवळ येत आहेत .
 मागील उदाहरणातील अनुŢम 1 बाय लƗात ठेवा कारण मोठे आिण मोठे होत असताना अटी 0 ǉा अगदी जवळ होत होȑा n n 
आिण या उदाहरणात मोठा होत गेला आिण आपण ई कडे Ůगती करत असताना असे ʉणǻाचा दुसरा मागŊ मोठा आहे Ţमाचा n nd 
अटी 1 ǉा जवळ आिण जवळ येतात.
 आपण आणखी एक उदाहरण पुढे चालू 
ठेवूया ʉणजे अनुŢम ŝट हे 1 ते अनंताǉा बरोबरीचे आहे ˙ʼ होǻासाठी आपण आणखी काही संǒा सूचीबȠ कŝ या 1 ŝट 2nn 
दुसरी टमŊ ŝट 3 ितसरी संǒा आिण
 ȑामुळे  ʩा टमŊवर ŝट आहे आिण ȑाŮमाणे तो एक अनंत Ţम आहे आपण पूवŎ केलेला ʩायाम कŝ या ʉणजे मोठे n n n 
झाʞावर काय होते ते पाहǻाचा Ůयȉ कŝया आिण मोठे झाʞावर लƗात ठेवा मोठे झाʞावर मोठे झाʞावर शंभरचे मूळ n n n  
जे आहे दहा हे दोन ŝटǉा मुळापेƗा दहा हजार मोठे ʉणजे 100 ǉा मुळापेƗा दहा हजार मोठे ʉणजे 10 आिण अशा Ůकारे जेʬा 
तुʉी Ţमाǉा शेवटी Ůगती करता तेʬा संǒा मोǬा आिण मोǬा होत जातात आिण ही वाढ तुमǉा Ůमाणे िनयंũणात ठेवता येत नाही.
 पुढे जा, तुʉी अटीचें मूʞ वाढवू शकता अशा Ůकारे या उदाहरणातील मागील उदाहरणाŮमाणे हे लƗात येत नाही की जसजसे n n 
मोठे होत जातात तसतसे अनुŢमातील संǒा काही ǉा जवळ जातात.pa 
 आिटŊƐुलर ʬॅʞू जर तुʉी आलेख केलात तर असे होईल की पिहली टमŊ 1 दुसरी टमŊ आहे ŝट 2 जी 1 पेƗा मोठी आहे ितसरी टमŊ 
आहे ŝट 3 जे 1 पेƗा मोठे आहे आिण ŝट 2 पेƗा मोठे आहे.

जे ŝट 4 आहे जे 2 आहे आिण याŮमाणे मी तुʉाला जी काही मोठी संƥा देतो ती या Ţमात एक संǒा शोधू शकता जसे की ती  a 4 
संǒा मी िदलेʞा संƥेपेƗा मोठी आहे उदाहरणाथŊ समजा मी 100 ʉंटले तर तुʉाला या Ţमामȯे 100 पेƗा मोठी संǒा सापडेल.
 1001 शोधा 
ते ŮȑƗात दहा हजाराचे मूळ असेल आिण एक आिण दहा हजारांचे मूळ असेल आिण एक शंभर पेƗा मोठा असेल तर शंभर िदले तर मी 
एक संǒा शोधू शकतो ʉणजे दहा हजार एक पद जे शंभर पेƗा मोठे आहे आता समजा मी पेƗा मोठी दुसरी संƥा िदली तर  शंभर 
तरीही तुʉाला मोठी संǒा शोधू शकता दुस̴ या शɨात िदलेʞा Ţमांक पेƗा तुʉी जसजसे Ůगती करत जाल तसतसे Ţमाǉा am k 
अटी मोǬा आिण मोǬा होत आहेत
 ȑामुळे तुʉाला कोणतीही िनिʮत संƥा सापडत नाही Ǜाǉा जवळ संǒा होत आहेत आता चला चला  दुस̴ या उदाहरणासह पुढे जा 1
वजा 1 1 वजा 1 इȑादी Ţमाचा िवचार करा वी टमŊ वजा 1 पॉवर अिधक 1 पिहली टमŊ वजा 1 ˍेअर आहे जी 1 दुसरी टमŊ आहे n n 
वजा  पॉवर  जी वजा  आहे आिण इथे तुʉी जसे आहात दुस̴ या शɨात Ţमाǉा शेवटाकडे Ůगती जेʬा तुʉी ला मोठा आिण 1 3 1 n 
मोठा बनवता तेʬा Ţमाचे काय होते ते 1 आिण -1 ǉा दरʄान परत येते जर ही मोठी संƥा असेल जी ओड पूणाōक असेल तर n n 
अिधक 1 सम असेल आिण  संǒा 1 होईल आिण जर ही मोठी संƥा असेल जी सम पूणाōक असेल तर अिधक 1 ओड होईल आिण n n 
ʉणून संǒा उणे 1 होईल अशा Ůकारे पुढे जाईल ʉणून संǒा 1 िकंवा उणे 1 असतील हे आपण िनिʮतपणे सांगू शकत नाही.n 
 हे चे मूʞ काय आहे यावर अवलंबून आहे ʉणून आपʞाला अशी संƥा सापडत नाही की Ǜाǉा Ţमाǉा अटी जवळ येतात ȑा n 
मागील उदाहरणांचे एकũीकरण करताना आपण पिहʞा उदाहरणात 1 बाय पहात असताना ने अटीमंȯे बदल केʞामुळे काय n n 
झाले परंतु नंतर  ते बनते दुस-या उदाहरणात शूɊाǉा जवळ आिण जवळ ही संǒा जसजशी वाढली तसतसे ितस̴ या उदाहरणात n n 
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ही संǒा जवळ येते आिण ितस̴ या उदाहरणात ही संǒा मोठी आिण मोठी होत जातेn 
 ȑामुळे आपण असे ʉणू शकत नाही की सवŊ संǒा शेवटी काही िनिʮत संƥेǉा जवळ असतील शेवटǉा उदाहरणात जरी संǒा मोǬा 
होत नसʞा तरी एकतर 1 िकंवा उणे 1 असेल परंतु तरीही आपʞाला संƥा सापडत नाही जेणेकŝन सवŊ संǒा या िविशʼ संƥेǉा 
जवळ येत आहेत या उदाहरणांनी असे ˙ʼ केले पािहजे की अशी Ůकरणे आहेत िजथे अनुŢम वतŊन करतात  अशा रीतीने की वाढला n 
की संǒा संƥेǉा जवळ जाते आिण अशी उदाहरणे आहेत जेʬा वाढतो ʉणून अनुŢमाǉा अटी एका िनिʮत संƥेǉा जवळ n 
राहणार नाहीत या दोन Ůकरणांमȯे फरक करǻासाठी आʉी अनौपचाįरकपणे अिभसरण अनुŢम आिण िभɄ अनुŢम नावाǉा संǒा 
सादर करतो.
  Ţम अिभसरण असे ʉटले जाते जर Ţमाची वी टमŊ वाढवते आिण िनिʮत संƥेǉा जवळ येते मला मािहती िलš Ȩा  n n l lly a 

हे अिभसरण असे ʉटले जाते जर वाढले की sequence ann is equal to 1 to infinity n ana ns  
संƥेǉा पुरेशा जवळ येतात पिहले उदाहरण लƗात ठेवा ʉणजे अनुŢम 1 बाय हे वाढले की संǒा 0 ǉा जवळ जातात.l n n 
  लƗात ठेवा की ही संƥा अनुŢमातील संǒा असू शकत नाही , उदाहरणाथŊ 1 बाय ǉा बाबतीत संǒा 0 ǉा जवळ आिण जवळ l n 
होत आहेत परंतु कोणतीही संǒा 0 नाही.
 अशा Ţम Ǜासाठी संƥा अİˑȕात आहे जसे की Ţमाǉा सवŊ संǒा वाढवते ǉा जवळ येते याला अिभसरण ʉणतात l n  l 
याला ȑा Ţमाची मयाŊदा ʉणतात नोटेशनमȯे आपण ती मयाŊदा ʉणून िलिहतो अनंताकडे झुकत असतो बरोबर l n n an ll 
असतो याला अनुŢमाची मयाŊदा ʉणतात आिण असा Ţम आहे अिभसरण ʉणतात जर अशी कोणतीही संƥा नसेल Ǜासाठी l n 
वाढतो आिण ǉा जवळ येतो तेʬा ȑा Ţमाला िवचलन ʉणतात Ǜांना फंƕनची मयाŊदा आठवते ते समजू शकतात की ही एक l 
िविशʼ पįरİ̾थती आहे या अथाŊने  इƓŐ स हे देखील एक फंƕन आहे आपण या अिभसरण Ţम इȑादीǉा तपशीलात जाऊ नये परंतु 
िकमान अनौपचाįरकपणे एका Ţमाचा अिभसरण होǻाचा अथŊ काय आहे आिण मयाŊदेचा अथŊ काय आहे हे ˙ʼ असले पािहजे हे आपण
अिभसरणाǉा अचूक ʩाƥेवर िवचार करणार नाही.
  अनुŢम ŝपांतरण आिण आपण अɷास केलेʞा फंƕनची मयाŊदा इȑािद एकमेकांशी जोडलेले 
आहेत अिभसरणाची अनौपचाįरक ʩाƥा मािहत असʞाने आपण आणखी काही उदाहरणांसह सराव कŝ या हा अनुŢम 1 ते ann 
अनंताǉा बरोबरीचा आहे जेथे बाय वगाŊǉा बरोबर आहे येथे अथाŊतच  मी सेट नोटेशन ऐवजी कंस वापरला आहे मला असे an 5 n 
ʉणायचे आहे की 
आʉी आतापयōत वापरलेʞा सेट नोटेशन ऐवजी कंस वापŝन अनुŢम देखील दशŊिवले जाऊ शकते जे यासारखे Ţम 
िलिहǻाऐवजी आपण या पȠतीने देखील िलš शकतो िकंबŠना मला असे वाटते की हे या अथाŊने अिधक सूचक आहे की सेट Ţमाने 
गोधंळात टाकले जाणार नाही तर सेटमȯे काही िविशʼ नाही  घटकांचा Ţम आता आपण अनुŢमाचा िवचार कŝ या जेथे ʩा पद n 

हे सूũ Ȫारे वगाŊने िदलेले आहे आता मी तुʉाला अंदाज लावू इİǅतो की मोठे आिण मोठे झाʞावर Ţमाǉा अटीचें an phi n n 
काय होईल आपण काही संǒा सूचीबȠ कŝया  पिहली संǒा 5 आहे दुसरी पद 5 बाय 2 चौरस ितसरी संǒा 5 बाय 3 चौथी चौथी संǒा 5 
बाय 4 वगŊ आहे आिण ȑाŮमाणे िनरीƗण करा की अंश 5 िनिʮत केला आहे आिण भाजक 2 वगŊ 3 वगŊ 4 वगŊ इ.
  100 वी टमŊ 5 बाय 100 ˍेअर इȑादी असेल
 ȑामुळे तुʉी जसजसे मोठे आिण मोठे होत जाल तसतसे अटी 5 ने खूप मोǬा संƥेने 0 वर जातील.n 

 ȑामुळे ȑानंतरǉा जवळजवळ सवŊ संǒा शूɊ असतील असे नाही िकंबŠना Ůȑेक पद असेल.
 अटीचंी मयाŊिदत संƥा वगळता 
शूɊाǉा जवळ  आिण जवळ जा Ţम Ţम हे 1 ते अनंताǉा बरोबरीचे आहे जेथे ला 4 वजा 7 पॉवर 6 Ȫारे uence ann an n n 
पॉवर 6 अिधक 3 िदले जाते .
 Ůʲ असा आहे की जेʬा मोठा आिण मोठा होतो तेʬा Ţमाǉा अटीचें काय होते ते पहा िकंवा िदलेला Ţम िनिʮत करा  अिभसरण n 
आहे की नाही, िदलेʞा फॉमŊनुसार चे काय होते हे पाहणे कदािचत सरळ नाही अनंताकडे झुकत आहे पण आपण काही फेरफार कŝn 
या आिण िलिहता येईल कारण मी अंशाकडून पॉवर 6 सामाईक घेत आहेn 
 ȑामुळे ते होईल  4 बाय पॉवर 6 वजा 7 बाय पॉवर 6 1 अिधक 3 पॉवर 6.n n n 
 आता पॉवर 6 रȞ होईल आिण वी टमŊ 4 बाय पॉवर 6 वजा 7 बाय 1 अिधक 3 बाय पॉवर 6 ʉणून पुɎा िलिहता येईल.n n n n 
 जसजसा मोठा होतो आिण मोठा होतो 4 बाय पॉवर 6 0 ǉा जवळ होतो कारण ची पॉवर 6 वाढतेn n n 
 ȑामुळे हे 0 वर जाते
 ȑामुळे मोठा होताना अंश 7 वर कमी होतो ȑाचŮमाणे भाजक n 
1 अिधक 3 बाय पॉवर 6  दुसरा समॅट ʉणजे 3 बाय पॉवर 6 हा 0 वर जातो कारण ची Ůवृȅी आहे  इिनटी Ūी बाय n n n inf n 
पॉवर िसƛ हा शूɊाǉा जवळ येतो
 ȑामुळे भाजक एक अिधक शूɊाǉा जवळ जातो पįरणामी जेʬा तुʉी मोठे आिण मोठे होत असʞाचे िनरीƗण करता तेʬा वजा 7 n 
ǉा जवळ येतो
 ȑामुळे िदलेला Ţम अिभसरण होतो आिण मयाŊदा वजा -7 असते आʉी ŢमाबȞल अिधक चचाŊ कŝ आिण नंतर पुढील वगाŊत मािलकेत
Ůवेश कŝ.
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