
 
छڙࣅ ڡߧܼ झߤ  మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ ߯  ఈ ࠴దܽ ఉపߕङ छࣃ ڔࡍఅంద ࠬ ړߖࣃ గతం '࢑܋ ࡎ࢐܌ࡗతంڙࣅ ࡹछ झߤ  
మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ అߝ ప޳ల మధङ  ఎܿవంܽ ߘݞޙ ۫పవ޶भ , ఉ޳హరణڕ మనం సంఘటనల ऴకࠪߖऒ  
ओߧۮ నߩओ ओߧۮ ߖށࢩల ऴࣾࡎత పށగ ޳ࡶ ݡ నߩओ गࡌఈ సంద ޳ࡶ ݡ లࡹ ऴ݋ڙړ ࣒݃द ࠪङ  ߖఅ ࣒ࡎࣄ ۶
ओߧۮ నߩओ  ݡ
 ޳ࡶ
సంఘటనల ࢐రసޑछ ऒߖ छޑ࢐రస ల࢓फࣆవ ޳ࡶ  ऒߖ  ࢐రసతछ ంۨࣇ ڴంచړߖݞ ఒక ऴށࢩ 
ఉపڵࡆంచబޔݡం޴, అం݄ గށతంࡹ అ࢑܋ ࡎ࢐܌ࡗ ޙ࠼తంڙࣅ ࡹछ झߤ  మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ ప޳ల 
మధङ  మనం ఎ࡮ంܽ ࠡదం ۫పږడదڕߘంܿߕऒ ࠭  .
छڙࣅ  झߤ  మ࣒ࡎࣄ ࠾ࡍ అࡓ ߝంݡ పࡱ޳ ऴపޙङ క ࣃంޒښక అర बంޜ ఉపڵࡆంచబడ࠼ޑ, ఈ సమయంࡹ ఇ޴ 
సహజ࠳న ऴపశऒ छڙࣅ , झߤ  మ࠾ࡍ అߝ ప޳లޜ 
మనం ݟܔంచదۨ࡯న ࠚ࢑నऒ క అరޒښంࣃ  बం ఏࠫܽ ޳ࡶ ࣒ࡎࣄ అ࢑ ఎࠚ࢑ ࡮నऒ ంڴ ఉంܼ࠼ ఈ ࡓంݡ ప޳ల
మధङ  ఏߕ޼ సంబంధం ఉం޳ మ࠾ࡍ ఈ ऴపశऒ లڕ సࠪ߄నం ఇవछ బޔݡంࡏڝ , ޴झ  అࠚవృ޴म 
నऒޔ޶ంۮ ओߩ ఈ ऴపశऒ ݡ లڕ సࠪ߄నం ఇవछ బޔݡం޴  , ऴߦరంࠚంచړߖݞ గށతంࡹ పద ऴ޳۫ ߖށࢩभ ం, 
ऒߕफࣆۯ ޑࠉ܉ ߘߝ ߘహరణ޳దܽ ఉ࠴ .ߘ
पࡌߪ  ంࡱڒ ࠬకందࣄ࡯ޘ ڔࡍన ऱܿࡌߪ ڴप ంࡍߖ ݞږ ࡱڒ भషदంڴ ఉం࡮ݦ ధߕతघ క ࡌߪप ంڒలڴ8 6 4 2 ߖ 
యవ۪ऐۯ ޑࠉ܉  మ࠾ࡍ ۨవࡌߪ ݞږ ړࡍप ంకం 2 అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ మࡖక ఉ޳హరణڵ࠙ ߖ10 ڴంۯ n 
ऒߖߕ߄࢑  
ప޳࡯ࢣࡍभ ం.
  మనం ۮపओ ం3 ݟ.
 మనం ࢑࢑ధ దశࡹऱ ओߩంۨనڵ࠙ ޜ3 ߖ10  ऒߖڒణڷ సࡏన వ޴ం߰ ݡ भ޳ۯ ޑࠉ܉  ం,  ڒబܽद మనం ޑࠉ܉ 
 ణకంڷ ޻ం߰ ࡹయړ࢑భజన ऴపऴ ࡹయړ࢑భజన ऴపऴ ࡹయړऴపऴ ࡎ࢐ దశల ޴నۨ࡯యదۯ
.ం޳ం۪܊࢑భ బܽदڒ
छ޳ 10   .3 ޴ంޔڷࣃనڜ బܽद 3ڒ 3 ࡌ
3 3.
33 మڒ ࠾ࡍబܽद 
दߵ࣊  ࠑ  ࠭࠲  ࢙ రछߖ ߘ ߤ࢑జݟ ࣒ ࣕంۨనߩओ छࣃస ࠙గࡏవ ݡ ङࠪ ऒߖ छ޳ యడంۯ ޑࠉ܉  भశङ޻ఉ ߕ ࡌ ం 10 3
ఇ޻.
సమసङ ࡱ޻ంڕ   ఒక జత ڕంࢂ޻च  ఒక మగ మ࠾ࡍ ఒక ఆడ ߰లంࡹ ߭టदబݟంద࢑࠙ ߖంచంݟ, ఒక ߜల 
తࡌछ త ڕంࢂ޻च పకछࡍప ڴకంڵంࡷ  ం ۮంޑ޶యߖ మ࠾ࡍ ఆడ ڜతफ జత ڕం޻ళच ఉతओ ߘ  ߖफందࣆۯ फޒ
࠙࢑ంచంݟ 
ऒߖڜ ࡹలߜ  ࠼ఆడ ఉంܼ ࠾ࡍమగ మ ࡹࡍండవ జంట ۨవࡓ ,  ఆదరज వంత࠳న పࣄࡍबޔలߘ ప޳࡯ࢣࡍभ ం , 
चࢂ޻ంڕ  ఎపओ  ఆడ ࠾ࡍऱ మగ మࢁమ ࡹలߜ ޒऴప ݟంߘ లߜ ండవࡓ ࡱ޻ంڕ ఆడ ޒऴప ࠾ࡍమ ࢓߱ߖచ ڔܽ
అڜ ߝతफ జంట ڕం޻ళच ఉతओ ߘ ओߩۮ ߖफందࣆۯ फޒ ఒక సంవతझ  ࠾ࡍమ ޒबࣄࡍప ޴బܽद ఇڒ  ,ం޳ంڕ రం 
ۨవࡹࡍ ఎߖऒ  జతల ڕంࢂ޻च  ఉߕऒ  ࠼
అ޴ߝ ऴపశऒ , తర࢐త పࢲࡍए ర తరం సంఖङ ల ߘޑࠉ܉ ఉతओ ओߩۮ ߖफందࣆۯ फޒ  ,ం޳ంڕ
తघޑऴࡍۧ కంڔߕࠒ߸ ڴझ  సంఖङ సంఖङ ݦలవబߧ ߖఅ ࡱ ల ߘޑࠉ܉ ఉతओ .޴फంࣆۯ फޒ
 ఒక ߜల ࡓంߜ ݡలల ߜ ݡ࠮లలڕ ఎߖऒ  జతల ڕంࢂ޻ऱ ఉߕऒ एڝߘక ࡆ వړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ 
ۨవړࡍ ఎߖऒ  జతల ڕంࢂ޻ऱ ఉߕऒ .ం޳ంڕࣆࡱޘ ࡆ
 ఒక సంవతझ రం ۨవڕ ࡹࡍంࢂ޻च  ఉߕऒ  ఒక ࠾ࡍంۧ࠭ ఒక మగ మࠚరంߦऴ ޜࡱ޻ంڕ ఒక జత ࠭࠲ ,࠼
ఆడ ఒక ߜల ۨవڕ ࡹࡍంࢂ޻च  పࡍపకछ ం ۮం࠼ޑ޶, అޙ࠼ అڜ ޴తफ ڕంߘࡱ޻ ఉతओ  బܽद ఒకڒ ޶యۯ फޒ
चࢂ޻ంڕ ఒక జత ࡹతफం ߰లం࠴ ࡹࡍల ۨవߜ  మࢁच  ,ఒకܽ ࡹࡍల ۨవߜ ండవࡓ 
ఆడ ڕంࡱ޻ ఒక ڜతफ జత ڕంߘࡱ޻ ఉతओ छ޳త ,޴फంࣆۯ फޒ  జతల ݡంࡓ ڴफࡍߪ ࡹࡍల ۨవߜ ండవࡓ ࡌ
ओߩఇ ,޴ఉంܿం ࡱ޻ంڕ ఉతओ ߘࡱ޻ంڕ ఒక ఆడ ఒక జత ݡ  ݟంߘ లߜ ండవࡓ ݟంڝफం۪ࡏڷ ߖफందࣆۯ फޒ
ఒక ߜల ڒబܽद ࠮డవ ߜల ۨవݡ࠮ ࡹࡍ జతల ڕంࢂ޻च  ఉంܼ࠼ ఒక జత ڜతफڴ ఉతओ ࡱన అసݟయబۯ फޒ
ఆడ ڕంࡱ޻ ఇߩओ తफڜ दంۧ࠭ ఒకࢳసృ ߘࡱ޻ంڕ ఆడ ࡹࡍల ۨవߜ ండవࡓ ࠭࠲ ࡹࡍలల ۨవߜ ڷࡱߕ ݡ
జతߘ ఉతओ ऒߖ޵ ࡏࠬ ,޴ఉంܿం ࡱ޻ంڕ జతల ޶తफం ఐ࠴ ࡹࡍలల ۨవߜ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۯ फޒ  
ంచవ۪ऐڵࣃనڜ  మ࠾ࡍ 
ఐదవ ߜల ఆߜ ࡏలల ۨవڕ ࡹࡍంࡱ޻ జతల సంఖङ  ఎంత ఉంܿంۯ ޑࠉ܉ ޾యړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ.

మࡓ ࠾ࡍంߜ ݡలల ऴړతం ఉతओ ళच޻ంڕ తफ జతڜ ࡱ޻ంڕ న ఆడݟయబۯ फޒ ఉతओ ߘ  h   ߖफందࣆۯ फޒ
ఈ సమసङ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ झڔߕࠒࠀ దట࠴  छ޳  ఏరओ ࡌ ఉనऒ ࡹࡍలల ۨవߜ ݡంࡓ లߜ ఒక ࠾ࡍమ  ޴ంݟ  
జతల సంఖङ .޴फంࣆۨࣇ ߘ
झڔߕࠒࠀ   నంబࡏऱ అంܼࡏ ఇߩओ సమసङ ݡ ङࠈ ఒక ࠾ࡍమ ޴ంۨన߅సంబం ړ ట࡛܊ߦݟ  ంڕ సంవతझ  ړߖࡌ
ओߩతం ۱ࢡ 10 న వݠन࡯ۮ ߖऱࣆफంద࢑࠙ ߖంۨ, ఒక ܊ߦݟట࡛ ࡐ.
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 1 ߭ दܿబޔݡ߭ ݟంద࢑࠙ ߖంచంݟ.
ङࠈ  ం߄ࣃ ڡరణ వݠनړࡵ ߖए ࣋फ , ܊ߦݟట࡛ ఒక సంవతझ రం తࡌछ త ߰ం࠴ ޻తफం ఎంత అߝ ऴపశऒ  ڕఇంత ࡏࠬ 
࠭ం޶ అధङ యనం ࣄۯన ࣇऴతం ߘంݟ ߰ందవ۪ऐ  ࡽڒࡎ ߖनݠవ ࠾ࡍతफం మ࠴ న࠳సࠪన ړߖޑऴࣇ ,
߭ ࡹ࢑షయం नݠరణ వ߄ࣃ ݟయంۯ दܿబࣇ ݟऴతం 1 ߦࡐయࡱ.
ऴతం ఇకएࣇ  డ ࣇऴతం అం݄ సంవతझ ల సంఖङࡌ  మ࠾ࡍ అం݄ సంవతझ  ఈ pnr, p n r  ܿࡔ नݠవ ړߖࡌ
సందరग ంࡹ వݠन ࠴తफం 1 ߘంߘ 1 ݟంړ10 ࠑ 1 ݟ అం݄ 1 10 ࠑ అߖ గށంచడం ۧࣆ ࡮లభం మ࠾ࡍ 
అం޶వలऱ ఒక సంవతझ రం ۨవࡹࡍ వۯऐ పऱ࣒ ߤతफం వ࠴   వߤ݃ ࠑ ߤ అޔ࢓ం޴ ఇߩओ ߖంۧరށగ ࡮ఇ ߖनݠవ ݡ
అڕߘం޳ం .
  స࠲घ ళనం వݠन 
సంవతझ घ࠲ऱ సࡏࣃݡంࡓ ړߖࡌ ళనం  
ం అర޳ంڕమనం ఊࣕం۪ ߖందݟయబۯ म సంవతझ రం ࠴దܽ సగం ࠭ڵంߩ ఇకए డ ఇ޴ ఈ ޑ࠴फ  ండవࡓ ړߖ
సగం ࠴తफం అޔ࢓ం޴, వݠन 
తफం సంవతझ࠴ ల సంఖङࡌ  ࡹదܽ సగం࠴ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴܿࡔ సగం ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴ
వۨऐ న ޑ࠴फ సంవతझ 1 ࠾ࡍమ ޴न ఇݠవ ړߖ రం ۨవ࠴ ࡹࡍతफం ࠴తफం 1 ప ऱ࣒  దܽ࠴ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ 20 ࠑ 1 
అర म సంవతझ రం తࡌछ త వۯऐ తफం ప࠴  ऱ࣒ ప 1 ߤఇ 20 ࠑ 1  ऱ࣒ అం݄ 1 ప , 20 ࠑ 1  ऱ࣒  రऴసంޔతफం చ࠴ 20 ࠑ 1 
ఇߩओ फనऒࣆߧߖక ڕࠬ ݡ ङࠈ  ޳ ంړࡵ ݭए ంߩ సహ అ࠭࠲ ߖ ఊࣕࣃफ ࠭  ߲ంݭ వݠन మ࠾ࡍ ఒ࢑ ښధ࠳న 
छ޳ నం߄࢑ సంవతझ ࡌ ఒక సంవతझ ,ޙߧ࡯ऱ కࡏࣃݡంࡓ ړߖࡌ రం ۨవࡹࡍ వݠनߖ స࠲घ ళనం పదमࡹޒ 
సంవతझ ప  ࡹన సమయం࡯ڵࠫ ڴऱ సࠪనంࡏࣃݡంࡓ ړߖࡌ ऱ࣒ ङږ తफం࠴  ޜ  एړࡵ ڴ ࠗ ంۨనߩओ 1 ࡏࠬ ݡ 1 30
۫డవ۪ऐ .
  గށంచడం కషदం ޶ڒ దయࣄۯ ఒకࡍࣃ ऴపయޒऒ ంచంࠈ , ݟङ ంڕ వݠन స࠲घ ళనం ߷ङ షړࡵ ߖ ߤए  ఏ ߗڒ ޴फంࣆ
సంవతझ రంࡓ ߕߞࡹ ऱܿ స࠲घ ళనం ࣄۯ సࠪన ࢑ऴࢡంޜޒ ఒక సంవతझ రం తࡌछ త ࠴తफం n 
1 ప ऱ࣒ పओۮ ߖసࠪనం అ ړ తफం పవ࡛࠴ 10 1  ంࠈ ݟङ ంڕ n n 
एړࡵ ߖनݠరణ వ߄ࣃ ࣋फ మనం ߰ంޑ࠴ ޻फ ऒߖ फࣃۯ ޑࠉ܉  ࠭ సంవతझ తफం࠴ नݠన చऴకవߧ࡯ऱ కࡏࣃݡంࡓ ړߖࡌ
ङږ ࠗ 1 ప ऱ࣒ ङږ తफం࠴ ޴ంޔ࢓అ 30 ࠑ 1  ङࠈ మనం న࢑ࡷద࠴ ࠗ ంڕ స࠲घ ళߕల వݠनߖ సంవతझ  n ړߖࡌ
ओߩం݄, అڕࣆޓ ڴޒంࢡ࢑ऴ ڴऱ సࠪనంࡏࣃ తफం 1 ప࠴ న޴ం߰ ݡ ऱ࣒ ړతफం శ࠴  ޴ంޔ࢓అ 10 ࠑ 1  फ n n 
ంచవ۪ऐڵࣃనڜ ߘޑࠉ܉ హరణల޳క ఉߝఅ ࠭࠲ छ޳ హరణ޳ఈ ఉ ࡏࠬ ޳ࡶ ߗڒ   ߘߝ ߖంۧలߖగమ ࡌ
ऒߕంܿڕࡏڝ  ߘ
మనం వङ ࡹహరణ޳దܽ ఉ࠴ , వహࡍం޴ۯ ఏࠫటం݄ 
पࡌߪ ࡍస ߖࡹహరణ޳ండవ ఉࡓ , ంڒల ޑࠉ܉ అం݄ 10 ఉనऒ ओߩ .ޑࠉ܉ లڒణڷ సࡏన వ޴ం߰ ݡ

 దశల ࡎ࢐ పదम࢑ ࡹޒభ܊ంచబݟం޴ మߜ ࠾ࡍల ۨవڕ ࡹࡍం޻ళच ల సంఖङ ࡽ࠼߭  ऐۯఇ ߘ 3  ࡱ޻ంڕ  n 
సమసङ ఆర ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡹ न࡛ న సంఖङࣄۯ  ల ޜޑࠉ܉ వङ వహࣃࡍफ ࠭ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ఉ޳హరణࡹ ఒښ 
࢑ధంࣃ۫ ڴफ  ࠭࠲  ޳ࡶ ࡌ
ఆర न࡛ న సంఖङࣄۯ  ల ޜޑࠉ܉ 
అనࡍڒ߅కంڴ వङ వహࣃࡍफ ࠭, ఉ޳హరణڕ , మనڕ ఒకܽ 3 5 7 9 ࠴ 5 ࠑ 1 4 ࠑ 1 3 ࠑ 1 2 ࠑ 1 1 ,݋ࡵదࡷన࢑ 
పओۮ ڴరణం߄ࣃ ంۮంڜ ంݟ  ࠪ వదभ ఒక 1 ࠴దࡷన ࡱޑࠉ܉ ఉߕऒ కएࡅ న࢑ࡷద࠴ ,࠼  a 2 a3 AI 
సంఖङ ࢑నऒ ߖށࢩపద ऴ ࡏࠬ ఒక ऴకమం అం݄ ڴకంࡍڒ߅అన ړߖ࠻ఈ సమ ࡱ ओߩ డ࡮ऱ ఆర ߖߖ޳ ࡏࠬ  न࡛ నࣄۯ 
సంఖङ ల ޜޑࠉ܉ జతߩ  ࡯࠻ۯ दܼ దܽ సࠜङ࠴ ࡹޑࠉ܉ ݟంڝफం۪ࡏڷ  ࡯  a1 a2 a3 ࡹޑࠉ܉ బܽदڒ ݡ

ండవ సంఖङࡓ డవ సంఖङ࠮ ࡹޑࠉ܉ ,  మ࠾ࡍ అం޶వలన ఇ޴ సओ షदంڴ కߧߖంచక߱ߕ࠼ a1 a2 a3 
ఇ݋ߩ ߤ అ݋ߩ ݋࢓ అమࡍక ఉం޴ ఇߦ ݋ߩ ߤऴతߝڕࣆޓ ߘ సबలం ࠴దܽ ࣃब నంࡓ ࡹండవ ࣃब నం࠮ ࡹడవ 
बࣃ  నంࡹ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఇߦ ݋ߩ ߤऴతలڕࣆޓ ߘంܿం޴ మࣄۯ ޑࠉ܉ ࠭࠲ ࠾ࡍన a1 a2 a3 
సంఖङ ओߩనࣄۯ ޑࠉ܉ ߖ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡱ ంܼ࠭.a1 a2 a3ڕࣆޓ ߘऴతߦ ݋ߩ ݋࢓అ ࡹల޳ఇతర ప ݡ
 ఆߤ మ࠭࠲ ࠾ࡍ అర बం ڕࣆۯనऒ  ऴకమం ࠭ఖङ एړߟ ࠭࠲ ߖఅ ޴న࠳ ओߦۮ ࠭ 
बࣃ దܽ࠴ నం సంఖङ बࣃ ండవࡓ  నం సంఖङ  82 సంభࣆ࢑फం࠮ ޴డవ ࣃब నం సంఖङ  సంభࣆ࢑फం޴ a1 a3 
మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ ఇࡱ ݋ߩ ߤ  మ࠴ ࠾ࡍదࡷన ޜ࢐ܽ ఇ݋ߩ ߤ అ݋ߩ ݋࢓ అమࡍకߘ ۫డవ۪ऐ  1 2 3
మ࠾ࡍ  అࣄۯ ޑࠉ܉ ࠭࠲ ߘ ݋ߩ ݋࢓న  సంఖङ a1 a2 a3 ڕ ݋ߩ ߤఇ ޒబܽद ऴపڒ ,ݟంڝफం۪ࡏڷ ڴࡱ
ऴపޙङ క࠳న అߘ ݋ߩ ݋࢓ ఇۯऐ  ఒక ఇ݋ߩ ߤ అ݋ߩ ݋࢓ అమࡍకߘ మనం గށతࢡवసफంࡹ ఫంࣾࣃࡱߧ ڴ ߤफ ࠭ 
 బܽदڒ
࢐సफړߖ࢐ అకए డ ఒక ऴకమంޜ అߘబం߅ంచబݟ ఉంܿం޴.
  ఒక ఫంࣾߤ మ࠾ࡍ ఈ ఫంࣾߤ࠳ݨ ߤ ఏࠫܽ    ࢐సफవ ऴߖށࢩ అߘసࡍంచడం అ޴ߝ సహజ సంఖङ ల సࠫޒ 
छ޳ ړޒ࢐సफ࢐ల సࠫ ݟంߘ సహజ సంఖङ ࡌ ల n 
సࠫߖޒ మ࠾ࡍ ऴ޳ ށࢩछ ࡔߖ ߖޒ࢐సफ࢐ల సࠫ ࡌ भ࣋ࢢफ, అߘ ޴ߝంݟ వరڕ మࡍంత ఖۨऐ తంڴ ra f n r 
ओߦۮ లం݄ ࢐సफవ ऴށࢩ ఒక ఫంࣾߤ.

కएࡅ ݟంߘ  వరڕ   n n rf 
మనం ࣄۯ ޑࠉ܉ ߖనߩओ फࣃమనం ऴ࢐ ݡ ࠭ మޜߖ޳ ࠾ࡍ అంతࡎ ऱనంߘ 1 ڴంߘ 2 1 ݟం3 2 ݟ a1 a2 a3
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छࣃ ఆ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ߤపం߮ ఒక ఫంࣾ ڕవర ݟంߘ ࠙࢑క ఫంࣾߤ అࡅ ޙ࠼కए  1 అࡏ߮ ߖ a 3 ff 
߭టदబݟన1 ޴.
కएࡅ 2   అ2 ޴ߝ మ࠾ࡍ ఒక ऴࡅ ށࢩకए  వ ࣃब నంࡹ మనం ఎޙफ సంఖङ  ࢐సफړߖ࢐ వదभ ࡮࠮ङ ంకనం f n n 
ऒߖऴకࠪ ݦయబۯ  అనࡍڒ߅కంڴ ऴకమబ޵मకࡍంచబݟన సంఖङ ల ޑࠉ܉ మ࠾ࡍ మࡍంత అࡍڒ߅కంڴ 
.޴फంࣆۨࣇ
 ఇߘ ݋࣊ ࡌ۪ߝ ޴ంݟ ఒక ఫంࣾߤ  ఉ޳హరణڕ  సࠪన సహజ సంఖङ  n ࡹహరణ޳ల ఉޑࠉ܉ 8 6 4 2 ࡱ
ఉనऒ ڕవర ݟంߘ  సంఖङ సహజ సంఖङ ࡍవ స ࡱ  2 మ࠾ࡍ సంబం߅త ఫంࣾߘ ߖ ߤంݟ వరڕ r n n f n rf f
అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఉనऒ ओߩ కएࡅ ݡ छڙࣅ ࡏࠬ  సࠪనం ړ  झߤ  అߝ పߖ޳ऒ  ࢑ంܼߖߖ޳ ࡏࠬ ,ࡏ n 2a
సహజ సంఖङ ߝంటࢗ ޜ ߤఒక ఫంࣾ ޜ ߤ࠳ݨ ల ࣊ݟܔ ڴ ݋ంۧ࢐ ,࡯సफߘ ߤ࠳ݨڝ ړߖ࢐ంࠚ ݟనऒ ంڴ r 
ఉండవ۪ऐ , ఇ߄ࣃ ޴రణ ࣊ڒ ݋వ۪ऐ  అߘ࢓ అ࠭࠲ ޙ࠼ అర बం࢐ ࡹసफవ ऴړށࢩ పࠫࡍతం ࣃۯफ ࠭ 
ओߩఎలऱ ࡱڒల࠮ ࣋ۯ ޑࠉ܉ ࠭࠲ ࢐సफవ సంఖङ ݢ ओߧۮ ࡮ఇ ߖఅ ࡱ నߩओ थ܉ంత సంڜ ߘߝ ݡ ऒߖߕࠪ  
फࣃۯ ݋࣊ ऒߖఒక ऴకࠪ ߘ  
ంచవ۪ऐۨࣇ ऒߖ޳వ ప  ޳ࡶ   అం޴ంߖ ۯయࠪߖऒ  ऴ࢐యడం ޳छ ంచవ۪ऐۨࣇ ࡌ ంచవ۪ऐࡍ࢑వ ޳ࡶ  .n

ఆ సంఖङ న࢑ࡷద࠴ లߘ పࡱ޳ అంܼࡏ ఒక ऴకࠪߖऒ    a 2 a 3 etcetera a etcetera a1 a2 
వࡍ पంచړߖݞ ఒక ࠪర ठం 

పరంڴ ऴ࢐యడం ఉ޳హరణڕ పరంڴ n n 
पࡌߪ ݞږ ంڒల ऴకࠪߖऒ  ధߕతघ క ࡌߪ ݞږप ంڒ ࡱڒవ۪ऐ   అߖ ऴ࢐యడం ޳छ  desc a ribed 2 nn ࡌ
ఈܘ ఈకछ ऒߖఒక ऴకࠪ ޴ఇ న࢑ࡷద࠴ 3 2 1 ࡽ  ࢑వࡍంచړߖݞ ఒక ࠪర ठం, ऴకࠪߖऒ  ࢑వࡍంచړߖݞ మࡖక ࠪరठం 
ఏࠫటం݄, ߖబంధనలۯ ޑࠉ܉ ߘయడం మ࠾ࡍ ఒక ऴకࠪߖऒ  ऴ࢐యడం a 2 ڴ 1 
మ࠴ ࠾ࡍదࡷనڒ ࢑ంڡߦ द పదम݋࣊ ߖߖ޵ ࡹޒ అߘ 1 ߖంݟ అనంړߖޑ సࠪనం అݞږ ߖ ann 
ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇపओ ܽవర࠭࠲ ڕ ఒక ऴకࠪߖऒ  ࢑వࡍంࡓ ۯంࡌࠪ ݡठ ల࠭ࢡ۫ ߘ ఒకܽ ࠬڕ పరంڴ వ n n 
పߖ޳ऒ  అం޴ంߖ ۯయࠪߖऒ  ऴ࢐యంࡹ ࠭࠲ ޳ࡶ ݟపల ఉనऒ యవ۪ऐۯ ޑࠉ܉ ߘబంధనలߖ   ࡱ޻ంڕ  
సమసङ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ࡏࠬ ߘహరణల޳ంۨన ఉࠚరంߦऴ ࠭࠲ ࡹ  a1 a2 a3 ࠾ࡍమ ݋࣊ ݋࣊ ం݄, ఒకڕ
అం޶వలన న ڒ ޳ࡶంڡߦ द పదमߘ ݋࣊ ߖߖ޵ ࡹޒంݟ అనంړߖޑ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .ann 1 
  ఒక ߜల ۨవڙࣅ ࡹࡍछ झߤ కएࡅ  ऒߖڜ  ఉనऒ ࡹܿࠈ޶అం ࡹ नࡽ߹ , ޴ంࣄۯ ޑࠉ܉ ߘబంధనలߖ   తफం࠴ 
ళच޻ంڕ  జత ࡓంߜ ݡలల ۨవࡹࡍ ఒకܽ, ߹ࡽन ࡹ అంࡹܿࠈ޶ ఉనऒ चࢂ޻ంڕ తफం జత࠴   మࢁऱ  ఆ߯ 1 2 3 
మۯ ߖܽ࢒ ࡏࠬ ࠾ࡍయవ۪ऐ  ఇۨऐ న దశߜ ࡹల ۨవۮ ࡹࡍపओ ऒߖݞ  గమߖంచంڕ ݟం޻ళच  సంఖङ  n 
అߘ࠭ ޴ߝపܽ ߜల ۨవࡹࡍ అంࡹܿࠈ޶ ఉనऒ ళच޻ంڕ   జతల సంఖङ  మࡓ ࠾ࡍంߜ ݡలల ࠭ం޶ 
అంࡹܿࠈ޶ ఉనऒ ళच޻ంڕ   జతల సంఖङ  అޔ࢓ం޴, ఎం޶కం݄ 
झࣆలల వయߜ ݡంࡓ  ఉనऒ  ऴపڕ ޒంڜ ࡱ޻తफ జతߘ ఉతओ  ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ڕ న࣒࠳ ޴ఇ ,  ޶యగలۯ फޒ
గమߖంచవ۪ऐ .
 2 కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న ऴప1 ړ ޒ ప ऱ࣒  ఒక ࠳న࣒ 2 మߜ ࠾ࡍలల ۨవڕ ࡹࡍంࡱ޻ జతల n n 
సంఖङ ఈ సమసङ ڴࡱ޶ంచడం బࡍ࢑వ ޳ࡶ ऴ࢐యడం ߘ అతङ ڕంۨనంతవర߅సంబం ڕ ంత ࣆలభ࠳న n 
ࠪరठంࡌ ڴయడం 
ࡍߖ ంۨڵࡆఉప ߘల޳పܽ పߘ࠭ పదం ڴల పరం޳పܽ పߘ࠭ भషद పߖ޳ऒ  ऴ࢐యడం ޳छ ऒߖఒక ऴకࠪ ࡌ  
࢑వࡍంۯ వङ ڔ फకరణߩ ߘనࡌవృత సంబంధం అంܼڒ ,ࡏబܽद ߩనࡌవృత సంబంధం అ޴ߝ ऴకࠪߖऒ  
సంऴగࣕంచړߖݞ ఒక ऴకࠪߖऒ  ࢑వࡍంచړߖݞ మࡖక ࠪరठం.
 
ఇ޴ పరంڴ వ పߖ޳ऒ  అంࣆ޴फం޴, ఇ݋࣌ ޴ సం܉थ ࠪనం ࡹపల ఇۯ ޑࠉ܉ ࡮యబޔݡంߖڜ ޳ࡶ ޴ऒ  n n
ࡍߖ भషद సమసङ ల࢑ ࡹవࡍంచడం ࣆలభం అޔ࢓ం޴.
ࡍߖ ڴబంధనల పరంߖ పܽߘ࠭  भషद పదం మ࠾ࡍ ఈ ࡯ంగం వదभ ߩనࡌవృత సంబంధం అంܼࡏ    
ఉ޳హరణߘ ݋࣊ ڕంݟ ఒక ऴకమం ࠚనऒ ంڴ ఉంܿందࡏڷ ߖफం۪࡯࢐ڝ, అޙ࠼ [సంڶతం ] ࣊ࡹ ݋ 
ऴకమం ࠭ఖङ ۯసంభ࢑ం ࡱڒల࠮ ࡹऴకమం ఇతర ࠪటల ۯసంభ࢑ం ࡱڒల࠮ ࡹऴకమం ޙ࠼అ ,޶ڒ ޴న࠳
࠭ఖङ छڙࣅ ޴న࠳ झߤ छڙࣅ 8 6  4 2  झߤ నऒࠚ ݟంߘ 4  ంڴ ఉంܿం޴, etc 
ఉ޳హరణ6 8 ڕ అۮ ߖపओ ంݟ, అߧۮ ߘߝ ޙ࠼ओ న ऱܿ ࡓంݢ ఒక݄ అۮ ߘߝ ߖపओ గڵ࡯న మࡖక ڒరణం etc 
ఏࠫటం݄, ڙࣅछ झߤ నऒࠚ ڕ ݋࣊ ߘ  ంڴ वࣅदۯ ݋యړߖݞ ఈ ऴړంߖ࢐ܽ ޴ పࡍగށంచంݟ 
.
పओۮ ߖఅ 4 ࠑ 1 1 3 ࠑ 1 1 2 ࠑ 1 1  ంݟ మ࠾ࡍ మࡍంత ఖۨऐ తంߖߖ޵ ڴ 

ࡍవ ڴ࢑ధం ޴ంړన࣒ 1 ఈ ऴ࠳ पంచవ۪ऐ , ఇ޴ అߖऒ  పࡱ޳ ట࡛घ  డవ పదం ఐదవ పదం 2 n fir  st࠮ 
మࡅ ࠾ࡍకए  ऴప࠮ ޒల1 ړߖڒ మࡓ ࠾ࡍండవ పదం ࡐ ݞږపం 1 ޳छ  ండవ పదం n n n a2 1ࡓ ࡌ
छ޳  a4 1 a6 1 ࠾ࡍమ 4 ࠑ  ఆరవ పదం ࠾ࡍమ 3 ࠑ లठవ పదంߕ 2 ࡌ
అࡓ ޴ండవ పదం 2 ߘం޳ 1 1 ݟछ छ޳ 1 2 ݟంߘ లठవ పదంߕ 2 ࡌ छ޳ 1 3 ړࡹ ఆరవ పదం 3 ࡌ  a 2 a 2 4 ࡌ
మ࠾ࡍ అం޶వలన ఒక 2 ࠬࡏ నࣄ۫ ߘߕ࠮నటऱޙ࠼ అࠑ 1 ޴  ప ऱ࣒  1 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬߖߖ޳ ࡏ n  n 
ऴۯ ڡۮ ࣒ڒయవ۪ऐ  o ࠾ࡍమ 1 ࡱబంధనߖ వలన޶అం ࠾ࡍమ 4 ࠑ 1 1 3 ࠑ 1 1 2 ࠑ 1 1 ޑࠉ܉ ޴బܽद ఇڒ 
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సࡍ  అߝ ప޳లߖࡹ ߘ ऴపࠑ 1 ړ ޒ  ప ऱ࣒  1 సࣔయంޜ వࡍ पంచవ۪ऐ , అޙ࠼ ఇకए డ అంతࡎ ऱనంڴ a 2 n n n n 
छࡌత ߖ޳మనం ఒక ࡹ ݋࣊ నݟయబۯ ݋࣊ త ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ ఒకޜߖ޳ ఒకܽ ߩనࡌవృతమࡃङ  
.޴फంࣆۯफࡏڷ ߖడదږऴ࢐య ߘలڒల࠮
యవ۪ऐۯ వృతంࡌనߩ లకం࠮ ࡹవలన ఒక ऴకమం޶అం ࠾ࡍమ ڷࡱߕ    మࡹ ݋࣊ ࠾ࡍ మనం ఒښ 
ऒߖڒల࠮  అߝకࡏࣃऱ ప޻ప޻ ऴ࢐య࠭ࡶ , అ࠼నపओ थ܉న సం࠳సࠪన ړమనం 1 ڔܽ ऒߖߕࠪ  ann 
ఉపࣃڵࡆफ ࠭.
छڙࣅ   झߤ छڙࣅ సంڝ  झߤ  అ޴ߝ ఒక ࣊ߘ ݋ంࠚ ݟనऒ ంڴ ఉంܿందࡏڷ ߖफం۪ڝంݟ, అڙࣅ ޙ࠼छ झߤ  అ޴ߝ ty 
ఆర न࡛ అర ߝఅ ޑࠉ܉ నࣄۯ  बంࡹ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఒక ࣊ڙࣅ  ࡹ ݋छ झߤ కएࡅ   ఖۨऐ త࠳న ߖరछ చనంࡹ 
फ߭ࡏڷ दܿڝవడం ޳छ .ధపడ࠭ࠈ ంۨ మనంࡍڷ ऴకమం ۯదట సంభ࢑ం࠴ ࡱڒల࠮ ࡌ
 ऴకࠪߖऒ  సహజ సంఖङ ల ࣊ޜ ߤ࠳ݨ ڴ ݋ ఒక ఫంࣾߖ ڴ ߤరछ ۨంۧࡏ, ఇߘ  ޴ంݟ వరڕ ఉంݦ ఫంࣾߤ n r f 
ऴށࢩ, ఈ ࢐సफߖ࢐ऒ  ఇߩओ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ ݡ  ݟంచంށగࡍప ߘޑࠉ܉ సంڝ 18 16 14 12 ڕహరణ޳ఉ , ݟంڝ
మߖ޳ ࡏࠬ ࠾ࡍ నࡍڷ ߘߕ࠮ फంచగలࡏ నࡍڷ ߘߕ࠮ फంచడం మ࠾ࡍ ऴ࢐యడం కషदం ޶ڒ ఇ޴ ఈ 
నߘߕ࠮ అߘస࣋ࡍफ వ పదం 10 ప ऱ࣒ దܽ పదం 10 ప࠴ ޴నࡕస ߘߝ 2  ऱ࣒ ండవ పదం 10 పࡓ 2  ऱ࣒ 2n ݟంߘ 2  n 
డవ పదం 10 ప࠮ ऱ࣒  ߖऴకమం అ ߖన࢐ܽࡷద࠴ వలన ऴకమ࠭ 12 14 16 18޶అం ࠾ࡍఅం݄ 16 మ 3  ړࡹ 2 
వࡍ पంచవ۪ऐ  

అ޴ߝ అనంړߖޑ ఒకܽړ సࠪనం, ఇకए డ ఒక ߖయమం సࣔయంޜ వङ ڔ फకࡍంచబݟందߘߝ ߖ ࠬ దృࢳदߖ ann 
ఆకࡍ लంۧలڕߘంܿߕऒ छڙࣅ  ߘ झߤ  అం݄ ca  n bn 
 బܽद bn 2 nb 6 b b7 2ڒ ޴ఉంܿం ڕవర 40 7 ݟంߘ 12 ڕవర 6 ݟంߘ 2 ړ అనంతం ݟంߘ సࠪనం ړ6
అ޻ ऴకࠪߖऒ ࡍవ ޜ  पంచవ۪ऐ , ఇకए డ ఇవछ బޔݡంߖ  ޴యమం 2 ߗڒ ఇߩओ bn ݟంߘ 6 ޴ߝఅ ݡ bn n n 
࢐ङ బܽद ఈڒ ޴ంޔڷࣃనڜ ڕఅనంతం వర ࡷద࠴ ఖङ  ऴࡅ ށࢩకए రछߖ  చనంࡹ మనం ߘంݟ వరڕ n r 
ఫంࣾڕࣆޓ ߤనऒ పओ ऒߖڜ ڔܽ కएࡅ ంۨࠚరంߦऴ ݟంߘ ࣋ ऱࡏࣃ  ఉపసࠫޜޒ పۯ ߖయడం ࣏కరङ ంڴ n 
ఉంܿందߖ ఉచऐ .࠲ంచడࡍ
n ڴࡱ޶బ ړ తफం࠴   n naught 

యవ۪ऐۯ ߖప ޜ ݋࣊   మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ ఉ޳హరణޜ ࠭࠲ ࡹ n Naught n Naught plus 1 b 6 b b7
ऴߦరంࠚంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ࢐ङ ఖङ  
ఒక ऴకࠪߖऒ  ఇߖ ࡮రछ ۨంచవ۪ऐ  అ࢐ ߝసफవం߯ ࣆߖڷࡱࢗफం޴.
 సహజ సంఖङ ల ࡅకए ऒߖڜ   ఉపసࠫߘ ޒంݟ వరڕ ఒక ఫంࣾߤ, సహజ సంఖङ ల ࣊ߘ ݋ంߖߖ޳ ݟ r 
రछߖ ۨంచడం ఆۧరం అ࠼నపओ  ڔܽ
ఉనऒ ڵ࡯క ߖށࢩऴ 1 ࡏࠬ టऱޙ࠼, ऴకమ పదం ࡅకए  ࠙వనࡏڷ ߘफ۪ޘ ڕऐ  a 2 a 3 ࠾ࡍమ ݟంڝ
फࣃࡱߧ ߖఅ ߘలڒల࠮ ఉండవ۪ऐ ࡱޔबࣄࡍప ߝڕࡏڝ ࠭࠲ ࡏ సమసङ ࡱ޻ంڕ ࠭࠲   న ais hࣄ۫ ߘ
ఉ޳హరణల ࠭ߘపܽ ࡹޑࠉ܉ పࠫࡍత సంఖङ छڙࣅ ఏ࢟ ޜబంధనలߖ ࡹ झߤ  , ఒక సంవతझ రం ۨవࡹࡍ ఎߖऒ  
జతల ڕంࢂ޻च  ఉߕऒ మమघ ࠲ऴతࠪ ߖనమھߘక ࡆ ऒ࡯  అڒ ࡏڴݟబܽद ࠪ ߝڴࠈ ޑࠉ܉ ఉంܿం޴ 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ࠪऴత࠲ వङ వహࡍంۧ࡯  ఈ ࢑ధంߜ 12 ڴలల ۨవࡹࡍ అߝక జతల ڕం޻ళच  వర࠭࠲ ڕ 
పࠫࡍత సంఖङ छڙࣅ ޜబంధనలߖ ࡹ झߤ  లߘ కڵ࡯ ఉంݞలߝڕࡏڝ ߖ సందࡌग ऒߕఉ ࡱ  తࠫࡍప ࠾ࡍమ ࠼
సంఖङ ఉనऒ ࠲ऴతࠪ ࡱ޳ప ࡹ  అܿవంܽ ऴకࠪߖऒ  
పࠫࡍత ऴށࢩ అࣃࡱߧ ߖफ पࡌߪ ޳ࡶ  స ऴకమంࡏవంܽ వ ޑࠉ܉ ڕహరణ޳ఉ , ࡏ ంݞږ ࡱڒ 
అనంత࠳న ప޳లߘ కڵ࡯ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ అనంత࠳న ప޳లݟږ ޜన ऴకࠪలߘ అనంత࠳న 
ऴࡱރࢩ అంܼࡏ  పࠫࡍత సంఖङ ऒߖఒక ऴకࠪ ޜల޳ప ࡹ  సహజ సంఖङ ల ࣊ߘ ݋ంݟ వరڕ ఫంࣾڴ ߤ r 
రछߖ ۨంచవ۪ऐ కएࡅ ݋࣊ సహజ నంࠗ ޳ࡶ   పࠫࡍత ఉపసࠫߖ ڴޒరछ ۨంచవ۪ऐ .

ऒߖఒక ऴకࠪ ڕవర ݟంߘ న࢑ڷదల࠴  ఇకए డ ऴ࢐యߖవछ ం࢐ , ݟసफ࢐ ړߖ࢐సफవ ऴށࢩ అ޴ߝ  er 1 2 3 k r 
छ޳ ݟంߘ న సహజ సంఖङݟంచబۨࣇ ࡌ ల  ࣊ߘ ݋ం޳ࡶ ݟ  n r 

[సంڶతం ] ఉపసࠫߘ  ޒంݟ ఒక ఫంࣾߖ ڴ ߤరछ ۨంచబޔݡం1.޴
రछߖ న࢑ࡷద࠴ 3 2  చనంߘ ࡹంݟ వరڕ వర࠭࠲ ڕ ఉపసࠫ࠴ 3 2 1 ޒదࡷన ߘ ࢐ܽంݟ వరڕ n r k k 

 n r ݟంߘ
వరڕ ఒక ఫంࣾݟܔ ߖ ߤంۧ࠭ , ఈ ఉపߕङ సం ۨవࡹࡍ పࠫࡍత ऴރࢩలۯ ߘరऐ  ڴకంࡍڒ߅అన ࡏࠬ ړߖݞ
అర बం ڝࣆۯగలڙࣅ  ࡏछ झߤ కएࡅ  రछߖ  చనం అనڴ ऴకమబదम࠳న ࢐సफవ సంఖङ ల ޑࠉ܉ ऴకమబదम࠳న 
రछߖ చనం ఒక ڙࣅछ झߤ  అ޴ߝ సహజ సంఖङ ల ࣊ߘ ݋ంݟ వర޳ࡶ ڕ సహజ సంఖङ ల ఉపసࠫߘ ޒంݟ r r 
వరڕ ऴకࠪߖऒ  ࢑వࡍం࢑࢑ ۯధ ࠪࡌठ ऱࡹ  ఒక వङ ړ फ 1ړ సࠪనం అߝ సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఉపࣆڵࡆफߕऒ  ann.ࡏ
  అనంతం మ1 ߖߖ޳ ࠾ࡍ నࣾऴతంۯ ޑࠉ܉ ڴయడం ޳ࡶ ఒక ߖయࠪߖऒ  ఉపڵࡆంۨ ޳ࡶ a 2 x 
రछߖ వృతࡌనߩ చనం సࣔయంޜ పరంڴ ऴ࢐యడం ޳ࡶ  ఒక ऴకమం ࣊݋ ల ߘంݟ ఎంࠚ ڕ޶నऒ ంڴ ఉం޾ n 
ऒߖڜ ࡍప޶త  ޶ڒ  ࡯࢐ڝࣆࡱޘ ࡏࠬ ݞږ  ఉపߕङ ऱ ధనङߘ࠻ంۨ అࡍڷ ऴకమం ࡹలࣃ Pru ࡱ޳࢐
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