
 எண்கணித வூ௳யல் மற்௥ம் ஹாரே்மானிக் ௚ன்ேனற்றங்கள் ஶ௣த்த எங்களின் 
இரண்டாவௌ மற்௥ம் கைட஼ ஼க்கைலத் ோரக்்ஶம் அமர௵் இௌவாஶம் என்பௌ ஐ ௳ட a b 
கண்ூப்பாக ஶைறவாக௵ம், என்பௌ ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக௵ம் இ௠ந்தால் , b c a plus

௔ளஸ் ஆனௌ 3க்ஶ 2 க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால், b c 
மற்௥ம் ஆழயைவ இல் இ௠ப்பைத நாம் அ௣ந்ொ௠ப்பதால், இன் மொப்ைபக் ab c a a 

கண்௄௔ூப்ேபாம்.
  எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ைத நாம் ைமனஸ் ஆக ஆக௵ம் ௔ளஸ் ஆக மற்௥ம்p rb p c p r p 

ஆக௵ம் எ௄த்ௌக் ெகாள்ளலாம்.r 
 இப்ேபாௌ ஆனௌ 3க்ஶ 2 சமம் என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ எனேவ a plus b plus c p 
ைமனஸ் ஷட்டல் ஐப் ெப௥ழேறாம்.r p plus 

ஷட்டல் என்பௌ 3 ஆல் 2 க்ஶ சமம் எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ என்பௌ 1 க்ஶ சமம் என்௥  p r p by 2 
ெப௥ழேறாம், இௌ இன் மொப்௖ என்பைத௞ம் கவனத்ொல் ெகாள்ள௵ம்.b 
  ௔ ைமனஸ் ஆர,் பாொ க௯த்தல் ஆர ்என்பைதத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, எனேவ நாம் 
இப்ேபாௌ வால்ைவ மட௄்ம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம் ஒ௠ சௌர சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் b c 
வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன, எனேவ ைமனஸ் ௚௱ சௌரம் சௌரம் மற்௥ம் p r p p 
ஷட்டல் ௚௱ சௌரம் வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன, எனேவ என்௥ r p minus r 
எ௱தலாம்.
 சௌரம் ஷட்டல் ௚௱ சௌரம் க்ஶ சமம் சக்ொ 4 எனேவ நாம் சௌரம் ைமனஸ் சௌரம் p r p p r 
௚௱ சௌரம் க்ஶ சமம் 4 எனேவ சக்ொ 4 ைமனஸ் 2 சௌரம் சௌரம் ஷட்டல் சக்ொக்ஶ 4 p p p r r 
என்பௌ க்ஶ சமம்.p  

க்ஶ சமமாக இ௠க்க ௚ூயாௌ, எனேவ நாம் சௌரம் 2 சௌரத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠க்க   r 0 r p 
ேவண்௄ம், அதாவௌ சௌரம் 1 க்ஶ 2 க்ஶ சமம், எனேவ என்பௌ 2 இன் வரக்்க ௛லத்ொன் r r 
௛லம் ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் 1 க்ஶ சமம் .
 எனேவ க்ஶ நாம் 2 அல்லௌ 1 ஆல் 2 இன் வரக்்க ௛லத்ொன் ௛லம் 1 ஆல் 2 மற்௥ம் 1 இரண்௄ a 
சாத்ொயக்ஷ௥கைளப் ெப௥ழறௌ 
ைமனஸ் 1 ஆல் ஸ்ெகாயர ்௡ட் 2.
 இப்ேபாௌ நமக்ஶ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ என்பைத நிைன௵ப௄த்ௌங்கள், ஐ ௳ட a b 
கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் என்பௌ ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ b c 
மற்௥ம் இன் மொப்௖ ஏற்கனேவ 1 ஆல் 2 ஆஶம், எனேவ இன் இந்த ேதர௵் சாத்ொய௘ல்ைல , b a 
எனேவ ஆல் 2 ைமனஸ் 1 ஆல் 2 இன் வரக்்க௛லமாஶம்.a  1 
 எனேவ இங்ேக ௛ன்றாவௌ ௳௠ப்பம் சரியான பொல் இௌேவ நமௌ ேகள்௳ எண் 9 ஆஶம் , ஒ௠ 
எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ௚தல் 10 ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக ஆக சௌரமாக c n 
இ௠ந்தால், ௔ன்னர ்நாம் கண்௄௔ூப்ேபாம் அந்த ப௜ற்஼யாளரக்ளின் சௌரங்களின் 
ஷட௄்த்ெதாைக, இந்த ௚ன்ேனற்றத்ொன் ௚தல் ைமனஸ் 1 ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக n 

ைமனஸ் 1 சௌரமாக உள்ளௌ, ஏெனனில் ௚தல் ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக ஆக n n c n 
சௌரமாக உள்ளௌ, எனேவ வௌ ெசால் என்னெவன்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.n nth 
  ெசால் என்பௌ ௚தல் ைமனஸ் 1 ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைகையத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் n 
இல்ைல , எனேவ ெசால் இ௧௠ந்ௌ ஸ்ெகாயர௄் ைமனஸ் இ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 init c n c n 
ஸ்ெகாயர ்ஆஶம், இௌ இ௧௠ந்ௌ 2 ைமனஸ் 1 ஆக உள்ளௌ,c n 
 அதனால் என்னெவன்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
 இந்த எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெசால் இரண்௄ க௯த்தல் ஆஶம் init n 
ஒன்௥ இந்த ௚ன்ேனற்றத்ொன் காலத்ைத ௛லம் அைழப்ேபாம் , 1 ௚தல் சௌரம் rh ar nar 
வைர ஓ௄ம் இன் ெதாைகையக் கண்ட௣வேத எங்கள் ேவைல, இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல rr 
என்பைத நாம் அ௣ேவாம், ஆனால் நாம் சௌரத்ைத ெவளிேய எ௄க்கலாம் , உள்ேள 2 c r 
க௯த்தல் 1 உள்ளௌ.
 ௚௱ சௌரம் எனேவ இௌ 4 ஼ சௌரம் க்ஶ ேமல் 1 ௚தல் சௌரம் க௯த்தல் 4 சௌரம் rr nr c rr 
க்ஶ ேமல் 1 ௚தல் வைர இயங்ஶம் ஷட௄்க்ஶள் ஷட்டல் சௌரம் க்ஶ ேமல் இல் n r c r r 1 
இ௠ந்ௌ இயங்ஶம்  உள்ேள வைர 1 உள்ளௌ.n 
 எனேவ இைத ெதாஶத்தால் 4 சௌரத்ைத ஆக ஷட்டல் 1 ஆக 2 ஷட்டல் 1 ஐ 6 க௯த்தல் 4 c n n n 

சௌரத்ைத ஆக ஷட்டல் 1 ஆல் 2 ஷட்டல் சௌரத்தால் வஶக்கப்ப௄ம் எனேவ இந்த c n n c n 
ெவளிப்பாடூ்௧௠ந்ௌ சௌரத்ைத 3 ஆல் வஶத்ௌ, c 

ஷட்டல் 2 ஐ 2 ஷட்டல் 1 க௯த்தல் 6 க௯த்தல் 6 ஷட்டல் 3 ஐ எளிதாக்ஶவௌ சௌரம் ஐ 2 n n n c n 
3 ஆல் 4 சௌரம் ஷட்டல் நான்ஶ வஶக்க  ஷட்டல் இரண்௄ ஷட்டல் இரண்௄ க௯த்தல் ஆ௥ n n n n
க௯த்தல் ௛ன்௥ அதாவௌ சௌரம் ஆல் 4 சௌரம் க௯த்தல் 1 ஆக வஶக்க  இந்த c n 3 n 
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எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ௚தல் 10 ெசாற்களின் சௌரங்களின் ஷட௄்த்ெதாைக 
என்ன என்பைத இப்ேபாௌ அ௣ேவாம்  ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் ெபாௌவான ேவ௥பா௄
பொ௵ 2 மற்௥ம் ௚தல் வைர௜லான ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் a1 e2 a101 b 1 0 1 b 
இன் பொ௵ வைர இன் ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியதாக இ௠ங்கள்,v 1 log b 2 
 அதனால் சமமாக இ௠க்ஶம்  மற்௥ம் என்பௌ க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ ௚தல் a1 b1 a51 b51 a1 

வைர௜லான ஷட௄்த்ெதாைக என்௥ம் ௚தல் வைர௜லான ஷட௄்த்ெதாைக a51 s b12 b51 t 
என்௥ம் க௠ௌங்கள்.
  ௔ 1 பொ௳ன் ௔ 2 இன் பொ௵ ௚தல் ப 1 0 1 வைர௜லான ெபாௌ ேவ௥பா௄ பொ௵ 2 உடன் 
எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் 
உள்ளௌ.

இன் பொ௵க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இ௠௖ற௚ம் அொேவகத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாண்டால்  2 b 1 b2 
க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் 2b 1 
அ௄த்தைதப் பாரப்்ேபாம் இன் பொ௵ எனேவ இன் பொ௵ மற்௥ம் 2 இன் பொ௵க்ஶ p3 b3 b2 
சமம், இன் பொ௵ இன் பொ௳ற்ஶ சமம் என்பைத இப்ேபாௌ நாம் அ௣ேவாம், எனேவ b2 2b1 b 3 
இன் பொ௵ 2 சௌர இன் பொ௳ற்ஶ சமம் என்பைத ௙ண்௄ம் ெப௥ழேறாம்.b 1 
  இ௠௖ற௚ம் அொேவகத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள்  , இந்த வ௯௜ல் நாம் ெதாடரந்்தால், b3 
என்பௌ 
2 சௌரத்ொற்ஶ சமமாக b1 
ஐப் ெப௥ேவாம்.
 1 0 1 க்ஶ சமம் எனேவ  இன் அூப்பைட௜ல் 2 ஐ ௳ட ெபரியௌ அல்லௌ 2 க்ஶ சமமானௌ b1 
அைனத்ொற்ஶம் இன் ஒ௠ வூவத்ைதப் ெப௥ழேறாம் அ௄த்ௌ என்பௌ என்ன என்பைத bi t 
எ௱ௌேவாம், என்பௌ என்௥ ேம௩ம்  வைர, t v 1 plus v 2 plus b 3 plus b 51 
எனேவ என்பௌ ௔ளஸ் ௔ளஸ் 2 ஸ்ெகாயர ் ப்ளஸ் க்ஶ சமம், ேம௩ம் 2 ௚தல் 50 t b1 2v1 d1 
பவர ்வைர க்ஶ சமம்.v1 
  ேம௩ம், 2 ௚தல் பவர ்50 வைர இப்ேபாௌ இௌ ஒ௠ வூ௳யல் ெதாடர ்என்௥ம், இௌ 2 க்ஶ சமம் 51
ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் எனேவ நமக்ஶ ழைடக்ஶம்  சமம் இ௧௠ந்ௌ 2 க்ஶ 2 க்ஶ சக்ொ 51 ti s b1 
க௯த்தல் 1 அ௄த்ததாக ஐ எளிைமயான வூவத்ொல் எ௱த ௚யற்஼ப்ேபாம், ace 

என்பௌ க்ஶம் ஷட்டல் க்ஶம் சமம் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் ேம௩ம் ஒ௠ 51 வைர ac a1 a2 a3 
நாம் 2 ஐ எ௱தலாம்.
 ஒ௠ 1 ஷட்டல் ஆக 1 ஷட்டல் 2 ஆக௵ம், இந்த வ௯௜ல் ெதாடரவ்தால், கைட஼ da 3 d 
வாரத்்ைதயாக 1 ஷட்டல் 50 உள்ளௌ, இொல் என்பௌ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் d d a1 a2 
௚தல் 

வைர௜லான ெபாௌவான ேவ௥பாடாஶம்.a101 
ஐப் ெபற௵ம், ௙த௚ள்ள ெசாற்களி௧௠ந்ௌ ஐப் ெப௥ழேறாம், ேம௩ம் 1 ஷட்டல் 2-  51 a1 d- 

ஐப் ெப௥ழேறாம் , ேம௩ம் 50- ஐப் ெப௥ழேறாம், இௌ ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றம் 
என்பைத௞ம் , இௌ 50 -க்ஶ 51- ஐ 2 ஆல் வஶக்க சமமாக இ௠ப்பைத௞ம் பாரக்்கலாம்.
 
இப்ேபாௌ என்றால் என்ன என்பைதக் கண்ட௣ய௵ம், எங்களிடம் 51 என்பௌ க்ஶ சமம் d b51 
மற்௥ம் என்பௌ க்ஶ சமம் என்ற ேகள்௳௜ல் நிைன௵ப௄த்ௌழேறாம், எனேவ a1 b1 a51 
என்பௌ 1 ஷட்டல் 50 க்ஶ சமம், 51 என்பௌ க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ சமம்  நாம் d b 51 a1 b1 
ெப௥வௌ என்பௌ ஷட்டல் 50 க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ க௯த்தல் ஐ 50 b 51 p 1 d d b51 b1 
ஆல் வஶத்தால் என்பௌ இப்ேபாௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் 2 க்ஶ சமமான பவர ்50 க்ஶ ௔ 1 b51 
எனேவ நாம் ெப௥ழேறாம் என்பௌ சக்ொ 50 ைமனஸ் 1 ஆக ஐ 50 ஆல் வஶத்தால் d b1 
இப்ேபாௌ இன் இந்த மொப்ைப இங்ேக மாற்௣னால் , 1 என்பௌ க்ஶ சமமாக நமக்ஶ ஽ட௄் d b 1 
ழைடக்ஶம் ஷட்டல் 2 க்ஶ சமம் 50 க௯த்தல் 1 இ௧௠ந்ௌ 51 ஆல் 2 க்ஶ சமமாக உள்ளௌ  51b1 b1 
சக்ொ 51 ஷட்டல் 2 ஐ 4 ஆல் வஶக்க நாம் ஏற்கனேவ ெபற்௥ள்ள ஆனௌ க்ஶ 2 க்ஶ 2 க்ஶ t b1 
சமமாக உள்ளௌ  

மற்௥ம் இல் எௌ ெபரியௌ என்பைதப் பாரக்்கப் ேபாழேறாம், என்பௌ 2 க்ஶ a101 b101 b101 
சமம் 100 ஐ ஆக௵ம், என்பௌ ௔ளஸ் 100 க்ஶ சமம் என்௥ம் , இன் மொப்ைப b1 a101 a1 d d 
ஏற்கனேவ ெபற்௥ள்ேளாம், அௌ 2 க்ஶ 2 ஆஶம்.
  சக்ொ 50 ைமனஸ் 1 ஐ 50 ஆல் ௔1 ஆக வஶக்க ஆதலால் இங்ேக என்பௌ க்ஶ சமம் a101 b1
ேம௩ம் நாம் மாற்றாக இ௠க்ழேறாம் க்ஶ பொலாக மற்௥ம் இௌ இங்ேக 2 க்ஶ 51 a1 ing b1 
ைமனஸ் 2 ஆக ஆக உள்ளௌ, எனேவ அூப்பைட௜ல் நாம் 2 க்ஶ 51 ைமனஸ் 1 ஆக ஐப் b1 b1 
ெப௥ழேறாம், எனேவ ெதளிவாக b101 
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1 0 1 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியௌ எனேவ இரண்டாவௌ ௳௠ப்பம் சரியானௌ மற்௥ம் ௚தல் 
௳௠ப்பம் தவறானௌ, இௌ எங்களின் 11வௌ ேகள்௳ மற்௥ம் பல, எல்ைலயற்ற a1 a2 a3 
ஒத்ொைசவான ௚ன்ேனற்றமாக இ௠க்கட௄்ம் , ௚தல் ெசால் 5 ஆக௵ம் 20 வௌ ெசால் 25 ஆக௵ம் 
இ௠க்ஶம்.
  எொரம்ைறயானௌ 

வௌ பதத்ைத ஐ 1 ஆல் ஷட்டல் ைமனஸ் 1 ஐ ஷட௄்த்ெதாைக க்ஶ ஆக , n a b n b d 
எ௱ௌழேறாம், ேம௩ம் இப்ேபாௌ என்பௌ 1 க்ஶ 1 க்ஶ சமம் d a 1 
என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.
 5 ஆல் என்பௌ a20 
1 ஆல் ஷட்டல் 19 க்ஶ சமம், எனேவ ஷட்டல் 19 என்பௌ 1 ஆல் 20 க்ஶ சமம், இௌ 1 ஆல் 25p d b d 
க்ஶ சமம், ேம௩ம் என்பௌ 1 ஆல் 5 க்ஶ சமம் என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ என்பௌb d 
ைமனஸஓக்ஶ சமம் 4 ஆல் 25 
இ௧௠ந்ௌ 90.
 இப்ேபாௌ எங்கள் ேவைலயானௌ ஶைறந்தபடச் ேநரம்ைற ௚௱ எண் ஐக் கண்ட௣வதாஶம்,n 
 அதனால் கண்ூப்பாக ஆஶம்  0 ஐ ௳ட ஐ a l ess 
1 ஆல் ஷட்டல் ைமனஸ் 1 ஆக ஆக இ௠க்ஶம் ஶைறந்த ேநரம்ைற ௚௱ எண்ைணக் b n d 
கண்௄௔ூப்ேபாம், இொல் ஷட்டல் ைமனஸ் 1 இ௧௠ந்ௌ கண்ூப்பாக 0 க்ஶக் ஶைறவாக b n d 
இ௠ந்தால் என்பௌ 1 ஆல் 5 க்ஶ சமம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம்.b 

இன் மொப்ைப அ௣ந்ௌெகாள்வதால்,  d 
இன் வரம்ைபக் கண்ட௣ய இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைமையப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம், அதற்கான n a 

எொரம்ைறயாக இ௠க்ழறௌ, இப்ேபாௌ மற்௥ம் இன் மொப்ைப மாற்௣யைமத்ௌ, இங்ேக 1 b d 
ஆல் 5 ஐக் ஷடூ் ைமனஸ் 1 ஐக் க௯த்தல் 4 ஆல் 25 ௚தல் 19 வைர கண்ூப்பாகக் ஶைற௵.n 
 0 ஐ ௳ட இௌ 1 ஷட்டல் ைமனஸ் 1 ஆக ைமனஸ் 4 ஐ 5 ஆல் 19 ஆல் வஶத்தால் கண்ூப்பாக 0 n 
க்ஶம் ஶைறவாக உள்ளௌ இௌ க௯த்தல் 1 கண்ூப்பாக ெபரியதாக இ௠க்க ேவண்௄ம் 5 n 
௧௠ந்ௌ 19 ஐ 4 ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம் அதாவௌ ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியதாக இ௠க்க n 
ேவண்௄ம் 4 ஷட்டல் 1 ஆல் மற்௥ம் இௌ 99 ஐ 4 ஆல் வஶத்தல் எனேவ ஐ ௳ட n 25 
ெபரியதாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட 
கண்ூப்பாக ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ 25 என்பௌ ஶைறந்தபடச் ேநரம்ைற ௚௱ 
எண் ஆஶம் , இதற்ஶ ஒ௠ எொரம்ைறயானௌ எனேவ நமக்ஶ ௳௠ப்பம் 4 ழைடக்ஶம்.
 
இந்தக் ேகள்௳௜ல் நாம் நான்ஶ ெவவ்ேவ௥ எண்கைளக் ெகாண்௄ள்ேளாம்  ஒ௠ வூ௳யல் 
௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠க்ஶம் மற்௥ம் எங்களிடம் உள்ளௌ க்ஶ சமம் s a1 a2 a3 a4 b1 a1 
மற்௥ம் ஆனௌ ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் 1 ௔ளஸ் அைனத்ௌக்ஶம் சமம் மற்௥ம் 4 bi bi ai i 2 3 
க்ஶ சமம் ௔ன்னர ்எங்களிடம் இரண்௄ அ௣க்ைககள் உள்ளன ௚தல் ஷற்௥ எண்கள்  b1 b2 b3 
மற்௥ம் ஆழயைவ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொேலா அல்லௌ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொேலா b4 
இல்ைல, இரண்டாவௌ அ௣க்ைகயானௌ மற்௥ம் ஆழய எண்கள் ஒத்ொைசவான b1 b2 b3 b4 
௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளனவா என்பைத நாம் சரிபாரக்்க ேவண்௄ம்.
 உண்ைம, ஷற்௥ 2 என்பௌ ஸ்ேடட்ெமண்ட் 1 இன் சரியான நியாயமா இல்ைலயா என்பைதச ்
சரிபாரக்்க ேவண்௄ம்    ௔ளஸ் க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ ௔ளஸ் ௔ளஸ் b2 a3 b3 a1 a2 a3 
மற்௥ம் என்பௌ ௔ளஸ் க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ ௔ளஸ் ௔ளஸ் ௔ளஸ் b4 b3 a4 b4 a1 a2 a3 

க்ஶ சமம், இங்ழ௠ந்ௌ ைமனஸ் என்பௌ மற்௥ம் க்ஶ சமம் என்பைத நிைன௳ல் a4 b2 b1 a2 b3
ெகாள்ள௵ம்  க௯த்தல் என்பௌ க்ஶ சமம் என்பௌ b2 a3 

கள் என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ  அைனத்ௌ ேவ௥படட்ௌ எனேவ என்பௌ க்ஶ ai a2 a3 
சமமாக இல்ைல அதாவௌ ைமனஸ் ஆனௌ ைமனஸ் க்ஶ b2 b1 b3 b2 
சமம் இல்ைல எனேவ உள்ளௌ க்ஶ சமம் இல்ைல இௌ 2b2 b1 plus b3 b1 b2 b3 
எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் இல்ைல எனேவ மற்௥ம்  எண்கணித p 1 b 2 b 3 b 4 
௚ன்ேனற்றத்ொல் இல்ைல அ௄த்ௌ மற்௥ம் வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளதா b1 b2 b3 b4 
என்௥ ெசால்ழேறாம், அதற்காக ஐ 1 ல் என எ௱ௌேவாம் ைமனஸ் 1 அைனத்ௌக்ஶம் ai r i i 2
3 மற்௥ம் 4 க்ஶ சமம் மற்௥ம் இங்ஶ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன என்௥ a1 a2 a3 a4 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இௌ என்பௌ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ௳ழதமாஶம் r a1
a2 a3 a4 

என்பௌ 0 க்ஶ சமமாக இல்ைல மற்௥ம் என்பௌ 0 க்ஶ சமமாக இல்ைல என்பைத இங்ேக a1 r 
ஒ௠ ஼௣ய ஶ௣ப்ைப உ௠வாக்ஶேவாம்.
 ஏெனனில் 1 என்பௌ 0 க்ஶ சமம் அல்லௌ என்பௌ 0 க்ஶ சமம் என்றால் , கள் அைனத்ௌம் r AI 
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ேவ௥படட்ைவ   என்பைத இௌ ௚ரண்ப௄ழறௌ  3 என்பௌ 1 ஷட்டல் ஷட்டல் 1 a 1 r r 
சௌரத்ொற்ஶச ்சமம், இௌ 1 க்ஶ 1 ஷட்டல் ஷட்டல் r r.
  சௌரம் மற்௥ம் என்பௌ ஷட்டல் மற்௥ம் 1 சௌரம் மற்௥ம் b4 a1 a1 r r 

என்பௌ 1 கனசௌரத்ொற்ஶச ்சமம், 1 க்ஶ 1 ஷட்டல் ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் p 4 r r r r 
கனசௌரம் இப்ேபாௌ மற்௥ம் வூவ௳ய௧ல் இ௠ந்தால்  ௚ன்ேனற்றம் ௔ன்னர ்b1 b2 b3 b4 
நாம் ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம் சௌரத்ொற்ஶ சமம்  b1 b3 b2 b1 b2 

ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ந்தால் அைத இங்ேக எ௱ௌழேறன், எனேவ நாம் b3 
1 இல் 1 ௧௠ந்ௌ 1 ஷட்டல் ஷட்டல் சௌரம் 1 சௌரத்ொற்ஶ சமம் 1 ஷட்டல் ௚௱ சௌரம் r r r 
இப்ேபாௌ ௗஜ்௷யம் அல்லாதௌ 1 என இ௠௖ற௚ம் 1 ஐ ரத்ௌ ெசய்யலாம், ேம௩ம் 1 ஷட்டல் r 
ஷட்டல் சௌரம் 1 ஷட்டல் ௚௱ சௌரத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அதாவௌ 1 ஷட்டல் 2 r r 

ஷட்டல் சௌரம் நிைன௵ஷரப்ப௄ம்.r r 
 நாம் ஏற்கனேவ ெபற்௥ள்ள என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம் அல்ல என்பைத நாம் எளிதாகக் r 
கவனிக்கலாம், ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இல்ைல என்பதற்ஶ இந்தச ்சமத்ௌவம் ெபா௠ந்தாௌ,r 

எனேவ இந்த ௳ஷயத்ொல் நாம் ஆக ஐப் ெபற௳ல்ைல என்பௌ சௌரத்ொற்ஶச ்சமம், b1 b3 b2 
அதாவௌ ஆக ஆக உள்ளௌ சௌரத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவ மற்௥ம் b1 b3 b2 b1 b2 b3 
b4 
வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் இல்ைல, எனேவ இங்ேக எங்கள் அ௣க்ைக 1 உண்ைம  எனேவ e 
நாம் உடனூயாக ௳௠ப்பம் 1 ஐ நி௥த்தலாம்.
 அ௄த்ததாக அ௣க்ைக 2 சரியானதா இல்ைலயா என்பைதச ்சரிபாரப்்ேபாம் , அதற்காக நாம் b1

மற்௥ம் இணக்கமான ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளதா இல்ைலயா   என்பைதச ்சரிபாரக்்கb2 b3 b4 
ேவண்௄ம்.
 1 ஆல் ௔ 1 ௔ளஸ் 1 ைப என்பௌ 2 ஆல் ௔ 2 க்ஶ சமம், அதாவௌ நாம் 1 ஆல் 1 ௔ளஸ் 1 ஆல் 1 v3 
இன் 1 ௔ளஸ் ஆர ்௔ளஸ் ஆர ்சௌரம் என்பௌ 2 ஆல் 1 இன் 1 ௔ளஸ் ஆர ்என்பௌ 1 ஷட்டல் r 
ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் 1 ஐ 1 ஷட்டல் ஷட்டல் சௌரம் 2 ஆல் 1 ஷட்டல் க்ஶ சமம், அௌ 1 r r r r 
ஷட்டல் ஐ 2 ஷட்டல் ஷட்டல் சௌரம் 2 க்ஶ 1 ஷட்டல் ஷட்டல் ஆக இ௠க்ஶம்  சௌரத்ைதr r r r r 
எளிைமயாக்ழனால் 2 ஷட்டல் ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் 2 ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் r r r r r 
கனசௌரம் 2 ஷட்டல் 2 ஷட்டல் 2 சௌரத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், அதாவௌ நாம் ஐ 1 r r r 
ஷட்டல் சௌரம் 0 க்ஶ சமம், அதாவௌ நாம் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் அல்லௌ என்பௌ ஷட்டல் r r r 
க௯த்தல் சமம் என்பைத நான் இப்ேபாௌ நிைன௵ ஷரழ்ேறன் .

என்பௌ 0 க்ஶ சமமாக இல்ைல மற்௥ம் அைனத்ௌம் ேவ௥படட்ைவ மற்௥ம்   r a1 a2 a3 a4 r
என்பௌ ஷட்டல் க௯த்தல் சமம் என்றால் என்பௌ 1 க்ஶ b 4 
1 ஷட்டல் ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் கன சௌரம் 0 க்ஶ சமம் என்பைத நிைன௳ல் r r r 
ெகாள்ள௵ம் எனேவ மற்௥ம் b1 b2 b3 b4 
இணக்கமான ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠க்க ௚ூயாௌ, எனேவ அ௣க்ைக 2 தவறானௌ என்பைதக் 
காண்ழேறாம், ஏற்கனேவ அ௣க்ைக 1 உண்ைம என்௥ பாரத்்ேதாம், எனேவ ௳௠ப்பம் 4 மட௄்ேம 
சரியான பொல் இௌ எங்கள் ேகள்௳ எண் 12 ஐ ோரக்்ழறௌ.
 இங்ேக ேகள்௳ எண் 13 உள்ளௌ  ௚தல் 100 வைர ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் a1 a2 a1 3
ஆக இ௠க்கட௄்ம் , ேம௩ம் ஐ ௳ட 1 ௚தல் ைப வைர இயங்ஶம் அைனத்ௌ 1க்ஶம் ஶைறவான ii 
அல்லௌ க்ஶ சமமான 100க்ஶ ஶைறவான அல்லௌ 100 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் உடன் 1 p n 
ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா 20க்ஶ ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா நாம் ஐ n m 

ஆக எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், ௔றஶ ஆனௌ 5n sm by sn n 
ஐச ்சாரந்்ொ௠க்க௳ல்ைல என்றால், இன் மொப்ைபக் கண்ட௣ய ௚த௧ல் இன் மொப்ைபக் a2 a2 
கண்௄௔ூப்ேபாம்.
 இந்த எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ேவ௥பாட்ூன் மொப்ைபக் கண்ட௣ய 
ேபாௌமானௌ  இந்த எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ேவ௥பாடாக ஐ அைழக்க௵ம், d 
இப்ேபாௌ என்பௌ ௔ளஸ் ஐத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, எனேவ என்றால் என்ன a2 a1 d a1 
என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், என்றால் என்ன என்பைதக் கண்ட௣ய ௚ூந்தால், 2 என்றால் d 
என்னெவன்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
  1 ௚தல் ைப வைர இயங்ஶழறௌ, எனேவ இௌ க்ஶ சமம் ஒ௠ 1 ஷட்டல் 1 ஷட்டல் 2 ஷட்டல் p 
மற்௥ம் ௚ன்௑ம் ௔ன்௑ம் ைமனஸ் 1 ௚தல் வைர சமம் 3 என்௥ எங்க௬க்ஶத் p d e 1 
ெதரி௞ம், எனேவ அைத இங்ேக மாற்௥ழேறாம் எனேவ சமம் ஷட்டல் க்ஶ ைமனஸ் sp  3p p p 
1 ஆல் 2 ஆல் வஶத்ௌ ஆல் ஐ 2 ஆல் ெபாௌவாக எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம் ௔றஶ 6 ஷட்டல் d t p 
ைமனஸ் 1 ஐ க்ஶள் ெப௥ேவாம், இப்ேபாௌ நாம் ஆல் ஐ எ௱ௌழேறாம், அங்ஶ d sm sn m 5n 
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க்ஶ சமம் எனேவ ஆல் ஆல் ன் க்ஶ சமம் மற்௥ம் இௌ 5 இன் 2 ஆல் 6 ௔ளஸ் 5 இல் m sn s 5 n s 
ைமனஸ் 1 ல் ூ ஆல் வழப்பௌ ஆல் 2 ல் 6 ௔ளஸ் ைமனஸ் 1 n n 
ஆல் ூ ேகன்சல் ஐ 2 ஆல் ௃னா௘ேனட்டரில் இ௠ந்ௌ 2 ஆல் மற்௥ம் நாங்கள்  30 ஷட்டல் 25 n n 
க௯த்தல் 5 ஐ ஆல் 6 ஷட்டல் ைமனஸ் 1 ஐ d n d 
ஆகப் ெபற௵ம் ௛லம் ஆனௌ ஒ௠ மா௣௧ என்௥ உ௥ொயளிக்ழறௌ, அந்த மா௣௧ைய n sm c 
என அைழப்ேபாம், எனேவ நம்௘டம் 30 ஷட்டல் 25 ைமனஸ் 5 இல் உள்ளௌ என்பௌ க்ஶ 6 n d c 
ஷட்டல் ைமனஸ் 1 n 
இ௧௠ந்ௌ க்ஶ சமம்.d 
 நாம் இங்ேக ஆல் அைழத்ேதாம், ஏெனனில் ௳ழதத்ைத ஆல் மாற்௣னா௩ம் c n sm sn 
இப்ேபாௌ இந்த சமன்பாடூ்௧௠ந்ௌ 30 ஷட்டல் 25 ைமனஸ் 5 ஐப் ெப௥ழேறாம் , 6 nd d c 
ஷட்டல் ைமனஸ் க்ஶ சமம் எனேவ 25 ைமனஸ் க்ஶ சமம் 6 ைமனஸ் cnd cd c nd c cd 
ைமனஸ் 30 ஷட்டல் 5 எனேவ 25 ைமனஸ் இ௧௠ந்ௌ ௗஜ்௷யமாக இ௠ந்தால், இந்த d c  d 
சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ இன் ொட்டவட்டமான மொப்ைபப் ெப௥ழேறாம், ஆனால் இந்த சமன்பா௄ n 
1 ஐ ௳ட ெபரியதாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா மற்௥ம் ஶைறவாகேவா இ௠க்ஶம் 20க்ஶ சமம் 
எனேவ 25 ைமனஸ் இ௧௠ந்ௌ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம், இங்ழ௠ந்ௌ என்பௌ 0 c d d 
அல்லௌ என்பௌ 25 க்ஶ சமம் என்றால், என்பௌ 0 க்ஶ சமம் என்றால், 2 என்பௌ 1 ஷட்டல் 0 c d 
க்ஶ சமம்.

சமம் 3 மற்௥ம் சமம் 25 என்றால் 30 ஷட்டல் 25 க௯த்தல் ஷட்டல் க௯த்தல்   a 2 c nd 5d 6 nd 
சமம் எனேவ 30 ஷட்டல் 25 வௌ க௯த்தல் 5 என்பௌ 150 ஷட்டல் 25 வௌ க௯த்தல் 25 d t  o 25 d 
எனேவ 20 என்பௌ 150 ைமனஸ் 30 க்ஶ சமம், இௌ 120 க்ஶ சமம் எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ d d d 

என்பௌ 6 க்ஶ சமம் 
எனேவ இந்த வழக்ழல் நாம் ெப௥ழேறாம் என்பௌ ஷட்டல் 6 க்ஶ சமம் எனேவ க்ஶ a2 a1 a2 9 
சமம் எனேவ ஆனௌ 3 மற்௥ம் 9 என 2 சாத்ொயமான மொப்௖கைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ, இௌ a 2 
நமௌ ேகள்௳ எண் 13 ஐ ோரக்்ழறௌ.
 இௌ எங்களின் 14 வௌ ேகள்௳ மற்௥ம் ௛ன்௥ ேநரம்ைற ௚௱ எண்களாக இ௠க்கட௄்ம் .ab c 
  ஒ௠ ௚௱ எண் மற்௥ம் ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ந்தால் மற்௥ம் மற்௥ம் ab c ab c 
இன் எண்கணித சராசரி ௔ளஸ் 2 ஆக இ௠ந்தால், மற்௥ம் வூவ௳ய௧ல் இ௠ப்பதால் b ab c 
ஒ௠ சௌரத்ொன் மொப்ைபக் ஷட்டல் 1 ஆல் ஷட்டல் 1 ஆல் வஶக்கப்ப௄ம்.
 ௚ன்ேனற்றம் நாம் ஆல் ஆக௵ம், ஆக ஆக௵ம் எ௱ௌழேறாம், அங்ஶ என்பௌ a r c p r 
ெபாௌவான ௳ழதமாஶம் , என்பௌ ௚௱ எண் என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் .b a 
 ேநரம்ைறயான ஶ௣ப்௖ , இங்ழ௠ந்ௌ நாம் ஐப் ெப௥வௌ ஆல் க்ஶ சமம் எனேவ காம் r a b 
என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம் என்பௌ ேநரம்ைற ௚௱ எண்களின் ெதாஶப்ைபக் mon ratio r 
ஶ௣க்ழேறாம்   
2 அதாவௌ ஒ௠ க௯த்தல் 2 ௔ ஷட்டல் என்பௌ 6க்ஶ சமம் ஆஶம்   2 ஷட்டல் சௌரம் 6 c br br r 
க்ஶ சமம் என்பைத நாம் ஸ்ெகாயரட்் ைமனஸ் 2 ஷட்டல் 1 இன் என்பௌ 6 க்ஶ சமம் r r b r 
எனேவ ஆல் ல் க௯த்தல் 1 ௚௱ சௌரம் 6 க்ஶ சமம் என்பதால் ஆல் வஶக்க ௚ூ௞ம்.p r r r 

என்பௌ ௗஜ்௷யமல்ல என்பைத இப்ேபாௌ நிைன௵ப௄த்ௌங்கள், ஆல் என்பௌ க்ஶ   r b r a 
சமம் எனேவ இல் உள்ள 1 ௚௱ சௌரம் 6 க்ஶ சமம்.r 

மற்௥ம் இரண்௄ம் ேநரம்ைற ௚௱ எண்கள் என்பைத நாம் அ௣ேவாம். a r 
 
இந்த சமன்பாட்ூன் ௚௱ எண் ோர௵் சமம் 2 மற்௥ம் சமம் 6 எனேவ நாம் ஐ சமம் 6 க்ஶ r a a 
மாற்௥ழேறாம் இந்த ெவளிப்பாடூ்ல் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் க௯த்தல் 14ஐ ஷட்டல் 1 ஆல் 
வஶத்தால், இௌ 36 ஷட்டல் 6 க௯த்தல் 14 ஐ 7 ஆல் வஶத்தால் 
28 ஆல் 7 ஆகப் ெப௥ழேறாம், எனேவ இந்த ெவளிப்பாட்ூன் மொப்ைப 4 ஆகப் ெப௥ழேறாம், 
எனேவ இௌ நமௌ ேகள்௳ எண் 14ஐ ோரக்்ழறௌ.
 இப்ேபாௌ ௔ன்வ௠ம் ேகள்௳ையப் பாரப்்ேபாம் , ௚தல் ஏ௱ ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக ௚தல் 
11 ெசாற்களின் ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் ௳ழதம் 6 மற்௥ம் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ஏழாவௌ ெசால் 
என்றால் ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் அைனத்ௌ ௳ொ௚ைறக௬ம் ேநரம்ைற ௚௱ 
எண்கள் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  130 மற்௥ம் 140 க்ஶ இைட௜ல் உள்ளௌ , இந்த எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான 
ேவ௥பா௄ என்ன, இந்த எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ேவ௥பாட்ைட 

மற்௥ம் ௛லம் இந்த ௚ன்ேனற்றத்ொன் ௛லம் ஶ௣ப்ேபாம், எனேவ என்பௌ 1 ஷட்டல் d r ar ar 
ைமனஸ் 1 க்ஶ க்ஶ சமம் r d 

1 ஐ ௳ட ெபரிய அல்லௌ அதற்ஶ சமமான அைனத்ௌ க்ஶம்  என்பௌ 0 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக r ar 
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ெபரிய ெதாஶப்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ என்௥ நமக்ஶ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, அதாவௌ z ar 
என்பௌ ஒ௠ ேநரம்ைற ௚௱ எண் .

என்பௌ ேநரம்ைற ௚௱ எண், ஏெனன்றால் என்பௌ 1 ஷட்டல் க௯த்தல் ஐத் த௳ர   d d d a 1 
ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, ேம௩ம் இௌ ேநரம்ைற ௚௱ எண் என்பௌ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் , 
ேம௩ம் இௌ ேநரம்ைற ௚௱ எண் என்பௌம் ேகள்௳௜ல் 1 ௚தல் இயங்ஶம் க்ஶ ேமல் அந்தத் ii 
ெதாைக வழங்கப்பட௄்ள்ளௌ .

வைர   7 ai 
ஐ ேமல் ஷட௄்த்ெதாைகயால் வஶத்தால் 1 ௚தல் 11 வைர 6 ஆல் 11 வைர சமம் இப்ேபாௌ ii ai 

1 ௚தல் 7 வைர இயங்ஶம் ேமல் ஷட௄்த்ெதாைக 7 ஷட்டல் 1 ஷட்டல் 2 ஷட்ட௩க்ஶச ்ai ii a 1 
சமம் என்பைதக் கவனி௞ங்கள் ேம௩ம் 6 ௚தல் வைர 6 க்ஶ 7 க்ஶ சமம் என்பைத 2 ஆல் d 
வஶத்தால் 
இந்த ெதாைக 7 ஆக 1 ஷட்டல் 3 ஆக மா௥ம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க   11 அ 1 ஷட்டல் 1 d 
ஷட்டல் 2 ஷட்டல் மற்௥ம் 10 வைர ஆக சமம் எனேவ இௌ 11 ஷட்டல் 10 க்ஶ 11 ஆக 2 ஆல் d a 1 

வஶக்கப்ப௄ழறௌ எனேவ இந்த ெதாைக 11 ஆக 1 ஷட்டல் 5 ஆக மா௥ம் எனேவ இந்த d d 
சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ நாம் 7 ஐ 1 ஷட்டல் 3 ஐ 11 ஆல் 1 ஷட்டல் 5 ஆல் வஶத்தால் 6 ஆல் 11 ஆக d d 
சமம், அதாவௌ 7 ஷட்டல் 21 என்பௌ 6 ஷட்டல் 30 a  1 d a 1 t 
க்ஶ சமம், அதாவௌ என்பௌ 9 க்ஶ சமம் என்௥ம் 130 கண்ூப்பாக ஐ ௳ட ஶைறவாக a 1 d a7 
உள்ளௌ என்௥ம் கண்ூப்பாக 140 க்ஶம் ஶைறவாக உள்ளௌ என்௥ம் இப்ேபாௌ என்பௌ 1 a7 a7 
ஷட்டல் 6 மற்௥ம் ஒ௠  1 என்பௌ 90 க்ஶ சமம், 7 என்பௌ 15 ஐப் ெப௥ழேறாம், d d 
எனேவ 130 ஐ 15 ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம், ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் d d 
கண்ூப்பாக 140 ஐ 15 ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம், எனேவ இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைமையப் 
ெப௥ழேறாம் 26 ஆல் 3 வழப்பௌ கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ  மற்௥ம் ஐ 3 ஆல் d d 28 
வஶக்க கண்ூப்பாக ஶைறவாக உள்ளௌ 9 ைமனஸ் 1 ஆல் 3 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக d 
உள்ளௌ மற்௥ம் கண்ூப்பாக 9 க்ஶம் 1 ஆல் 3 க்ஶம் ஶைறவாக உள்ளௌ, ஏெனனில் என்பௌ d d 
ஒ௠ ௚௱ எண் என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம் என்பௌ சமம் 9 ௚தல் 9 வைர இந்த எண்கணித t 
௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ேவ௥பா௄ 9 ஆஶம் .
 இத்ௌடன் எண்கணித வூ௳யல் மற்௥ம் ஒத்ொைசவான ௚ன்ேனற்றங்கள் பற்௣ய எங்கள் 
஼க்கைலத் ோரக்்ஶம் அமரை்வ ௚ூக்ழேறாம்.
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