
 అంకగށత ڣࡔగށత మࡗࣔ ࠾ࡍघ సమసङ ߯ޒగࡗߩ ڡߖ  పࢲࡍए ర ࣊షࣃ ڕ ߤछ గతం, ࠭࠲ ఈ ܌ࡗ iit 
ऒߕఉ ڵ࡯క ߘల ߤష࣊ ݡంࡓ తफం࠴ ऒߖڜ ంۨࡍڷ ࢐ܽ ,࠭  ࢐సफ࢐లࡏڷ ߘफڝࣆۯవడం ޳छ  ࠪ ࠭࠲ ࡌ
࣊షߘ ߤ ऴߦరంࣃࠚफ ࠭ 
మ࠾ࡍ మనం ߮ۮओ  ऴకࠪߖऒ  సంఖङ ల ऴڴށࢩ ఉండంݟ.
 అంకగށత ࡗߩగڕ ࡹޒऱప फంߦۮ ڴओ లం݄, 
ఉనऒ ݟ ࠪڒ టऱޙ࠼ 
, 1 కం݄ ߭దभړ1 ޳ࡶ ޴ సࠪనం అ࠼నటऱޙ࠼, మనڕ ఒక ప ऱ࣒  త n dށఈ అంకగ ߖ సࠪనం, ఈ ړన࣒ 1࠳ 
కएࡅ ޒగࡗߩ రణ వङ߄ࣃ  ङޑ సం అంܼࡏ.

 కం݄ ߭దभړ  ޳ࡶ ޴ సࠪన࠳న అߖऒ ంܽڔ ఒక ఇߖ ߤ కڵ࡯ ఉనऒ  శړ फ࠳ ړన࣒ ړ సࠪన࠳న 1     ࠪڒ 1 n 1 r 
ఉనऒ టऱޙ࠼, ఈ ڙࣅछ झߤ ऱపڕ   फంڣࡔ ࡹ ڴగށత ࡗߩగࡹޒ ఉందۮ ߖపओ ంݟ.an gp 
 ఈ ڣࡔగށత ࡗߩగమనం ࡅకए షओߖ రణ߄ࣃ  ऒߖన అ࠳సࠪన ړ1 ޳ࡶ ޴కం݄ ߭దभ 1   ࠾ࡍफ మޒ ంܽڔ 
మనం  ޳छ ఉనऒ ݟ ࠪڒ ࡮ݦఉం ڵ࡯క ߖ ࡌ టऱޙ࠼ ۨనऒ छڙࣅ ࡹ  झߤ घࡗࣔ  1ߖఉంܿంద ࡹ ߤషڻऴ߱ऴ ڡߖ 1 hp a 
फߦۮ ࠭࠲ ࠭ ఒక ప ऱ࣒ ఒక ప ޴సࠪనం, అ ړ ݟంߘ న࣒ 1࠳  ऱ࣒ బܽद n d n dڒ సࠪనం ړ ݟంߘ న࣒ 1࠳ 
ऴߦథࠫకంڙࣅ ࠭࠲ ڴछ झߤ छ޳   ఉనऒ ࡹޒగࡗߩ తށగ ࡌ టऱڙࣅ ,ޙ࠼छ झߤ घࡗࣔ  1 ߖఉంద ࡹ ߤషڻऴ߱ऴ ڡߖ a 
ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ ࣃۯ ݋ߠफ ࠭ మనڕ అంకగށత ࡗߩగࡹޒ ఉనऒ సంఖङ ݡ࠮   ab c ࠾ࡍమ ࡱ
ఇۨऐ నటऱޙ࠼, 
ప  ߘ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ߖ ڴతర۪ ࠭࠲ ऱ࣒  అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭, ఇకए డ అ޴ߝ అంకగށత ࡗߩగޒ a b d c b d d 
కएࡅ రణ వङ߄ࣃ  ङޑ సం అޙ࠼ c 

ओߩఉం݄ అ ࡹޒగࡗߩ తށగڣࡔ छ޳ ߖ మనం ݡ ఇకए ,ݟऴ࢐యం ߖఅ ߖ ࠾ࡍమ ࡌ డ అ޴ߝabc a b r c r r 
కएࡅ ޒగࡗߩ తށగڣࡔ షओߖ రణ߄ࣃ  సంఖङ ݡ࠮ ࠾ࡍफ మޒ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ࠾ࡍమ ࡱ వ ab c ab c 
రڒల ࡗߩగమߕలࡹ ఉం݄, అߩओ ందవ۪ऐ߰ ߖ࢐ܽ ޴ంړంۨ ఈ ऴࡍڷ ࠾ࡍమనం మ ݡ .ab c 
దܽ సందరग࠴ ࠪ  ం ݡ࠮ సంఖङ  త abc ap gp ab cށఅంకగ ࠾ࡍమ ࡹల ڼ࡮అ ࠾ࡍమ ࡱ
ఉనऒ ࡹޒగࡗߩ ం޶న మనం ࠳న࣒ మߖ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭ ఇకए డ అ޴ߝ అంకగށత a b d c b d d 
కएࡅ ޒగࡗߩ రణ వङ߄ࣃ  ङޑ సం మࡏ࢐ ࠾ࡍ వݞږ ࡹ  ࣄ ࡵ ఉߕऒ छ޳ మనం ,࠼ ab gp ࡌ a b r 
మ࠾ࡍ అߖ అߖ ऴࣃ࢐फ ࠭, ఇకए డ అڣࡔ ޴ߝగށత ࡗߩగࡅ ޒకए షओߖ రణ߄ࣃ  फ ఇకएޒ డ ߘంݟ c br r 
మనڕ సࠪనం ࠳న࣒ ߘంݟ  ప ऱ࣒ సࠪనం అం݄ ࣋ए ړ  छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇకए డ ac b d b d v d 
ए࣋ ޴సࠪనం అ ڕమన  ݟంߘ छ ए࣋ ڕబܽद మనڒ ࡛ छ ࡛ ఈకछ ए࣋ ڴ ࡽ छ  న࣒ ac b by r in br b b b࠳ ࡛

࣋ए छ ࡛ వࣆफంڒ ޴బܽद ఇకए డ ߘంݟ మనం ࣋ए छ मࡌߖ ߖసࠪనం అ ړ 0 ࡛ ంచవ۪ऐࡍ  అం݄ ړ సࠪనం d d t 0 
ఈ సందరग  ࡹ బܽदڒ ంࡹ మనڕ ఉం޴ ఈకछ  a b abc ap gp ఉం݄ అ࢑ ࡹ ࠾ࡍబܽद మڒ సࠪనం ړ ࡽ
సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మన త޶పࡍ సందరग ం మࡓ ࠾ࡍంݟంܽߙࡹ ఉߕऒ  abc gp hp abc gpࡹ ,࠼
ఉߕऒ పܽ సందరगߘ࠭ బܽद మనంڒ ࠼ ంڴ࡮ ࡹ ऴࣃ࢐फ ࠭ అ޳ ޴ߝछ a r b ޴ߝఅ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡌ c 

సࠪనం, ఇకए ړ డ అ߄ࣃ ޴ߝరణ ߖషओ ఉనऒ ݞږ ࡹ ࠾ࡍफ మޒ ం޶న మనం ఈܘ ఈకछ brܿ ࡽ r abc hp a 
న࣒ ఈకछ࠳ ࠑ 1 ఈకछ ࣄ ࠾ࡍమ ࠑ 1 ࡽ ప  ࠑ 1 ࡽ ऱ࣒  ఇߩओ ఇకए ݡ డ ߘంݟ మనڕ అ޴ߝ p db p p d ac b 
࣋ए छ ఇకए ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡛ డ ߘంݟ మనڕ అࠉ ࠑ  ޴ߝ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ బܽद ac 1ڒ సࠪనం ړ ࡛ d 
సమం అޔ࢓ం޴  ఇ޴ మనڕ ࣋ए छ ࡛ ࣋ए छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न  ړ ݋ߠ సࠪనం, ఇకए డ ߘంݟ b p b d 1
మనړ1 ڕ సࠪనం ڒబܽद చదరߩ ࣋ए छ ए࣋ ޴అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ݞږ ࡛ छ ࡛ ࣋ए छ  bp b p b d ړ 0 ࡛
సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ .
 కڵ࡯ అߕࣆ ޴ߝऒ బܽद ఈ సందరगڒ ࡯ݞఉం ࠼అ 0 ޴ߝబܽद అڒ ޶ڒ సࠪనం ړ ంړ ࡹ సࠪనం b d a b 
అం݄ ړ సࠪనం ڒబܽद ݡ࠮ సంఖङ घࡗࣔ ࠾ࡍఉం݄ మ ߙࡹంܽݟంࡓ గమనంࡗߩ తށగڣࡔ ࡱ  c abc ڡߖ
డవ సందరग࠮ మన అ࢑ ࡹޒగࡗߩ ంࡹ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ  అ޴ߝ  మࡓ ࠾ࡍంݟంܽߙࡹ abc ap hp 
ఉߕऒ ఉనऒ ࡹ ,࠼ ݄ऱ మనం అߖ ऴࣃ࢐फ పऱ࣒  ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ࠭ ap ڼ࡮సࠪనం, అ ړ  abc a b d1 c b d1 
అࡹ ࢑ ఉనऒ ం޶న అ࠳ ࠑ 1 ߖన࣒ అߖ ऴࣃ࢐फ छ޳ ࠾ࡍమ ݟంߘ 1 ࠭ ప  ࡌ ऱ࣒ hp ړ  a p d2 b p c 1 p d2 
సࠪనం, అ࠳ ޴ߝన࣒ ړ సࠪనం అڼ࡮ అ࠳ ࠑ 1 ޴ߝన࣒ ړ సࠪనం ڒబܽद ߖ࢐ܽ సమం ࣋ۯफa b d1 a p d2

ంܼ࠭.b d1 p d2ڕࣆޓ ړࡹ న࣒࠳ ߖ న࣒࠳
న࣒  ప࠳ న࣒࠳ అం݄ 1 ݟంߘ  ऱ࣒ ओߩసࠪనం ఇ ړ1  ఇకए ݡ డ ߘంݟ మనం bp pd1 dd2 d1 d2 bp 
సࠪనం అࣃ۫ ߖफ ప  ڕబܽद మనڒ 1 ݟంߘ  ࠭ ऱ࣒  pd1 bd2 
మࢁऱ ړ సࠪనం అޔ࢓ం޴, మࢁच  మనڕ ఉం޴  ప ऱ࣒ छ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1  ప  ࡌ ऱ࣒  d1 d2 c b g c 1 p d 
फࣃۯ సమం ߖ࢐ܽ ࠭࠲ సࠪనం ړ2 ప  ࠭࠲ ߖ࢐ܽ ࠭ ऱ࣒ ప  ߖ1  ऱ࣒ సࠪనం b d p d2 ړ1 ࠭ޑ޶ం߰ ڴ 
అం݄  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  bp pd1 bd2 d1 d2 
సࠪనం అం݄  ప ړసࠪనం, అం݄ 1 ړ1 ऱ࣒ ం bp pd1 vd2 d1 d2޳ంڕࣆۯफࡏڷ ߖసࠪనం అ ړ న࣒࠳ 
మనڕ  ప ऱ࣒  న࣒ pd1 bd2࠳ 

d1 d2 ړసࠪనం అం݄ 0 ړ అం݄ ޴న࣒ ఉంܿం࠳ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ d1 d2 d1 d2 d1 d2 0 d1 
సࠪనం ޳ࡶ అړ0 ޴ߝ సࠪనం.d2 

అړ ޴ߝ సࠪనం ړ సࠪనం ڒబܽद ݡ࠮ పࡱ޳ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ రڒల ࡗߩగమనంࡹ ఉం݄ అ࢑  a b c
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సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ ఇ޴ మన ࠴దܽ ऴపశऒ , మనږߘࣃ ݡ࠮ ڕల ࢐సफవ సంఖङ  ab ࡱ
మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ సࠬకరణం 9 ߘం25 ݟ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒  25 ఇࣄ ߤ ࣋ए छ ఈకछ ࣄన࣒ 3ఎ࠳ ࡛   c a ࡽ

ఎ ప  ܿ ࠉ ऱ࣒ ఇవछ ࡱ ߤఆపल ڷࡱߕ ڕࠪ ࣄ  బݞन తపओ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࠼ క ఇࣃफ ఇۨऐ ࠭࠲  ࠭ న 15 3
సࠬకరణంޜ ऴߦరంࠚంۯ సࡕన సࠪߕ߄లߘ కھߘనంݟ, మన225 ڕ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ 9  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣄ 25 
࣋ए छ ऒߕࣆ ࣄࠉ న࣒ 15࠳ ࠉన࣒ 45 ఎ࠳ ࣄన࣒ 75 ఎ࠳ ࡛  ,సࠪనం ړ
225 ఒక చޔరऴసం ࠴తफం 15 చޔరऴړߖࣃ సࠪనం.
 

చޔరऴసం ࠴తफం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం 25 చޔరऴసం 5 ࠴తफం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం మనం 75 9b 3b c c 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ߖఅ 3 ݟంߘ 15 ߖఅ 5 ݟంߘ 15 ߖ తफం ac࠴ బܽद ఈڒ  a c 45 ab a b 15 bc 5c

సࠬకరߖހऒ  ఇڵࡍޒ ࡮ ऴ࢐యవ۪ऐ ए࣋ ࡽࣟ ࠉ న࣒ 3࠳ ఎ 15 ݟంߘ 2 ࠑ 1  छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣄ న࣒ 5࠳ ࠉ 3 
ए࣋ ࡽߺ छ ࡛ ప ऱ࣒  15 ఎ ࠳న࣒ 5 ࠴ ࣄతफం ࣋ए छ . సࠪనం ړ0 ࡛
 ఈ ݡ࠮ సంఖङ ऒߗఅ ࡱ మనం ۫డవ۪ऐ ߖవࡶ ڴ ࢟ܽڻߜ  .
 -ऴపږޒల సంఖङ ऒߕࣆ ࡱ  అޙ࠼ అవߗऒ ऒߕࣆ   న࣒ a b b࠳ బܽद 0 3ڒ ޴फంࣆన࣒ 3 వ࠳ 15 ڕబܽद మనڒ 

c a minus 5 c b a 3b 5c 5 ړ ఉం݄ సࠪనం 5 ڕసࠪనం అం݄ మన ړఅం݄ 0 15 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0
సࠪనం మړ ࠾ࡍ సࠪనం ఇߩओ ంۨ మనం పऱ࣒ڵࡆఉప ߖܽ࢒ ݡ  అړ ޴ߝ సࠪనం అߖ c 3a b c
۫డవ۪ऐ .
 3 ప ऱ࣒ అం݄ ఒక ప 3 ࠑ  ऱ࣒ సࠪనం అం݄ ఇకए ړࣄ2 ࠉ  డ ߘంݟ మనం 5c 

ఈ ݡ࠮ సంఖङ ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ తށఅంకగ ࡱ యࡌߖ ߖम ంచవ۪ऐࡍ  bca ޴నࡕక సߧండవ ఎంࡓ బܽदڒ ,
ఇߩओ मࡌߖ ߖఅ ࢓ڒ న࢑ࡕస ࢒ఏ ࡹ࢐ܽ फ࣋۫ ߘకలߧఇతర ఎం ݡ ంచవ۪ऐࡍ  ఇߩओ  ండవࡓ ࠪ ࠭࠲ ݡ
ऴపశऒ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘ ࠭, మన వదभ 49 ۨనऒ  సంఖङ ऒߕఉ ڕవర ݟంߘ ࡱ  త a1 a2 a49ށఅంకగ అ࢑ ,࠼
ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ ప  4 ڕవర 12 ݟంߘ అం݄ కం݄ 0 ,࠼ ऱ࣒  1 ప6 1 4 ࡱڷࡏ మ9 ࠾ࡍ ప ऱ࣒  kk k a ړ43 
సࠪనం 66ړ సࠪనం అం݄ 1 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  17 ࣋ए छ ओߩసࠪనం, అ ړࠬ 140 ࡛  m ߘవࡱ࢑ ࠭࠲ ݡ
కھߘంܼ࠭ 
, ఇۨऐ న అంకగށత ࡗߩగࡅ ޒకए  దܽ పదం ఒక࠴ 
రణ వङ߄ࣃ ङޑ సంڴ ఉండߖవछ ంݟ.
 ఈ ఇۨऐ న అంకగށత ࡗߩగమనం ࡅకए  అంకగށత పదం 
1 ప ऱ࣒ ओߩఇ ,޴ఉంܿం ࡹపంࡐ ݟంߘ న࣒ 1࠳  ऒߖ޵ ݡ  ఉపڵࡆంۨ మనం ఈ సࠬకరߖހऒ  r d ڵࡍޒ 
ऴࣃ࢐फ ࠭, 
మన1 ڕ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ओߩసࠪనం ఇ ړ6 1 4 ڕవర ݟంߘ   a5 a9 a13 a49 ࠭ޑఉం۪ ڼ࡮అ ߖమనం 1 ݡ
ప 1 ߖ5 ࠭࠲ ऱ࣒ ప 1 ڴ 9 ݞ 4  ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ڴݟ 8  ࠭ 
మ࠴ ࠾ࡍదࡷన࢑ ۨవ޴ࡍ  ప ऱ࣒  మ࠾ࡍ ఈ ࠴తफం 4 1 6ړ సࠪనం, మన13 ڕ ఎ 1 ప ऱ࣒  0 ప ऱ࣒  4 ప ऱ࣒  a1 48d 
ఉం޴  ఈ ࠴తफం13 ࡹ సమߘऱ ఉనऒ ం޶న 8 కߧ࡯ 
 సࠪనం d ړ6 1 4 ڕవర ݟంߘ 48
ఇకए ڕబܽद మనڒ డ ߘం13 ݟ వࣆफం޴ మ࠴ ࠾ࡍదܽ ߘ ߖ޳ంݟ మనڕ సహڒరం 0 వࣆफం޴ మ࠾ࡍ a1 
ఇకए ࠾ࡍమ ޴फంࣆరం 4 వڒసహ ڕమన ݟంߘ ޴ండవࡓ డ ߘంݟ మనం  కంऴܽࠌङ ష8 ߤ ߰ందంݟ మ࠾ࡍ 
ۨవߘ ߖ޳ࡍంݟ ఇڜ ڼ࡮నޙڵࣃ మనڕ సహڒరం 48 వࣆफంڒ ޴బܽद ఇకए డ మన13 ڕ  ప ऱ࣒  0 ప ऱ࣒  4 ప ऱ࣒  8 a 1 
సࠪనం.d ړసࠪనం 4 1 6 ړ ݟంߘ 48
 ఇߩओ ఇకए ݡ డ 12 ప޳లڵࡍޒ ߘ ऴ࢐యవ۪ऐ   ఇߘ 4 ޴ం1 ݟ ప ऱ࣒  పదం ࡍప޶త ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࣆޓ ߖ2 
ఇకए డ 12 ఉంڒ ޴బܽद ఇߘ 3 ޴ం12 ݟ వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߘ 4 ޴ంߘ 12 ݟం13 ݟ వర޳ 2 ڕछ  ࡌ
࢑భ܊ంచబݟం޴, ఇߘ 13 ޴ంړ24 ݟ సࠪనం ڒబܽद ఈ సࠬకరణం 13 1ޔࡏࠪ ڴం޴ పऱ࣒  1a 4 ݟ 24 ݟంߘ 13 
ం݄ మనం 1 పڕࣆޓ ߖ13 ࠾ࡍసࠪనం మ ړ6 ऱ࣒ फࣃవ ړ࡯పࡹ ݟ 24  ࠭ మ࠴ ࠾ࡍతफం 4 1 6ړ సࠪనం ڒబܽद 
ప  ڕమన  ߕ߸ ऱ࣒  ఈకछ lly 1.޴फంࣆవ  ړ ࡽ 24 d 32
ఉనऒ ڕమన ࡹ ࠾ࡍమ 1 ޴బܽद ఇڒ   ఒక సࠬకరణం మ࠾ࡍ d
మన9 ڕ ప ऱ࣒ బܽद  పڒ సࠪనం ړ66  ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం  66 ړ అం݄ 2  ప ऱ࣒  50 a43 a1 8d a1 42d a 1 d 
అړ66 ޴ߝ సࠪనం ڒబܽद మనࡹ1 ڕ మࡖక సࠬకరణం ఉం޴ మ࠾ࡍ అం݄ 1 ప ऱ࣒  సࠪనం d d ړ33 25 
ఇߩओ షएࡍప ڴలభంࣆ ߘలހసࠬకర ݡంࡓ సం ఈڝ ࠾ࡍమనం 1 మ ݡ d d ݋ڻ  మనం ࠾ࡍంచగల࠭ మࡍ
అړ1 ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ ఇ 1 అ࠳ 33 ޴ߝన࣒ 25 అం݄ 8ړ సࠪనం, ఇߩओ ऴపశऒ ݡ ऒߕफࣆవ ڵࡍޒ ڕ ࠭ , 
ए࣋ 17 ࠾ࡍరऴసం మޔచ 1 ڕమన ࠾ࡍంܼ࠭ మھߘక ߘవࡱ࢑ ࠭࠲ छ ࡛ వర2 ڕ ࣋ए छ ࡛ m 
ఇవछ బޔݡం࠳ 140  ޴ళऱڕ సࠪనం ߖ޵ऒ  మࢁऱ ఇకए డ ऴ࢐యంݟ, 
ओߩం, ఇ޳ంڕߘఅ ߖఅ ࠬ 140 ࡱڷࡏప ڕరऴసం వరޔచ 17 ݟంߘ 1 అం݄ ఏࠫ݇ 1 ప ݡ ऱ࣒  ar rr arar r
ఇపओ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ړࡹ ߖన࣒ 1 అ࠳  d a 1 d ړవ 1ࡱ࢑ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ8  ࠭޳ం߰ ߘవࡱ࢑ ښܽ
సࠪనం ڒబܽद అ7 ޴ߝ ప ऱ࣒ ऒߖ޳ బܽदڒ సࠪనం ړ   ఇకए డ ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ ar r
ఉంచడం వలऱ మనߘ 1 ڕంݟ పڷࡏల߯ ࠴తफం వࣆफం7 17  ޴ ప ऱ࣒ ओߩరऴసం ఇޔతफం చ࠴   rr r ړࠬ 140 ݡ
సࠪనం , ߖ޵ऒ  ࢑భ࣋܊फ మన࠴ 49 ڕతफం ࠬద పߘ 1 ࡱڷࡏం17 ݟ వరڕ ఇకए డ 1 ప ऱ࣒  తफం rr rr࠴ 14 
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 సࠪనం.r ړ17 ݟంߘ పల 1ࡹ ޴ࡍవۨ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ17 ݟంߘ పల 1ࡹ
 సࠪనం r m ړ రऴసం 140ޔచ 17 ݟంߘ 1  
 18 ݟంߘ 17 ݟంߘ 14 ڕమన ݟంߘ ఈ ࠙గం ,޴ఉంܿం ڕవర 17 ݟంߘ 49 ݟంߘ ఈ ࠙గం ڕబܽद మనڒ
వరڕ ఈ ࠙గం ߘం޳ 2 ݟछ  ,޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ
మనߘ 17 ڕంߘ 18 ݟం35 ݟ వర޳ 6 ڕछ నऒࣆ ࡏఆ ݡఏ ڷࡱߕ ޴ߝఅ ݋ڻ  ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ లߘ ఒక m 
ऒߕࣆ ڷࡱߕ  m m ޴ఇ ޴నࡕక సߧదܽ ఎం࠴ బܽदڒ వ 34ࡱ࢑ బܽदڒ సࠪనం ړఅం݄ 34 ޴అ ڴంచڵ࠙ ޜ
మన ࠮డవ ऴపశऒ  , సంవర ठࠪ నం అޙ࠼ మనڕ మ࠾ࡍ అࠚ࢑ ݡ࠮ ߝనऒ  సంఖङ ऒߕఉ ࡱ  ab c  ࠼
కएࡅ ࣄ న࣒࠳  ప ऱ࣒ సంవర ࣄ  ठࠪ నం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 ࠉ ప ऱ࣒ కएࡅ ࣄ   సంవర ठࠪ నం అంకగށత ࡗߩగࡹޒ 
ఉߕऒ కएࡅ ࣄ న࣒࠳ ࡹకలߧఎం ڷࡱߕ ఈ ,࠼  ప ऱ࣒ కएࡅ ఎ ࠾ࡍమ ۃ࡮ ࣄ   మనం ޾నࡕస ޴ఏ ݟంߘ ۃ࡮ 
కھߘంܼ࠭.
ప ࠉ న࣒ 2࠳  ऱ࣒ ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ తށమనం ऴ࢐యగల అంకగ ࣄ  కएࡅ ۃ࡮  ࠼  ఒక ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ కएࡅ ۃ࡮   e c 
న࣒  ప࠳ ऱ࣒ छ޳  తफం࠴  కएࡅ న࣒࠳ ޴నݟంచబڵ࠙ ࡌ సࠪనం, అం݄ పऱ࣒ ړ ۃ࡮  కएࡅ  b c 2 2 ۃ࡮  c c 
న࣒ 2  ప࠳ ऱ࣒  b c 
ओߩరऴసం ఇޔసࠪనం  చ ړ ۃ࡮ తफం࠴ న࣒࠳ ऒߖހఈ సࠬకర ݡ  ఎڡझ  ߱ छ޳ యడంۯ ݋ࡃलߖߜ  మనం c ࡌ
 ప ऱ࣒ ప ࠉ న࣒ 2࠳ ߖࣄ  ऱ࣒ సࠪనం ఇకए ړߖࣃరऴޔతफం చ࠴ ࣄ న࣒࠳ ࣄ  డ ߘంݟ మనڕ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  న࣒ 2ca࠳ 
ఎ࠳ ࠉన࣒  ࣄࠉ పऱ࣒  ఎࣄ పऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ࡛ ఒక ࣋ए छ సࠪనం   ప ڕ న࣒࠳ ࡛ ऱ࣒  ࣋ए छ బܽद ఇకएڒ ࡛ డ ఒక 2 2 ac c 
చޔరऴసం మ࠾ࡍ ఒక చޔరऴసం 

࣋ए छ ࡛ न మ࠾ࡍ ఇకए డ ࣋ए छ ࡛ ర޶भ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ۨవరڕ మన2 ڕ  ప ऱ࣒ సࠪనం c c ab bc 4 ac ړ 
మߖߖ޵ ࠾ࡍ  ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖफ సࠪనం అ࣋ڵ࠙ ޜ2   వరڒ ڕబܽद ఇకए డ ߘంݟ మనం ab bc ac abac 
మ࠾ࡍ అ࢑ అంకగށతంࡹ ఉߕऒ యࡌߖ ߖम ంచవ۪ऐࡍ ఇకए ࠭࠲ ߖనదࡕక సߧండవ ఎంࡓ బܽदڒ , డ bc 
फࣃ۫ ࠭, ఇߩओ ओߩఇ ߘకలߧఇతర ఎం ࡹకలߧన ఎం࡯ڵࠫ ݡ फࣃ࡯ࢣࡍప ݡ abc ڴ ࠲ఒకܽ ࠪऴత ࡹ࢐ܽ ,࠭
సࡕనదߖ గమߖంచం࠭࠲ ݟ ఇపओ ఇకए ښܽ డ ࠚ࢑నऒ  సంఖङ అర  ࡱ बం అంకగށతంࡹ ఉంڒ ޴బܽद y abacbc 
మనం  ప ऱ࣒ సࠪనం అం݄  ప ړ फ࣋ڵ࠙ ޜ2 ߖ  ऱ࣒ ab bc ac ޴ఉం ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ  ab bc 2 ac b 
ప ߖ బܽद 2ڒ ऱ࣒ फ మనం ऴ࢐యవ۪ऐ࣋ڵ࠙ ޜ  ac c ࠉ ࠑ 1 ࠑ 1 
పऱ࣒ ࣄ ఎ ప ࠑ ఎ అం݄ 1 ࠑ 1  ऱ࣒ బܽद ఇకएڒ సࠪనం ړࠉ ࠑ 2 ࣄ ࠑ 1  డ ߘంݟ మనం 1 ࠑ ఎ 1 ࠉ ࠑ మࠑ 1 ࠾ࡍ 
అࡌߖ ߖम ంచవ۪ऐࡍ  అంకగށత ࡗߩగࡹޒ ఉߕऒ వङࢡऴ ࠾ࡍఅం݄ మ ࠼ ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ న࠳  c ab c ࠼
డవ ऴపశऒ࠮ ࠪ ޴ఇ ,޻నࡕస ݞږ కߧలठవ ఎంߕ బܽदڒ షएࡍప ߘ ఇకए ޴फంࣆࡍ డ ࠪ ߕలठవ ऴపశऒ  a1 a2 
వछߖఉండ ࡹޒగࡗߩ తށఅంకగ ڕవర 18 ݟంߘ ంݟ మߘ ࠾ࡍంݟ వరڕ ఉంܿం޴ అ޴ߝ h1 h2 h10 a1 

घࡗࣔ ޙ࠼సࠪనం 3 అ ړ ޴ߝఅ ࠾ࡍమ 2 ޙ࠼సࠪనం అ ړ ओߩఅ ,ߤసलڻऴ߱ऴ ڡߖ మనం h1 ݡ a10 h10 a4 
भࣃఅం݄ ఏࠫ݇ ऴ࢐ ڴ޶ం, ࠭ం޳ంڕࣆࡱޘ ړࡹ ߘవࡱ࢑ ం h7 8n a10 
అ޴ߝ  ప ऱ࣒  a1.ࣆࡱޘ ڕమన ߖసࠪనం అ ړ10 
ఇకए ݟంߘ 9 ޴బܽद ఇڒ న࣒ 1࠳   డ అ޴ߝ అంకగށత ࡗߩగࡅ ޒకए రణ వङ߄ࣃ  ङޑ సం  d, d n a1 a2 
ओߩఇ ڕవర ݟంߘ కएࡅ ,ࣆࡱޘ అం݄ ఏࠫ݇ ڕమన ݡ ఇవछ ߖవ 2 అࡱ࢑  బݟంڒ ޴బܽद a10 a1 a1 
మనڕ ఇకए డ 3 ఉం2 ,޴ ప ऱ࣒  సࠪనం ړ90 
ఎం޶కం݄ 18 ࡱ࢑వ ఇకए డ 3 ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद మనం అڵ࠭ ߖంచవ۪ऐ d a1 ࠭࠲ బܽदڒ సࠪనం ړ9 ࠑ 1 

ఉనऒ ڕవర ݟంߘ  అంకగށత ࡗߩగࡅ ޒకए రణ వङ߄ࣃ  ङޑ ऒߖࣃ  కߕھߘऒ ࠭, మనߘ ڕంݟa2 8n h1 h2 
వరڕ ఉంܿం޴, h10 

అࡗࣔ ࢑घ ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ ڡߖ छ޳ అం݄ 1 ࠼ छ޳ ࡌ  త h1 1 h2 by h 10ށఅంకగ  ڕవర 1 ݟంߘ ࡌ
ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ भ޳ऴ࢐ ߖఅ ࠑ 1 ޴బܽद ఇڒ ࠼ ం ڒబܽद ఇ޳ 1 ޴छ ప 1 ۶ࣛ ࡌ ऱ࣒ ఇకए ,ࣄ 9  డ అ޴ߝ h 10 c 
అంకగށత ࡗߩగࡅ ޒకए రణ వङ߄ࣃ  ङޑ సం 1 ߘ ࠑ ࠑం10 ۶ࣛ ࠑ 1 ݟ.h 1 1 h 2 
 ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ  మࡱ࢑ ࠾ࡍవࡱ ఇకए డ మనڕ వࣆफం޴ అం݄ 1 ࠳ 3 ࠑన࣒ 1 2 ࠑ అం݄ h 1 h 10 9c 
.సࠪనం ړ 54 ࠑ న࣒ 1࠳ బܽदڒ ޴फంࣆవ ࣄ ڕబܽद మనڒ 6 ࠑ న࣒ 1࠳
 మనం ࡱ࢑వߘ కڝߘए వలࣄ ఉంܿం޴.a4 

࠭ంڴ޶ అం݄ ఏࠫ݇ ڕࣆࡱޘం޳ం,  ప ऱ࣒  3 అߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇ2 ޴ ప ऱ࣒  h7 a4 a4 a1 d  9 ߖ 3 
छ޳ 7 ޴బܽद ఇڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ۯ छ޳ 1 ࠾ࡍమ 3 ࡌ ప  ࠑ సࠪనం 1 7 8 ࣆࡱޘ ڕమన ߖఅ ࡌ ऱ࣒  6 h 1 
छ޳ బܽद 1ڒ ړࡹ छ޳ సࠪనం 1 7 8 ࡌ छ޳ న࣒ 1࠳ 2 ࡌ छ޳ బܽद 1ڒ 9 ࡌ छ޳ 7 7 8 ࡌ  బܽद cڒ సࠪనం ړ18 ࡌ
మన7 8 ڕ సࠪనం 18࢑ ޜభ܊ంచబݟంڒ 7 ޴బܽद 4 ߘంࡱ࢑ 7 8 ݟవ 7 ߘ 3 ࠑం7 ࠑ 18 ݟ మ࠾ࡍ ఇړ6 ޴ 
సࠪనం ڒబܽद ఎ޴ࠫߖ ఏړࡹݡ వۯऐ  a4 ࠭࠲ బܽदڒ ޴నࡕక సߧలठవ ఎంߕ వలऱ޶అం ࠾ࡍమ ࡏవ ఆࡱ࢑ 
ఈ ऴపశऒ ऴపశऒ ޴ంړऴ ߖࡹ फࣃ࡯ࢣࡍప ߘ ࠭.
మధङ 18 ࠾ࡍమ 2 ࠭࠲  సంఖङ ݡ࠮  ల మ࠾ࡍ లߘ కھߘనమ࠭ࡌڝ ߖ, త޳छ తफం 25 ab c࠴ ࢐ܽ ࡌ
అߝ ప2 ࡱ޳ మ࠾ࡍ అߝ పࡱ޳ అంకగށత ࡗߩగࡅ ޒకए  వࡏస పࡱ޳ మ࠾ࡍ మ18 ࠾ࡍ అߝa b bc 
పڣࡔ ࡱ޳గށత ࡗߩగࡅ ޒకए  వࡏస పࡱ޳ అߖ ऴ޳࢐भ ం షరޔలߘ మࢁऱ తڵ ठంచంڒ ݟబܽद ࠪ ࠴దܽ 
షర2 ޔ ఖۨऐ తంڴ మ࠾ࡍ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అవߗऒ  ఖۨऐ తం18 ڴ కం݄ తڕए వڴ ab c 
ఉంܼࡓ ࠪ ࠼ండవ షరޔ ఒక ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  స b c a bࡏవ ࠾ࡍమ 2 ޔడవ షర࠮ ࠪ సࠪనం ړ25 
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బܽद ఇకएڒ ޒగࡗߩ తށఒక అంకగ  ࡱబంధనߖ డ ߘంݟ మనం 2 ప ऱ࣒  ࢑భ܊ంచబݟందࡌߖ ߖम ంచవ۪ऐࡍ  b 
छ޳ 2  a b bc ޴ߝఅ 18 ࠾ࡍమ ޔషర ࡍసࠪనం అం݄ మన ۨవ ړ2 ࡹన࣒ 1࠳ ޴ߝసࠪనం అం݄ అ ړ ࡌ
బܽद ఇకएڒ ࡱ޳స పࡏంۨన వ߅సంబం ړޒగࡗߩ తށగڣࡔ డ ߘంݟ మనం అ޴ߝ ࣋ए छ  సࠪనం 18 b c ړ ࡛
అࡌߖ ߖम ంచవ۪ऐࡍ ఇకए ړన࣒ 1࠳ ݟంߘ 2   డ ࣄ ࣋ए छ  న࣒ 1 c࠳ ޴ߝబܽद అڒ సࠪనం ړ న࣒ 1࠳ ݟంߘ 36 ࡛
కएࡅ  వర ठ࠮లంړ6 ڴ సࠪనం ڒబܽद ࣄ అ޴ߝ ధߕతघ కమߖ మనࣄ࡯ޘ ڕనం޶న ఇߩओ మన దగ ݡ ठర ఉనऒ  
ధߕతघ క వర ठߖ࡮࠮ऒ  పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࠭.

మࡅ ࠾ࡍకए ङޑऴప ࡹ2 ޔషర ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ڴపరం ߘవలࡱ࢑  ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ  p c a 
 ప ऱ࣒ కएࡅ న࣒ 1࠳ ߖ2   వర ठ࠮లం࠳ ڴన࣒ 1 ప ऱ࣒ సࠪనం, అం݄ 3  ప ړ 25 ޴అ ,࠭ޑ޶ం߰ ڴ6  ऱ࣒  న࣒a࠳ 6 
కएࡅ  వర ठ࠮లంڴ ఉంܿం1  ޴ ఈܘ ఈకछ న࣒ 9 ఈకछ࠳ 27 ࡽ కएࡅ న࣒ 1࠳ ߖన࣒ 2 అ࠳ ࡽ  వర ठ࠮లంڴ 
ऴ࢐యవ۪ऐ  ఇߩओ ए࣋ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ݡ छ ए࣋ ڕం݄ మనڕࣆޓ ࡛ छ న࣒ 18 ఎ ప࠳ ࡛ ऱ࣒  81 ఈకछ  న࣒ 4࠳ ఎ 4 ࡽ
బܽद ఒక ࣋एڒ छ న࣒  22  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ ऒߕࣆ 85   మనం a ߖసࠪనం అ ړన࣒ 17࠳ ݟంߘ న࣒ 5࠳ ޴సࠪనం, ఇ ړ
ంచవ۪ऐߖగమ ڴలభంࣆ  సࠪనం.ual a 5 ړ17 ޳ࡶ బܽदڒ సࠪనం ړ 0 ݟంߘ  
 మన ࠴దܽ సందࡌग ऒߖ  ఈܘ ఈకछ  ం.a޳ంڕࣆޓ ڴ5 ࡽ

అړ2 ޴ߝ సࠪనం అ࠳ ߖన࣒ 1ړ మ࠾ࡍ అ࠳ ޴ߝన࣒ 1ړ6 ړ సࠪనం అࣆࡱޘ ߖ. v c 
 
బܽद 1వ సందరगڒ ంࡹ మనڕ ఉం݄ 8ړ సࠪనం మړ12 ࠾ࡍ సࠪనం .b c 
 ఇߩओ फࣃࡏफ పߧసంతృ ߘలޔండవ షరࡓ ࠾ࡍదܽ మ࠴ 12 ࠾ࡍమనం 5 8 మ ݡ యࣆ ߖలభంڴ 
గమߖంచవ۪ऐ , ఇߩओ फࣃۯ ڥߖత ߘలޔలठవ షరߕ ࠾ࡍడవ మ࠮ ࠭࠲ ݡ  ࠾ࡍమ ޶ఐ ݡంࡓ బܽदڒ ࠭
ఎߖ޴ࠫߖ పࡍగށంచంݟ.
  అ߄ࣃ ࢑రణ ࠡదం 3ޜ అంకగށత ࡗߩగࡹޒ ఉߕऒ యߖ గమߖంచడం ࣆలభం,  ڒబܽद ఈ ࡱ࢑వలڕ a 
అం݄ 5 ړ సࠪనం 8ړ మړ12 ࠾ࡍ సࠪనం అ࠭࠲ ޙ࠼ పࡍగށంߕ ۯలठవ షరڝ ޔసం ఇߩओ డవ b࠮ ݡ c 
షరޔ సంతృߧफ ۮం޴ం޴.
 8 12 మ18 ࠾ࡍ.
 అ߄ࣃ ݞږ ࢑రణ ߖషओ ऒߕఉ ࡹగమనంࡗߩ తށగڣࡔ ޜ2 ࠑ फ 3ޒ యߖ మనం గమߖంచవ۪ऐ  బܽद aڒ ,
అړ 5 ޴ߝ సࠪనం, 8ړ సࠪనం మړ12 ࠾ࡍ సࠪనం అ޴ߝ మనం ޔڕޔࢗనऒ ంܽ b࡮సం అڝ  c abc 
ఎంߧక .
  త޶పړ17 ߖ ࣆښ ࠭࠲ ࡍ సࠪనం అߖ పࡍగࣃށफ ࠭, ఈ సందరग ంࡹ ఈڒछ  అߖ మనం గమߖంచవ۪ऐ   a p l
 ڕవర 32 ݟంߘ

కएࡅ  ࣆښ బܽद ఈڒ సࠪనం ړ17  ఈ ఎంߧకࣃ ڴధङ ం ޶ڒ మ࠾ࡍ వࡏసڴ అڕࣆࡱޘ ߖం݄ అ࢑ a ab c 
మన ࠴దܽ షరߘޔ సంతృߧफ పరచడం࢑ ࡹఫలమڒ ࠼ޑ࢓బܽद మన ऴపశऒ  సంఖङ  ఐࡅ ޶కए  సࠪ߄నంa 

సࠪనం .5 b ړ12 ࠾ࡍమ ړసࠪనం  8 ړ c 
 ఇߩओ ऴపశऒ ޴ంړమనం ఈ ऴ ݡ న࣒  ప࠳ రऴసంޔచ ڕफ మన࣋࡯ࢣࡍప ߘ ऱ࣒  అړ0 ޴ߝ సࠪనం మ࠾ࡍ x x p 
ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ ఈ వర ठ సࠬకరړߖހ పࢲࡍए పओۮ ߖఅ ࡱࡌ బݟం޴.
  మࡖక వర ठ సࠬకరణం ࣋ए छ న࣒ 4  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0  द࡮ݥ ࠪڴ ࠾ࡍమ ܼࠊ   x x q 
ఉనऒ ࡹޒగࡗߩ తށగڣࡔ టऱޙ࠼ , ఈ వర ठ సࠬకరࠪڴ ړߖހ మ࡮ݥ ࠾ࡍद एࢲࡍప ࡱ ఇవछ ڴࡱࡌ బݞन  ,࠼
అߩओ కएࡅ ࠭࠲ ݡ पࡌߪ  ంక ࡱ࢑వలߘ కھߘంܼ࠭ మ࠾ࡍ వࡏసڴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  సࠪనం p q ړ 1 ܼࠊ 
మ࠾ࡍ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ܼࠊ  ए࣋ ܼࠊ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ڴ छ న࣒  ప࠳ ࡛ ऱ࣒ p ڴ࢑ధం ޻సࠪనం అ ړ0  x x p 
మనం ࠪڴ పऱ࣒ द࡮ݥ  ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ 4  .
 మ࠾ࡍ ఆ࡮औ द࡮ݥ ࠾ࡍమ ࠪڴ ܼࠊ   ఒక ڣࡔగށత ࡗߩగࡹޒ ఉనऒ ం޶న ࡮ݥ ړࡹࠪڴद బܽदqڒ ,సࠪనం ړ 
మనం ఆ࡮औ  ఈܘ ఈకछ యవ۪ऐࡌ ߖఅ ܼࠊ ܿ ࡽ .
  

అ޴ߝ ఒక చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అړࡹ ߖ ఆ࡮औ  సࠪనం మړ ܼࠊ ࠾ࡍ సࠪనం మ࠾ࡍ అ޴ߝ p r ar q 
ఒక ࣋ए छ ړశ ݟంߘ ݟంߘ ࡛ फړ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ కएࡅ ࠾ࡍబܽद మڒ  पࡌߪ  ంక ࡱ࢑వలߘ r p q 
కएࡅ ޴ంޔ߱ࡍస ޴ఇ ړߖݞవڝࣆࡱޘ औ࡮ఆ ړߖݞవڝࣆࡱޘ ߘవࡱ࢑ ࠾ࡍమ ߘవࡱ࢑   ప ऱ࣒  a rړ1 ܼࠊ 
సࠪనం ڒబܽद 1 ړࡹ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࠪڴ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1  द࡮ݥ  ए࣋ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ4  छ ࡛ 1 ప ऱ࣒  a r ar 

ఉంܿం޴.r 
ప 1 ߘవࡱ࢑ ࡹఈ సࠬకరణం ࠭࠲ సࠪనం ړ4   ऱ࣒ फࣃࡏࠪ ڴ  ࠭ మ࠾ࡍ ࣋ए छ  సࠪనం అం݄ a r r ړ 4 ࡛

అ޴ߝ పऱ࣒ సࠪనం.r 2 ړ న࣒࠳ ޳ࡶ సࠪనం ړ 
ओߩబܽद ఇڒ  మనం 1 ప ݡ ऱ࣒ ऒߖ޳ న࠳సࠪన ړ   ߰ం࠭ޑ޶.r
  ࣔరం1 ࡹ ప ऱ࣒ సࠪనం  సࠪనంr ړ 3 ࠑ వ 1ࡱ࢑ బܽदڒ ޶ڒ సࠪనం ړ1- ޴ߝఅ , ݟऴ࢐యం ߖ  r a wh en r 

 మ࠳ ࠾ࡍన࣒  అం݄  ړ సࠪనం అ࠼నߩओ ए࣋ ޴ఉంܿం ݞږ ڕమన ݡ छ 2 ړࡹ ߖ ࡛ 1 r -2 p s r 
మ࠾ࡍ ఒక ࣋ए छ ఈకछ ړ ࡛ బܽद సओڒ ޴फంࣆవ ړࡹ ߖ ࡽ షदంڴ అړ ࠑ  ޴ߝ సࠪనం ޶ڒ.q r a 1 3
पࡌߪ ࠭࠲  ంకం మࡌߪ ࠾ࡍप ంకం ࢐ڒల࢑ ߝڕߘధంڝ ڴసం ࣃధङ మࡃङ  ఎంߧకڴ ఉండంڒ ,ݟబܽदb q a 
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ఎంߧక 2 r 
ధङࣃ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ړ ం ڒ ޶ڒబܽद ࠳న࣒ 2 ړ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1ړ సࠪనం ڒబܽद ࡱ࢑వ  r a 

అ2- ޴ߝ మࡅ ࠾ࡍకए బܽद ఇకएڒ న࣒ 32࠳ పవ࡛ 5 అం݄ ݟంߘ న࣒ 2࠳ వࡱ࢑  డ ࠴దܽ ఎంߧక p q 
సࡕన޴, ఇ޴ ࠪ ఏడవ ऴపశऒ  ఆ࡮औ  మܼࠊ ࠾ࡍ వర ठ సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए औ࡮ఆ ࡱࡌ  మܼࠊ ࠾ࡍ 
మ࠾ࡍ  పऱ࣒  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ܼࠊ   ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ  छ ࡛ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ ङږ  ࠗ పऱ࣒ ङږ ܼࠊ  ࠗ bx c 
ఉనऒ ࡹޒగࡗߩ తށగڣࡔ టऱ࡮ݥ ,ޙ࠼द छ޳  ए࣋ ࠉ సࠪనం ړ0 ࡌ छ फࣃۨࣇ ߖࣄన࣒ 4ఎ࠳ ࡛ ࠭, అߩओ ఇకए ݡ డ 
ఇۨऐ న ڷࡱߕ ఆపलߤ లࡹ ఖۨऐ తంߖ ڴజమ࠭࠲ ߖ కھߘంܼ࠭ ڒబܽद ࠭ంڴ޶ గమߖంచంھ ݟడन࡯ 
చޔరऴసం పऱ࣒   ప ऱ࣒ गࡏޔక ఒక చߘసࠪనం క ړ0  జం  ܽڡ ఈښछ షڒ ߤబܽद ఖۨऐ తంړ0 ڴ సࠪనం bx c a 
औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ޶ڒ  మܼࠊ ࠾ࡍ ఈ ڒछ ऴڡܽݞ ఈښछ షࡅ ߤకए  పࢲࡍए औ࡮బܽद మనం ఆڒ ࡱࡌ  ప ऱ࣒  ߘܼࠊ 
औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ࠑ ࠉ న࣒࠳ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖసࠪనం అ ړࣄ ڴܼࠊ ߘ   ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ܼࠊ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  a 
ए࣋ ܼࠊ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ ङږ  ࠗ పऱ࣒ ङږ ܼࠊ  ऒߕఉ ࡹޒగࡗߩ తށగڣࡔ ࠗ औ࡮బܽद ఆڒ ࠼  ప ऱ࣒  ߘܼࠊ 
ఆ࡮औ ङږ   ప ऱ࣒ ङږ ܼࠊ   ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ  छ తफం ࣋ए࠴ ࡛ छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖసࠪనం అ ړ ࡛ .

మ࠾ࡍ పరంڴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ औ࡮బܽद ఆڒ ܼࠊ    ప ऱ࣒ ङږ ܼࠊ  ࠗ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ  छ ࡛ ab c q 
औ࡮ం ఆ޳ంڕࣆࡱޘ ڴపరం ࠾ࡍమ ߘవలࡱ࢑   ప ऱ࣒ ङږ ܼࠊ  ࠗ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ङږ ܼࠊ   సࠪనం ab c q ړ ࠗ
औ࡮న࣒ 3 ఆ࠳ औ࡮ఆ ߘܼࠊ   ప ऱ࣒ फࣃࡏࠪ ڴܼࠊ  औ࡮ఆ ࠭࠲ బܽदڒ ,࠭  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ܼࠊ   ܼࠊ 
ఇకए ߘవࡱ࢑ డ ऴపޑङ ࠪऒ యం ࣃۯफ ࠭, ఇ޴ ఒక ږङ ङږ ࠉ న࣒࠳ ޜ ࠗ ࠗ మږ ࣄࠉ  ࠾ࡍङ छ޳ ࠗ న࣒ 3࠳ ࡌ
ङږ ࠉ ࠗ అޔ࢓ం޴, ఇږ ޴ङ ङږ ࠉ న࣒࠳ ࣄࠉన  ఎݟంచబڵ࠙ ޜ ࠗ సࠪనం 3 ڕ ࠗ
త࢐ࡏత  ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ  छ भ޳۫ ߖ ࡛ ం, ఇ޴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ए࣋ ࡽ݇ ܼࠊ  छ औ࡮న࣒  ఆ࠳ ࡛ 2 ڕܼࠊ 
సࠪనమߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇࠉ ޴ చޔరऴసం ࠳న࣒ 2 ޳ ࣄछ  ޜࣄ న࣒ 2࠳ రऴసంޔచ ࠉ ࡌ
.޴ంޔݡంచబڵ࠙
ओߩఇ ࠭࠲  ऒߖఈ అ ࡹఈ సࠬకరణం ݡ ङޑऴప ߘవలࡱ࢑  ࠪऒ యం࠳ ڴన࣒ ࠳ 3 ߖࠉన࣒ ࠉ v abc 
ङږ ङږ న࣒࠳ ڴంచڵ࠙ ޜ ࠗ సࠪనం ࣋ए ړ ࠗ छ తफం ࣋ए࠴ న࣒࠳ ࡛ छ  ల 3 abc b b 2 acߩ࢙ ݡంࡓ ߖ ࡛
छ޳ 1 ݟంచంڵ࠙ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ړ పవ࡛ 4 4 ݟంߘ फࣃۯ भ޶ర ࡌ న࣒ 3 a ad࠳ ࠭࠲ ࠾ࡍపవ࡛ 4 మ ݟంߘ ࠭
࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒ న࣒ 4 ࣋ए࠳ సࠪనం 4 ړ ړపవ࡛ 4 ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ߖపవ࡛ 4 ݟంߘ  छ ࡛  ప ऱ࣒  4 ఒక c b b ab c 
చదరߩ ࣋ए छ ࡛ అం݄ ࣋ए छ ए࣋ ࠉ ڕబܽद మనڒ రऴసంޔసࠪనం  చ ړ ߩచదర 4 ࣄ ࡛ छ c ab a cࣄన࣒ 4 ఎ࠳ ࡛
అం݄ 0ړ సࠪనం, 
ए࣋ ࠉ छ द࡮ݥ ߖࣄన࣒ 4 ఎ࠳ ࡛ फࣃࡱߧ ڴ द࡮ݥ ࣄబܽद ఎڒ ࠭ ओߩసࠪనం ఇ ړ0   a ࣄ బܽदڒ ޶ڒ ࡗ܋ అం݄ ݡ
द࡮ݥ ऒߕࣆ  ఖۨऐ ߖసࠪనం అ ړ తంۮ ڴపओ గలం అం޶వలऱ ࠮డవ ఎంߧక ఖۨऐ తంߖ ڴజమߖ మనం 
۫డవ۪ऐ  కల߯ b cߧన ఎం࡯ڵࠫ న޶నంࡶ సࠪۧరం ڕࠪ ంۨࡍڷ ࠾ࡍమ ࣄ మనం ߗڒ ,
࢐ङ ङڣ ఇకए ߘ ߤఈ ࣊ష ࠭࠲ ,भ޶ంచవߖ సమసङ ߘ ߤష࣊ ࡍప޶త ࠪ ࠭࠲ ,ంۧ࠭ڵ࠭ ޜݟ  సంఖङ  
ఎߩ ޜ޴ࠫߖనఃऴߦరంࣃࠚफ ࠭ 
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