
 எண்கணித ௷ேயாெமட்ரிக் மற்௥ம் ஹாரே்மானிக் ௚ன்ேனற்றங்கள் பற்௣ய ஼க்கல் iit 
ோரக்்ஶம் அமர௵்க்ஶ வரேவற்ழேறாம், இன்௥ ெமாத்தம் இரண்௄ அமர௵்கைள நடத்த௵ள்ேளாம், 
அவற்ைறப் பற்௣ய ஼ல உண்ைமகைள நிைன௵ப௄த்ௌவதன் ௛லம் எங்கள் அமரை்வத் 
ெதாடங்ஶழேறாம்.
  எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் ா௠க்கமாக என்௥ ஒ௠ காற்௖ள்ளி இ௠ந்தால் ெசால்ழேறாம், ap 
அதாவௌ 1 ஐ ௳ட ெபரிய அல்லௌ அதற்ஶ சமமான அைனத்ொற்ஶம் ஒ௠ ௔ளஸ் ைமனஸ் 1 க்ஶn 
சமம் இந்த d 
இந்த எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ேவ௥பா௄ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ.
  காற்௖ள்ளி இ௠ந்தால், இந்த வரிைச வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளௌ    r a 
என்௥ ஷ௥ங்கள் இந்த ௷ேயாெமட்ரிக் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ௳ழதம் 
மற்௥ம்   1 ஐ ௳ட ெபரிய அல்லௌ அதற்ஶ சமமான அைனவ௠க்ஶம் ஒ௠ காற்௖ள்ளி இ௠ந்தால், 
ா௠க்கமான இல் வரிைச ஹாரே்மானிக் ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளௌ என்௥ hp a 
ஷ௥ழேறாம்.
 ஒ௠ ஷட்டல் ைமனஸ் 1 இ௧௠ந்ௌ க்ஶ சமம், அௌ ஒ௠ ஷட்டல் ைமனஸ் 1 ஆக ஆக n d n d 
உள்ளௌ, எனேவ அூப்பைட௜ல் வரிைச 1 ஆல் எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ந்தால், வரிைச

இணக்கமான ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளௌ என்௥ ஷ௥ழேறாம்.a 
 
எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠க்ஶம் ௛ன்௥ எண்கள் மற்௥ம் ெகா௄க்கப்படட்ால், நாம் ab c 
அூக்கூ ஐ ௔ ைமனஸ் என்௥ம் ஐ ௔ளஸ் என்௥ம் எ௱ௌழேறாம், அங்ஶ என்பௌ a d c b d d 
எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ேவ௥பா௄ என்றால் c 

ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ந்தால் நாம் ஆக ஐ ஆக௵ம், ஆக ஆக௵ம் abc a b r c r 
எ௱த௵ம், அங்ஶ என்பௌ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ௳ழதமாஶம் மற்௥ம் r ab c
௛ன்௥ எண்கள் மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ ேமற்பட்ட வைக ௚ன்ேனற்றங்களில் இ௠ந்தால், ab c ab 
மற்௥ம் பற்௣ ௔ன்வ௠வனவற்ைறப் ெபறலாம்.c 
 எங்கள் ௚தல் வழக்ஶ ௛ன்௥ எண்கள் மற்௥ம் abc 

இல் உள்ளன, ஏெனனில் மற்௥ம் எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ப்பதால் gp ab c a b 
ைமனஸ் மற்௥ம் ஐ ௔ளஸ் என எ௱ௌழேறாம், இங்ஶ என்பௌ எண்கணித d c b d d 
௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ேவ௥பா௄ மற்௥ம் ேகடச் ்அவரக்ள்  ல் உள்ளௌ, நாம் ab gp a 
ஆல் மற்௥ம் என்௥ எ௱ௌழேறாம், இங்ஶ என்பௌ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் r c r 
ெபாௌவான ௳ழதமாஶம், இங்ழ௠ந்ௌ என்பௌ ைமனஸ் ஐ ௔ ௔ளஸ் ஆகப் ac b d d 
ெப௥ழறௌ , அதாவௌ சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் மற்௥ம் இங்ழ௠ந்ௌ  நாம் ஐ ஆல் v d ac r 

ஆகப் ெப௥ழேறாம், அௌ சௌரம் ஆஶம், எனேவ சௌரம் சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் br b b b d 
என்௥ ெப௥ழேறாம், எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ சௌரம் 0 க்ஶ சமம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம், d 
அதாவௌ க்ஶ சமம் எனேவ இல்  இந்த வழக்ழல் உள்ளௌ க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் எனேவ t 0 a b c 

மற்௥ம் இல் இ௠ந்தால் அைவ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் நமௌ அ௄த்த வழக்ஶ abc ap gp abc 
மற்௥ம் இரண்ூ௩ம் உள்ளன, ஏெனனில் இல் உள்ளன என்பௌ க்ஶ சமம் gp hp gp a b r 

மற்௥ம் என்பௌ க்ஶ சமம் என்பௌ ெபாௌவான ௳ழதமாஶம் , ேம௩ம் என்பௌ c br r abc hp 
இல் இ௠ப்பதால் என்பௌ 1 ஆல் க௯த்தல் என்பௌ 1 ஆல் மற்௥ம் என்பௌ 1 ஆல் a p db p c 
என்௥ எ௱ௌழேறாம்.

இப்ேபாௌ இங்ழ௠ந்ௌ என்பௌ சௌரத்ொற்ஶச ்சமம், இங்ழ௠ந்ௌ என்பௌ 1  p plus d ac b ac 
ஆல் சௌரத்ைதக் க௯த்தல் சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் எனப் ெப௥ழேறாம்.b d 
  இௌ சௌரம் ௔ சௌரம் க௯த்தல் ஸ்ெகாயர ் ஸ்ெகாயர ்1 க்ஶ சமம் என்பைத நிைன௳ல் b b d 
ெகாள்க  ஐ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இல்ைல, எனேவ என்பௌ 0 ஆக இ௠க்க ேவண்௄ம், b d 
எனேவ இந்த வழக்ழல் என்பௌ க்ஶ சமம் க்ஶ சமம், எனேவ ௛ன்௥ எண்கள் a b c abc 
வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றம் மற்௥ம் ஹாரே்மானிக் ௚ன்ேனற்றம் ஆழய இரண்ூ௩ம் இ௠ந்தால் 
அைவ நமௌ ௛ன்றாவௌ வழக்ழற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்.

என்பௌ  abc 
மற்௥ம் இரண்ூ௩ம் உள்ளௌ, இல் இ௠ப்பௌ ேபால் என்பௌ ைமனஸ் க்ஶ ap hp ap a b d1 

சமம் என்௥ம் என்பௌ c b plus 
க்ஶ சமம் என்௥ம் எ௱ௌழேறாம்.d1 

  1 ஆல் மற்௥ம் என்பௌ 1 ஆல் ௔ளஸ் க்ஶ சமம், என்பௌ ைமனஸ் க்ஶ சமம், p c p d2 a b d1 
அேத ேபால் என்பௌ 1 ஆல் க௯த்தல் க்ஶ சமம், எனேவ அவற்ைறச ்சமன் ெசய்தால் a p d2 b 
ைமனஸ் ஐ க௯த்தல் ஆகப் ெப௥ழேறாம்  1 க்ஶ அதாவௌ ௔௔ ைமனஸ் ௔ூ1 ைமனஸ் d1 p d2 
ூூ2 ௔ளஸ் ூ 1 ூ2 என்பௌ 1க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இங்ழ௠ந்ௌ ௔௔ சமம் என்பைதக் 
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காண்ழேறாம்  1 க்ஶ எனேவ ஷட்டல் என்பௌ pd1 bd2 d1 d2 
க்ஶ சமம் ஆஶம்   1 க்ஶ சமம் அதாவௌ ௔ளஸ் ஷட்டல் க்ஶ சமம் bp plus pd1 bd2 d1 d2 1 bp 
சமம் 1 க்ஶ சமம்   ௔ளஸ் ைமனஸ் ஐப் ெப௥ழேறாம் என்பைத இங்ேக நாம் pd1 vd2 d1 d2 pd1
ஐப் ெப௥ழேறாம், என்பௌ க்ஶ சமம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க .bd2 d1 d2 
  நாம் ெப௥வௌ ஷட்டல் என்பௌ க௯த்தல் pd1 bd2 d1 d2 
க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ ஆஶம்   d1 d2 minus d1 d2 

என்பௌ க்ஶ சமம் க்ஶ சமம் எனேவ ௛ன்௥ ெசாற்கள் ஒன்௥க்ஶ ேமற்பட்ட வைக a b c 
௚ன்ேனற்றங்களில் இ௠ந்தால், அைவ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத நாம் காண்ழேறாம்,
இௌேவ நமௌ ௚தல் ேகள்௳ மற்௥ம் மற்௥ம் சமன்பா௄ 9 ஆக 25 ஆக உள்ளௌ.ab c 
  சௌரம் ஷட்டல் சௌரம் ஷட்டல் 25 இ௧௠ந்ௌ சௌரம் க௯த்தல் என்பௌ க்ஶ b c 3ac 15b 3a 
ஷட்டல் க்ஶ சமம் நான்ஶ ௳௠ப்பங்கள் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளன.c
 ெகா௄க்கப்படட் சமன்பாட்ூன் ௛லம் நாம் ெதாடங்ஶம் சரியான பொல்கைளக் கண்ட௣க, 
எங்களிடம் 225 ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் 9 சௌரம் மற்௥ம் 25 சௌரம் ைமனஸ் 75 க௯த்தல் 45 b c ac 

க௯த்தல் 15 என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பௌ 225 ஒ௠ சௌரம் 15 ௚௱ சௌரத்ொற்ஶ ab bc 
சமம் சௌரம் ௚௱ சௌரம் 25 சௌரம் 5 ௚௱ சௌரம் சமம் 75 ஐ 15 ஆக 5 9b 3b c c ac a c 45 ab 
என 15 ௚தல் 3 என ஆக எ௱தலாம் எனேவ இந்த ௚௱ சமன்பாடை்ட௞ம் a b 15 bc 5c 
இவ்வா௥ மாற்௣ எ௱தலாம்.
 1 ஆல் 2   ௧௠ந்ௌ 15 க௯த்தல் 3 ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் 3 க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் ஷட்டல் a b b 5c 

க௯த்தல் ௚௱ சௌரம் 0 க்ஶ சமம்.15a 5c 
 
இந்த ௛ன்௥ எண்க௬ம் எொரம்ைற அல்ல என்பைத நாம் காணலாம் ௛ன்௥ அல்லாத 
ஷட௄்த்ெதாைக என்றால்  -எொரம்ைற எண்கள் ௗஜ்௷யமாஶம், ௔ன்னர ்அைவ அைனத்ௌம் 
ௗஜ்௷யமாஶம், எனேவ நமக்ஶ 15 ைமனஸ் 3 சமம் 0 3 க௯த்தல் 5 சமம் 0 மற்௥ம் 15 a b b c a 
க௯த்தல் 5 என்பௌ 0 க்ஶ சமம், அதாவௌ 0 c 
க்ஶ சமம் உள்ளௌ 5 என்பௌ க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ b a 3b 5c c 3a 
இவற்ைறப் பயன்ப௄த்ொ என்பௌ க்ஶ சமம் என்பைதக் காணலாம்.a plus b c 
 3 ஷட்டல் ஆல் 3 ஆல் அதாவௌ என்பௌ க்ஶ சமம் என்பௌ இங்ழ௠ந்ௌ நாம் 5c a plus b 2c 

இந்த ௛ன்௥ எண்க௬ம் எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம், bca 
எனேவ இரண்டாவௌ ௳௠ப்பம் 
சரியானௌ, மற்ற ௳௠ப்பங்கைளப் பாரக்்ஶம்ேபாௌ அைவ எௌ௵ம் சரியாக இல்ைல என்௥ நாம் 
௚ூ௵ ெசய்யலாம்.
 இப்ேபாௌ எங்களின் இரண்டாவௌ ேகள்௳ையப் பாரக்்ழேறாம், எங்களிடம் 49 ௘னி எண்கள் a1

௚தல் வைர உள்ளன, அைவ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன, அதாவௌ க்ஶ a2 a49 kk 
ேமல் 0 ௚தல் 12 வைர 4 ஷட்டல் 1 க்ஶ சமம் 4 1 6 மற்௥ம் 9 ஷட்டல் க்ஶ சமம் என்பௌ k a 43 66 
1 சௌரம் மற்௥ம் 2 சௌரம் ஷட்டல் 17 சௌரம் என்பௌ 140 ௙ ஆஶம்   இந்த ெகா௄க்கப்படட் 
எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் எண்கணித வளரச்஼்௜ன் எண்கணிதம்  ஒ௠ 1 ஷட்டல் r 
க௯த்தல் 1 இல் ஆக உள்ளௌ, இப்ேபாௌ இந்த சமன்பாடை்ட ௙ண்௄ம்  எ௱ௌழேறாம் d 
இப்ேபாௌ நாம் 1 ஐ அப்பூேய ைவத்ொ௠க்ழேறாம்  நாம் ஒ௠ 5 ஐ 1 ஷட்டல் 4 டா 9 ஆக 1 ஷட்டல் 8
ூ மற்௥ம் பல மற்௥ம் பலவற்ைற எ௱ௌழேறாம், கைட஼யானௌ ஷட்டல் ஆஶம் , இௌ 4 1a1 48d 
6 க்ஶ சமம் எங்களிடம் 13 ஷட்டல் 0 ஷட்டல் 4 ஷட்டல் உள்ளௌ  இந்த ெதாைக௜ல் 13 a 1 
சம்மன்கள் இ௠ப்பதால் 8 ஷட்டல் 
48 ௚தல் வைர 4 1 6 க்ஶ சமம், எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ 13 ஐப் ெப௥ழேறாம், ௚தல் d a1 
ஒன்௣௧௠ந்ௌ பங்களிப்௖ 0 ஐப் ெப௥ழேறாம், இரண்டாவொ௧௠ந்ௌ பங்களிப்௖ 4 ஐப் 
ெப௥ழேறாம்.
  பங்களிப்ைபப் ெப௥ங்கள் 8 மற்௥ம் கைட஼௜ல் இ௠ந்ௌ இப்பூத் ெதாடரந்்தால் பங்களிப்௖ 48 
ழைடக்ஶம் எனேவ இங்ேக 13 ஷட்டல் 0 ஷட்டல் 4 ஷட்டல் 8 ௚தல் 48 வைர என்பௌ 4 1 6 a 1 d 
க்ஶ சமம்.
 இப்ேபாௌ இங்ேக 12 ெசாற்கள் ௙ண்௄ம் எ௱தலாம் இௌ 4 க்ஶ 1 ஷட்டல் 2 ஆக௵ம் , அ௄த்த 
ெசால் இங்ேக 12 ஆக௵ம் இ௠ந்தௌ, எனேவ இௌ 3 ௚தல் 12 ஆக உள்ளௌ, எனேவ இௌ 4 ஆக 12 
ஆக 13 ஆக 2 ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ, இௌ 13 ஆக 24 ஆக உள்ளௌ, எனேவ இந்த சமன்பா௄ 13 a 
1 ஆக மா௥ம் ஷட்டல் 13 இ௧௠ந்ௌ 24 என்பௌ 4 1 6 க்ஶ சமம் d 
மற்௥ம் 13 ஐ ெவளிேய எ௄த்தால் 1 ஷட்டல் 24 உள்ேள வ௠ழேறாம் மற்௥ம் ௚௱ ௳ஷய௚ம் 4 1d 
6 க்ஶ சமம் 
1 ஷட்டல் 24 என்பௌ 32க்ஶ சமம்.d 
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 எனேவ இௌ 1 மற்௥ம் இல் உள்ள ஒ௠ சமன்பா௄  ஆஶம்  66 க்ஶ அதாவௌ 2 ஷட்டல் 50 d a 1 d 
என்பௌ 66 க்ஶ சமம் எனேவ 1 இல் மற்ெறா௠ சமன்பா௄ உள்ளௌ மற்௥ம் இௌ 1 ஷட்டல் 25 d d 
என்பௌ 33 க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ நாம் 1 மற்௥ம் க்கான இந்த இரண்௄ சமன்பா௄கைள௞ம் d 
எளிதாக ோரக்்கலாம்.

என்பௌ 1 க்ஶ சமம் மற்௥ம் என்பௌ 33 ைமனஸ் 25 க்ஶ சமம் 8 க்ஶ சமம், இப்ேபாௌ  get d e 1 
௙ண்௄ம் ேகள்௳க்ஶ வ௠ேவாம், இன் மொப்ைபக் கண்௄௔ூப்ேபாம், ேம௩ம் 1 சௌரம் மற்௥ம் 2m 
சௌரம் 17 சௌரம் வைர ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ  140  
ைம௩க்ஶச ்சமம் அைத ௙ண்௄ம் இங்ேக எ௱ௌங்கள்.

என்பௌ 8 க்ஶ சமம் மற்௥ம் இன் மொப்௖ 1 க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ 7 ஷட்டல் க்ஶ  a 1 d ar r 
சமம், 
அைத இங்ேக மாற்௣னால் 
, 1 ௚தல் ரன்க௬க்ஶ ேமல் ஷட௄்த்ெதாைக ழைடக்ஶம்.rr 
  17 7 ஷட்டல் ௚௱ சௌரம் இப்ேபாௌ 140 க்ஶ சமம், r m 
இப்ேபாௌ இைதப் ௔ரித்தால் 49 ஐ 

ரன்களின் ஷட௄்த்ெதாைகயாக 1 ௚தல் 17 வைர ெப௥ழேறாம், இங்ேக 1 ஷட்டல் 14 இன் rr 
ஷட௄்த்ெதாைக இன் உள்ேள 1 ௚தல் 17 க்ஶ சமம் rr 
மற்௥ம் கைட஼யானௌ க்ஶ ேமல் ௚தல் 17 சௌரம் 140 க்ஶ சமம் எனேவ இந்த r rr  1 r m 
பஶொ௜௧௠ந்ௌ 49 ௚தல் 17 வைர 14 ௚தல் 17 வைர 18 வைர இந்த பஶொ௜௧௠ந்ௌ 2 ஆல் 
வஶக்க ேவண்௄ம்  என்பௌ நான்ஶ ஏ௱ ஆ௥ ௗஜ்௷யத்ைத ஒ௠ நான்ஶ ௗஜ்௷யத்தால் get m 
வஶத்தால் என்பௌ 34 க்ஶ சமம் எனேவ இன் மொப்௖ 34 ஆஶம், எனேவ ௚தல் ௳௠ப்பம் சரி m m 
இௌ நமௌ ௛ன்றாவௌ ேகள்௳, மடக்ைக என்றால் மற்௥ம் என ௛ன்௥ ெவவ்ேவ௥ எண்கள் ab c 
உள்ளன.
 ஒ௠ ைமனஸ் இன் ௔ளஸ் ஼ மடக்ைக மற்௥ம் ைமனஸ் 2 ௔ ௔ளஸ் ஼ இன் மடக்ைக c 
எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன, இந்த நான்ஶ ௳௠ப்பங்களில், ைமனஸ் ஼ மற்௥ம் ஏ இன் 
பொ௳ன் பொ௳௧௠ந்ௌ எௌ சரியானௌ என்பைதக் கண்௄௔ூப்ேபாம்.
 ைமனஸ் 2 ௔ ௔ளஸ் ஼ என்பௌ நாம் எ௱தக்ஷூய எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளௌ  ஒ௠ 
ைமனஸ் 2 ௔ ௔ளஸ் ஼ ௚௱வௌமாக 2 ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் ஒ௠ ப்ளஸ் ஼ ஷட்டல் பொ௳ன் லாக் e 
ஒ௠ ைமனஸ் ஼௜ன் பொ௳ற்ஶச ்சமம், அதாவௌ ஒ௠ ௔ளஸ் ஼ைய ைமனஸ் 2 ௔ ௔ளஸ் ஼ 
என்பௌ ைமனஸ் ஼ ௚௱ைம௜ன் பொ௳ற்ஶச ்சமம்  சௌரம் இப்ேபாௌ இந்த சமன்பாடை்ட 
௳ரி௵ப௄த்ொனால், ஒ௠ ஷட்டல் ஐ ைமனஸ் 2 ௔ ௔ளஸ் ஼ என்பௌ ஒ௠ ைமனஸ் ஼ ௚௱  c 
சௌரத்ொற்ஶச ்சமம்.
 2 ஏ஼ ௔ளஸ் ஼ சௌரம் எனேவ இங்ேக ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் ஒ௠ சௌரம் ேகன்சல் ஆனௌ c 
ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் சௌரம் இங்ேக ரத்ௌ ெசய்யப்ப௄ழறௌ, எனேவ இ௥ொயாக 2 ஆக c ab 
௔ளஸ் ஆனௌ 4 ஏ஼க்ஶ சமம் , இைத ௔ளஸ் ௔஼ 2 ஆல் வஶத்தால் சமம் என எ௱தலாம்.bc ab 
 எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ மற்௥ம் எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன என்௥ ௚ூ௵ abac bc 
ெசய்யலாம்,  
எனேவ இரண்டாவௌ ௳௠ப்பம் சரியானௌ என்பைத இங்ேக காண்ழேறாம், 
இப்ேபாௌ ௙த௚ள்ள ௳௠ப்பங்களில் மற்ற ௳௠ப்பங்கைள இப்ேபாௌ சரிபாரப்்ேபாம் அவற்௣ல் 
ஒன்௥ மட௄்ேம ஆக இ௠க்க ௚ூ௞ம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.abc 
 நாம் ஏற்கனேவ இங்ேக ெவவ்ேவ௥ எண்கள் உள்ளன  ஆனௌ எண்கணித y abacbc 
௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளௌ, எனேவ ஐ 2 ஆல் வஶத்தால் ab plus bc ac 
க்ஶ சமம்  என்௥ எ௱தலாம்.

என்பௌ 2 ௔ளஸ் 1 அதாவௌ 1 என்பௌ 2  1 by 1 by b by 1 by c by a by a plus 1 by c by
க்ஶ சமம் எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ 1 மற்௥ம் 1 என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம் b by a 1 by b by c 

எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன, அதாவௌ மற்௥ம் இணக்கமான ௚ன்ேனற்றத்ொல் ab c 
உள்ளன, 
எனேவ நான்காவௌ ௳௠ப்ப௚ம் சரியானௌ, இௌ எங்கள் ௛ன்றாவௌ ேகள்௳ையத் ோரக்்ழறௌ 
இங்ேக எங்கள் நான்காவௌ ேகள்௳ ௚தல் 18 வைர எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் a1 a2 
இ௠க்கட௄்ம் மற்௥ம் ௚தல் வைர இ௠க்ஶம்  ஹாரே்மானிக் ௚ன்ேனற்றம் , h1 h2 h10 a1 
என்பௌ க்ஶ சமம் என்றால் 2 மற்௥ம் என்பௌ சமம் 3 என்றால், இன் மொப்ைப h1 a10 h10 a4 h7 
ஆகக் கண்௄௔ூப்ேபாம், 
௚த௧ல் என்றால் என்ன என்பைத எ௱ௌேவாம் , என்பௌ ஷட்டல் 10 என்௥ நமக்ஶத் 8n a10 a1 
ெதரி௞ம்.
  க௯த்தல் 1 எனேவ இௌ 9 ஆக 
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ஆஶம், இங்ஶ என்பௌ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெபாௌவான ேவ௥பா௄  d d n a1 a2 
௚தல் வைர இப்ேபாௌ என்றால் என்ன என்பைத அ௣ேவாம், இன் மொப்௖ 2 என்௥ a10 a1 a1 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, எனேவ இங்ஶ 3 என்பௌ 2 ஷட்டல் 90க்ஶ சமம், 
ஏெனனில் 18 இன் மொப்௖ம் இங்ேக ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இௌ 3 ஆஶம், எனேவ என்௥ ௚ூ௵ d 
ெசய்யலாம்.
 1 ஆல் 9 க்ஶ சமம் எனேவ ௚தல் வைர௜லான எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் a1 a2 8n 
ெபாௌவான ேவ௥பாட்ைடக் கண்ட௣ந்ௌள்ேளாம், எங்களிடம் ௚தல் வைர உள்ளௌ, h1 h2 h10 
அைவ இணக்கமான ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன, அதாவௌ 1 ௛லம் ௚தல் 1 by h1 1 h2 by h 10
வைர அைவ  எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன , 1 ஆல் என்பைத எ௱ௌேவாம், h 10 
எனேவ இௌ 1 ஆல் ஷட்டல் 9 ஆஶம், இொல் என்பௌ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொன் h 1 c c 
ெபாௌவான ேவ௥பா௄ 1 ௛லம் ௛லம் ௚தல் 1 ௛லம் வைர .h 1 1 h 2 h 10 

மற்௥ம் இன் மொப்௖கள் இங்ேக நமக்ஶ என்பௌ 1 ஆல் 3 ைமனஸ் 1 ஆல் 2   h 1 h 10 9c 
ஆஶம், அதாவௌ ைமனஸ் 1 ஆல் 6 ஆஶம், எனேவ என்பௌ ைமனஸ் 1 ஆல் 54க்ஶ சமம் என்௥ c 
ெப௥ழேறாம் .
 ஏெனனில் நாம் இன் மொப்ைபக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.a4 

௚த௧ல் என்றால் என்ன என்பைதக் கண்௄௔ூப்ேபாம், என்பௌ ஷட்டல் 3  h7 a4 a4 a1 d 
என்௥ நமக்ஶத் ெதரி௞ம், எனேவ இௌ 2 ஷட்டல் 3 ஐ 9 ஆல் வஶத்தால், இௌ 7 ஆல் 3 மற்௥ம் 1 
என்பௌ நமக்ஶத் ெதரி௞ம்.
 8 7 என்பௌ 1 ஆல் ஷட்டல் 6 க்ஶ சமம் எனேவ 1 ஆல் 8 7 என்பௌ 1 ஆல் 2 க௯த்தல் 1 ஆல் 9 h 1 
க்ஶ சமம் எனேவ 1 ஆல் 8 7 என்பௌ 7 ஆல் 18 க்ஶ சமம் எனேவ 8 7 என்பௌ 18 க்ஶ சமமாக 
வஶக்கப்ப௄ழறௌ 7 எனேவ ஒ௠ 4 க்ஶ 8 7 இன் மொப்௖ 7 ஆல் 3 இ௧௠ந்ௌ 18 ஆல் 7 ஆஶம், இௌ 6 
க்ஶ சமம் எனேவ இன் மொப்௖ எட௄் ஏ௱ ஆக ஆ௥ ஆஶம், எனேவ நான்காவௌ ௳௠ப்பம் a4 
சரியானௌ, அ௄த்த ேகள்௳௜ல் ௔ன்வ௠ம் ேகள்௳ையக் க௠த்ொல் ெகாள்ழேறாம்.
 2 மற்௥ம் 18 க்ஶ இைட௜ல் மற்௥ம் ஆழய ௛ன்௥ எண்கைளக் கண்ட௣௞மா௥ ேகட௄்க் ab c 
ெகாள்ளப்ப௄ழேறாம்.

 அதனால் அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக 25 ஆஶம்  ௙ண்௄ம் நிபந்தைனகைளக் ஶைறக்க௵ம், 
எனேவ எங்கள் ௚தல் நிபந்தைன 2 என்பௌ மற்௥ம் ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக ab c 
உள்ளௌ, ேம௩ம் அைவ அைனத்ௌம் கண்ூப்பாக 18 க்ஶம் ஶைறவாக உள்ளன, எங்கள் 
இரண்டாவௌ நிபந்தைன ஒ௠ ௔ளஸ் ௔ளஸ் என்பௌ 25 க்ஶ சமம் எங்கள் ௛ன்றாவௌ b c 
நிபந்தைன 2 மற்௥ம் என்பௌ ெதாடரச்஼்யான ெசாற்கள்  ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றம் a b 
எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ 2 ஷட்டல் வஶக்கப்படட்ௌ என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம்  ஆல் 2 என்பௌ க்ஶ b a 
சமம், அதாவௌ என்பௌ 2 க்ஶ சமம் 1 க௯த்தல் 1 நமௌ கைட஼ நிைல மற்௥ம் 18 என்பௌ b bc 
ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொன் ெதாடரச்஼்யான ெசாற்கள், எனேவ இங்ழ௠ந்ௌ நாம் 18 b 
என்பௌ சௌரத்ொற்ஶ சமம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்யலாம் என்பௌ சமம்  2 ஒ௠ க௯த்தல் 1 இங்ேக c b 
நாம் சௌரம் 36 க்ஶ ஒ௠ க௯த்தல் 1 க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ ஒ௠ க௯த்தல் 1 இன் வரக்்க c c 
௛லத்ொல் 6 க்ஶ சமம், எனேவ என்பௌ ேநரம்ைற வரக்்க ௛லத்ைதக் க௠த்ொல் ெகாள்ழேறாம், c 
ஏெனனில் என்பௌ ேநரம்ைறயாக இ௠க்ஶம் .c 

இன் அூப்பைட௜ல் மற்௥ம் இன் மொப்௖கைள நிபந்தைன 2 இல்   a p c 
மாற்௣யைமக்ழேறாம், ேம௩ம் ஒ௠ ஷட்டல் 2 ஐ ைமனஸ் 1 இன் வரக்்க௛லமாக 6 ஐப் 
ெப௥ழேறாம் 1 என்பௌ 27க்ஶ சமம் என நாம் அைத ைமனஸ் 9 ைமனஸ் 2  என எ௱தலாம்.

என்பௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமம், இௌ ைமனஸ் 5 க்ஶ ஒ௠ க௯த்தல் 17 ஐக்   22 a plus 85 
ஶ௣க்ழறௌ என்பைத நாம் எளிதாகக் கவனிக்கலாம்.

க்ஶ 0 க்ஶ சமம் 5 அல்லௌ 17.  ual 
 நமௌ ௚தல் வழக்ைக என்பௌ 5 க்ஶ சமமாக எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம், என்பௌ 2 க்ஶ சமம் a v 
என்பைத ஒ௠ க௯த்தல் 1 ஆக௵ம், என்பௌ 6 க்ஶ சமமான ைமனஸ் 1 இன் வரக்்க௛லமாக௵ம் c 
இ௠க்ஶம்.
 எனேவ, 1-ல் உள்ள வழக்ழல் என்பௌ 8 க்ஶம் என்பௌ 12க்ஶம் சமம்.b c 
 இப்ேபாௌ 5 8 மற்௥ம் 12 ௚தல் மற்௥ம் இரண்டாவௌ நிபந்தைனகைளப் ௗரத்்ொ ெசய்வைத நாம்
எளிதாகக் கவனிக்கலாம், இப்ேபாௌ ௛ன்றாவௌ மற்௥ம் நான்காவௌ நிபந்தைனகைளச ்
சரிபாரப்்ேபாம், எனேவ இரண்௄ ஐந்ௌ மற்௥ம் எடை்டக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ங்கள்.
  அைவ ெபாௌவான ேவ௥பா௄ 3 உடன் எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ப்பைதக் 
ஶ௣ப்௔௄வௌ எளிௌ,  எனேவ இந்த மொப்௖க௬க்ஶ க்ஶ சமம் 8 க்ஶ சமம் மற்௥ம் a 5 b c 12 
க்ஶ சமம் ௛ன்றாவௌ நிபந்தைன இப்ேபாௌ நான்காவௌ நிபந்தைனக்ஶ ொ௠ப்ொ அளிக்ழறௌ 8 
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12 மற்௥ம் 18.
 அைவ௞ம் ெபாௌவான ௳ழதமான 3 ஆல் 2 உடன் வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ப்பைத நாம் 
கவனிக்கலாம், எனேவ என்பௌ 5 க்ஶ சமம் 8 க்ஶ சமம் மற்௥ம் க்ஶ சமம் என்பௌ நாம்a b c 12 
ேத௄ம் க்ஶ இௌ ேபான்ற ஒ௠ ேதரவ்ாஶம் .abc 
  அ௄த்ௌ, என்பௌ 17 க்ஶ சமம் என்௥ க௠ௌழேறாம்  ௚தல் 32 வைர 17க்ஶ சமம் எனேவ  a l a 
இந்த இன் ேதரவ்ாக இந்த வழக்ஶ சாத்ொய௘ல்ைல , ௚ைறேய என்௥ கண்௄௔ூத்தால் ab c 
அைவ நமௌ ௚தல் நிபந்தைனைய ௗரத்்ொ ெசய்ய௳ல்ைல, எனேவ நமௌ ேகள்௳ எண் ஐந்ௌ a 
இன் பொல் 5 க்ஶ சமம்  8 மற்௥ம் என்பௌ 12.b c 
 இப்ேபாௌ நாம் ௔ன்வ௠ம் ேகள்௳ையப் பாரக்்ழேறாம், சௌரம் க௯த்தல் ஷட்டல் என்பௌ x x p 
0 க்ஶ சமமான இ௠பூச ்சமன்பா௄ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, ேம௩ம் ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா 
ஆழயைவ இந்த இ௠பூச ்சமன்பாட்ூன் ோர௵்கள் என்௥ ஷறப்ப௄ழேறாம்.
  மற்ெறா௠ இ௠பூ சமன்பா௄ சௌரம் க௯த்தல் 4 ஷட்டல் என்பௌ 0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் x x q 
ஆல்பா ௕ட்டா மற்௥ம் காமா ெடல்டா ஆழயைவ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ந்தால், காமா 
மற்௥ம் ெடல்டா இந்த இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ோர௵்களாக வழங்கப்ப௄ழன்றன, ௔ன்னர ் இன் p 
௚௱ எண் மொப்௖கைளக் கண்௄௔ூப்ேபாம்.
 மற்௥ம் ௚ைறேய ௚த௧ல் ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா சமம் 1 மற்௥ம் ஆல்பா ௕ட்டா க்ஶ சமம் q p 
ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா சௌர ைமனஸ் ௔ளஸ் சமம் 0 க்ஶ சமம் அேத ேபால் காமா ஷட்டல் x x p 
ெடல்டா சமம் 4 என்௥ எ௱தலாம் மற்௥ம் ஆல்பா ௕ட்டா காமா௵ம் 
ெடல்டா௵ம் ஒ௠ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ப்பதால் காமாைவ ெடல்டாவாக க்ஶ சமம் q 
ஆல்ஃபாைவ  
எ௱தலாம்.

என்பௌ ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶ சமமாக ஆக ஆல்பா என்றால் க்ஶ சமம் என்௥ம் ௕ட்டா க்ஶ p r a ar 
சமம் என்௥ம் என்பௌ ஒ௠ சௌரத்ொற்ஶ சமம் க்ஶ சமம் என்௥ எ௱தலாம்.q r 
 எனேவ மற்௥ம் இன் ௚௱ எண் மொப்௖கைளக் கண்ட௣ய இௌ ேபாௌமானௌ.p q 

இன் மொப்௖ மற்௥ம் இன் மொப்ைபக் கண்ட௣ய, ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா 1 க்ஶ சமம் எனேவ  a r 
க்ஶ 1 ஷட்டல் க்ஶ சமம் என்௥ம் காமா ஷட்டல் ெடல்டா 4 க்ஶ சமம் என்பதால் a r 1 ar 

சௌரத்ைத 1 ஷட்டல் ஆகக் ெகாண்௄ள்ேளாம்.r 
  இந்த சமன்பாட்ூல் 4 க்ஶ சமமான 
மொப்ைப 1 ஷட்டல் ஆக மாற்௥ழேறாம், ேம௩ம் சௌரத்ைத 4 க்ஶ சமமாகப் ெப௥ழேறாம், r r 
அதாவௌ என்பௌ ஷட்ட௩க்ஶ சமம் அல்லௌ க௯த்தல் 2 க்ஶ சமம்.r 
 எனேவ இப்ேபாௌ நாம் 1 ஷட்டல் க்ஶ சமமானைதப் ெப௥ழேறாம்.r 
  வஶப்௔ல் 1 ஷட்டல் ஐ எ௱த௵ம், என்பௌ -1 க்ஶ சமமாக இல்ைல எனேவ இன் மொப்௖ 1 r r a 
ஆல் 3 க்ஶ சமம்  சமம் 2 மற்௥ம் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் க்ஶ சமம்   ௚௱ wh en r r -2 b 
எண்ணாக௵ம், ௚௱ எண்ணாக௵ம் இ௠க்க, க்ஶ சாத்ொயமான ேதரவ்ாக இ௠க்க ேவண்௄ம், q a 
எனேவ இன் ேதர௵் 2 க்ஶ சமம் என்பௌ சாத்ொய௘ல்ைல , எனேவ என்பௌ க௯த்தல் 2 க்ஶ r r 
சமம் மற்௥ம் என்பௌ க௯த்தல் 1 க்ஶ சமம் எனேவ மொப்௖  என்பௌ -2 மற்௥ம் இன் a p q 
மொப்௖ ைமனஸ் 2 க்ஶ பவர ்5 அதாவௌ ைமனஸ் 32 எனேவ இங்ேக ௚தல் ௳௠ப்பம் சரியானௌ 
இௌ எங்கள் ஏழாவௌ ேகள்௳ ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ோர௵்களாக 
இ௠க்கட௄்ம் சௌரம் மற்௥ம் ஷட்டல் ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ax bx c 
௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ஆல்பா க்௟ப் ௔ளஸ் ௕ட்டா க்௟ப் ஆழயைவ வூ௳யல் 
௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ந்தால், ெடல்டாவால் 0 க்ஶ சமம் சௌரம் க௯த்தல் ஐக் b 4ac 
ஶ௣க்ழேறாம், ௔ன்னர ்இங்ேக ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ள நான்ஶ ௳௠ப்பங்களில் எௌ நிசச்யமாக 
உண்ைம என்பைத ௚த௧ல் கண்௄௔ூப்ேபாம்.
 ேகாடாரி சௌரம் ஷட்டல் ஷட்டல் என்பௌ 0க்ஶ சமம் என்பதால் ஒ௠ ஶவாட்ரா ஆஶம்  bx c 
ந௄க்கச ்சமன்பா௄ நிசச்யமாக 
0 க்ஶ சமமாக இ௠க்காௌ , ேம௩ம் இந்த இ௠பூ சமன்பாட்ூன் ோர௵்கள் ஆல்பா மற்௥ம் 
௕ட்டாவாக இ௠ப்பதால், 
ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டாைவ ைமனஸ் ௔க்ஶ சமம்  
என்௥ எ௱தலாம்  ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் 
ஆல்பா க்௟ப் ௔ளஸ் ௕ட்டா ழ௟ப் ஆழயைவ வூ௳யல் ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளன, எனேவ 
ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டாைவ ஆல்பா க்௟ ௔ளஸ் ௕ட்டா க்௟ சமம் ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்௔ளஸ் ௕ட்டா 
ஸ்ெகாயர ்௚௱ச ்சௌரம் என்௥ எ௱தலாம்.

மற்௥ம் இன் அூப்பைட௜ல் ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா, எனேவ ஆல்பா க்௟ ௔ளஸ் ௕ட்டா  ab c 
ழ௟ப் மற்௥ம் ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்ஆழயவற்௣ன் மொப்௖கைளக் 
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கண்௄௔ூப்ேபாம், ஆல்ஃபா க்௟ ௔ளஸ் ௕ட்டா ழ௟ப்  ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா ௚௱ க்ஶ சமம் q 
என்பைத அ௣ேவாம்.
 ைமனஸ் 3 ஆல்பா ௕ட்டாைவ ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டாவாக மாற்௥ழேறாம், எனேவ ஆல்பா ௔ளஸ் 
௕ட்டா மற்௥ம் ஆல்பா ௕ட்டா௳ன் மொப்ைப இங்ேக மாற்௥ழேறாம், இௌ ைமனஸ் ௔ 
கனசௌரத்ைத ஒ௠ கனசௌரத்தால்  ைமனஸ் ௔ கனசௌரமாகப் ெப௥ழறௌ அ௄த்தௌ  ஆல்பா 
சௌரம் மற்௥ம் ௕ட்டா சௌரத்ைதப்   பாரப்்ேபாம்  இப்ேபாௌ இந்தச ்சமன்பாடூ்ல் உள்ள 
அைனத்ௌ மொப்௖கைள௞ம் மாற்௣யைமத்த ௔றஶ, க௯த்தல் ஐ 3 ைமனஸ் v b abc b 
கனசௌரத்தால் ஒ௠ கனசௌரத்தால் வஶத்தால், சௌரம் ைமனஸ் 2 ௚௱ சௌரத்ைத b ac 
இ௠௖ற௚ம் உள்ள சக்ொ 4 க்ஶ சமமாக வஶக்ழேறாம் 1 ஆல் ரத்ௌ ெசய்ழேறாம்  க்ஶ சக்ொ 4 a 
மற்௥ம் நாம் ைமனஸ் 3 சௌரம் மற்௥ம் ஐப் ெப௥ழேறாம்.ad c b 
   சௌரம் எனேவ நாம் சௌரம் ைமனஸ் 4 ஐ 0 க்ஶ சமம் b ac 

சௌரம் ைமனஸ் என்௥ ெடல்டா என்௥ அைழக்ழேறாம்   எனேவ ௛ன்றாவௌ ௳௠ப்பம் b 4ac 
நிசச்யமாக உண்ைம என்பைத நாம் காணலாம் ஆனால் நாம் ௔ மற்௥ம் ஼ பற்௣ எங்களிடம் c 
எந்த தகவ௩ம் இல்லாததால், ௙த௚ள்ள ௳௠ப்பங்கைளப் பற்௣ க௠த்ௌ ெதரி௳க்க ேவண்டாம், 
இந்த அமரை்வ இத்ௌடன் ௚ூத்ௌக் ெகாள்ழேறாம், எங்களின் அ௄த்த அமரை்வ ௔ரசச்ைன 
எண் எட௄்டன் ௙ண்௄ம் ெதாடங்ஶேவாம் 
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