
 ഗണിത ജّാമിതീയ, ഹാർേമാണിക് പുേരാഗതികെളുׯറിتു׺ ْപശ് നപരിഹാര െസഷനിേല്ׯ iit 
സٔാഗതം, ഇ്ؗ ഞ׹ൾ ഇതിൽ ആെക ര؇് െസഷനുകൾ നട؋ാൻ േപാകുؗു, അവെയുׯറിتു׺ ചില
വُٝു തകൾ ഓർأിؚിു׺െകാ؇് ഞ׹ൾ െസഷൻ ആരംഭിുؗുׯ  .  ചുരു؋ׯിൽ ഗണിത 
പുേരാഗതിയിൽ, എ്ؗ പറയുؗത്  , 1-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയ എبാവർുׯമായി ഒരു േകാമap 
ഡി ഉെ؇׸ിൽ, നമു്ׯ ഒരു ؛സ് ൈമനസ് 1 േല്ׯ തുലّമാണ്, ഈ െയ ഈ ഗണിത പുേരാഗതിയുെട n d 
െപാതുവായ വّതّാസം എ്ؗ വിളി1   .ുؗുׯ-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയ എبാئിനും ഒരു ഇൻ , 
പവർ ൈമനസ് 1-ന് തുലّമാണ്, ൈമനസ് 1-ന് തുലّമായ ഒരു േകാമ നിലവിലുെ؇׸ിൽ, ഈ n n r 
സീകٔൻസ് ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിലാെണ്ؗ പറയുക. ഈ ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട െപാതു a 
അനുപാതം,   1-േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയ എبാവർുׯമായി നമു്1 ׯ ന് തുലّമായ ഒരു േകാമ 
ഉെ؇׸ിൽ, ْഹസٔ യിൽ എؗ ْകമം ഹാർേമാണിക് പുേരാഗതിയിലാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു. ഒരുhp- a 
 തുലّമാണ്, അതിനാൽ n d , n d ׯേല് ׯസ് ൈമനസ് 1 േല്؛ അതായത് ഒരു ׯസ് ൈമനസ് 1 േല്؛
അടിرാനപരമായി നأൾ പറയുؗത് സീകٔൻസ് 1 ഗണിത പുേരാഗതിയിലാെണ׸ിൽ, എؗ ْകമം a a 
ഹാർേമാണിക് പുേരാഗതിയിലാെണ്ؗ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ പറയുؗു. ഒരു ഗണിത പുേരാഗതിയിലുت മൂ്ؗ 
സംഖّകൾ എؗിവ നൽകിയാൽ, പലേؚാഴും നأൾ ൈമനസ് എؗും ؛സ് എؗും ab, c a b d c b d 
എഴുതുؗു, ഇവിെട എؗത് ഗണിത പുേരാഗതിയുെട െപാതുവായ വّതّാസമാണ് എ׸ിൽ ഒരു d c abc 
ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിലാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ എؗതിെന ആയും ആയി ആയും എഴുതുക, a r c r 
അവിെട എؗത് ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട െപാതു അനുപാതമാണ് എؗീ മൂ്ؗ സംഖّകൾ r ab, c 

എؗിവ ഒؗിലധികം തരം പുേരാഗതികളിലാെണ׸ിൽ , എؗിവെയുׯറി്׺ നമു്ׯ ab, c ab, c 
ഇനിؚറയുؗവ കെ؇؋ാനാകും.   എؗിവ ഗണിത പുേരാഗതിയിലായതിനാൽ എؗ മൂ്ؗ ab, c abc 
സംഖّകൾ  ലും അതുേപാെല ലും ഉتതാണ് ഞ׹ളുെട ആദّ േകസ് അവർ േപാെല സി  ലും ap- gp- gp-
ഉ؇്, നأൾ െകാ؇് ആയും എ്ؗ ആയും എഴുതുؗു, ഇവിെട എؗത് ജّാമിതീയ a b r c br r 
പുേരാഗതിയുെട െപാതു അനുപാതം ആണ്   നമു്ׯ എؗത് െകാ؇് ആׯി ആׯി ബി ac b r br 
സ്കٔയർ ആകുേآാൾ നമു്ׯ സ്കٔയർ ലഭിؗുׯത് സ്കٔയർ ൈമനസ് സ്കٔയറാണ്, അതിനാൽb b d 
ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ നിഗമനം െചإാം സ്കٔയർ 0 ന് തുലّമാണ് , അതായത് ന് തുലّമാണ്, d t 0 
അതിനാൽ ഇൻ  ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ എؗത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ലും ലും a b abc ap gp 
ആെണ׸ിൽ അവ തുലّമായിരിׯണം, ഞ׹ളുെട അടു؋ േകസ് ആണ് ലും ലും ഉتത് abc gp hp 
േപാെല ലും ഞ׹ൾ മുآെ؋ േകസിൽ േപാെല എഴുതുؗു എؗത് യ് ്ׯ തുലّമാണ് , എؗത് gp a b c 

ന് തുലّമാണ്, ഇവിെട എؗത് െപാതു അനുപാതമാണ് , കൂടാെത എ്׺പിയിലും ഉتതിനാൽ br r abc a 
എؗത് 1 ന്െറ ൈമനസ് എ്ؗ എഴുതുؗു ؛സ് ഇേؚാൾ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് p db p d ac 
എؗത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ എؗത് 1 ന്െറ സ്കٔയർ ൈമനസ് b ac b d 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ തുലّമാുؗുׯ  ഇത് നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ബി സ്കٔയർ പി സ്കٔയർ 
ൈമനസ് ബി സ്കٔയർ ഡി സ്കٔയർ എؗത് 1 കുറിؚിന് തുലّമാണ്, ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ബിപി 1 ന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ബി സ്കٔയർ പി സ്കٔയർ 1 ന് തുലّമാണ്, അതായത് ബി സ്കٔയർ ഡി സ്കٔയർ 0
ന് തുലّമാണ്. ഉേ؇ാ പൂജّ؋ിന് തുലّമب, അതിനാൽ എؗത് 0 ആയിരിׯണം അതിനാൽ ഈ b d 
സാഹചരّ؋ിൽ എؗത് ന് തുലّമാണ് യ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂ്ؗ സംഖّകൾ ര؇് a b c abc 
ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിലും ഹാർേമാണിക് പുേരാഗതിയിലും അവ നുأെട മൂؗാമെ؋ േകസിന് 
തുലّമായിരിׯണം.  എؗത്   ലും ലും ഉتതാണ്, ൽ ഉتത്  േപാെല നأൾ എഴുതുؗത് abc ap- hp- ap- a
എؗത് ൈമനസ് നും എؗത് ؛സ് നും തുലّമാണ് 1 ന് ؛സ് എؗിവയ്്ׯ b d1- c b d1- p , c 1 p d2 
തുലّമാണ്, എؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, അതുേപാെല എؗത് 1 ന്െറ ൈമനസ് ന് a b d1 a p d2 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ അവെയ സമീകരിുׯേآാൾ നമു്ׯ ൈമനസ് െന ൈമനസ് ആׯി b d1- p d2 
തുലّമാണ്  1 േല്ׯ അതായത് ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് എؗത് 1 ന് തുലّമാണ് bp pd1 dd2 d1 d2 
ഇേؚാൾ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ തുലّമാെണ്ؗ കാണാം  1 േല്ׯ അതിനാൽ നമു്؛ ׯസ് bp pd1 bd2 
ലഭിؗുׯത് ന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ എؗത് ؛സ് ന് തുലّമാണ്, എؗത് 1 ന്െറ ؛സ് d1 d2 c b g 1 c p d 
2 ന് തുലّമാണ്, അവെയ തുലّമാׯി അവെയ നമു്؛ ׯസ് പി ؛സ് ആׯി തുലّമാ1 ുؗുׯ ന് b d 1 d2 
തുലّമാണ് , അതായത് ബിപി ؛സ് പിഡി1 ؛സ് ബിഡി2 ؛സ് ഡി1 ഡി2 1 ന് തുലّമാണ് , ബിപി 1 ന് 
തുലّമാണ് , പിഡി 1 ؛സ് വിഡി 2 ൈമനസ് ഡി 1 ഡി 2 ന് തുലّമാണ് , ഇവിെട നമു്ׯ പിഡി 1 ؛സ് ബിഡി 

ഡി 2 ന് തുലّമാണ് എ്ؗ ഓർുׯക.  നമു്؛ ׯസ് എؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, 2 d1 pd1 bd2 d1 d2 
അതിനാൽ നമു്ׯ എؗത് ൈമനസ് ആണ്, അതായത് എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, d1 d2 d1 d2 d1 d2 
അതായത്   എؗത് 0 ന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്. എؗത് ന് തുലّമാണ് d1 d2 a b c
ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ മൂ്ؗ പദ׹ൾ ഒؗിലധികം തര؋ിലുت പുേരാഗതിയിലാെണ׸ിൽ അവ 
തുലّമായിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു ഇതാണ് ഞ׹ളുെട ആദّെ؋ േചാദّം ഇതാണ് നമു്ׯ 
മൂ്ؗ േപാസിئീവ് റിയൽ നآറുകൾ എؗിവയും സമവാകّം  േല്ׯ  േല്ׯ  സ് കٔയർ ؛സ് ab , c 9 25
ബി സ് കٔയർ ؛സ്  ആׯി സി സ് കٔയർ ൈമനസ്  എസി,  ബി ,  എ ؛സ് സി എؗിവയ് ്25 ׯ 3 15 3
തുലّമാണ് , ഞ׹ൾ്ׯ നാല് ഓപ് ഷനുകൾ നൽകിയിരിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഞ׹ൾ നൽകിയിരിؗുׯ 
സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ആരംഭിؗുׯ ശരിയായ ഉ؋ര׹ൾ കെ؇ു؋ക, നമു്225 ׯ ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് 
9 ബി സ്കٔയർ ؛സ് 25 സി സ്കٔയർ ൈമനസ് 75 എസി ൈമനസ് 45 എബി ൈമനസ് 15 ബിസി പൂജّ؋ിന് 
തുലّമാണ്, 225 ഒരു ചതുരം 15 മുഴുവൻ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്. ചതുരം പൂർ؉ ചതുര؋ിന് 9b 3b 
തുലّമാണ്, 25 ചതുരം 5 പൂർ؉ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, നമു്75 ׯ എؗത് 15 േല്5 ׯ c c ac a c 45 ab 
എ്ؗ എഴുതാം 1 മുതൽ 2 വെര 15 ൈമനസ് 3 പൂർ؉ ചതുരവും 3 ൈമനസ് പൂർ؉ ചതുരവും a b b 5c 
 ീവ് 15a 5cئർ؉ ചതുരവും 0 ന് തുലّമാണ്. ഈ മൂ്ؗ സംഖّകളും േനാൺ-െനഗൂآസ് ൈമനസ് സ؛
ആെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, മൂ്ؗ അبാ؋തിന്െറ ആെകു؋ക.  -െനഗئീവ് സംഖّകൾ 
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പൂജّമാണ്, അേؚാൾ അവെയبാം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ നമു്15 ׯ ൈമനസ് 3 എؗത് 0 3 ൈമനസ്a b b 
എؗത് 0 ന് തുലّമാണ് , 15 ൈമനസ് 5 എؗത് 0 ന് തുലّമാണ് , അതായത് നമു്ׯ എؗത് 5 c a c b 

തുലّമാണ് 5 എؗത് നും എؗത് നും തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഇവ ഉപേയാഗി്׺ ഒരു ؛സ് a 3b 5c c 3a b 
എؗത് ന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും.  3 ؛സ് 5 സി ൈബ 3 െകാ؇്, അതായത് ഒരു ؛സ് c 
ബി 2 സി്ׯ  തുലّമാണ്.   ഇേؚാൾ നമു്ׯ ര؇ാമെ؋ േചാദّം േനാׯാം, ഗണിത പുേരാഗതിയിലു49 ت 
മിനി നآറുകൾ മുതൽ വെര ഉ؇്, അതായത് ഓവർ 0 മുതൽ 12 വെരയു؛ 4 تസ് 1 4 1 6a1 a2 a49 kk k 
നും 9 ؛സ് നും തുലّമാണ് 66 ന് തുലّമാണ്, 1 ചതുരവും 2 ചതുരവും കൂടാെത ഒരു 17 ചതുരവും 140 a 43 
മീئറിന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ നൽകിയിരിؗുׯ ഗണിത പുേരാഗതിയുെട ആദّ പദമാണ് എؗത് d 
െപാതുവായ വّതّാസം ആയിരിׯെ؂, കുറിؚിന്െറ മൂലّം നأൾ കെ؇ു؋ം. ഈ നൽകിയിരിؗുׯ m 
ഗണിത പുേരാഗതിയുെട ഗണിത  പദം 1 ؛സ് ൈമനസ് 1 ആയി എؗ രൂപമാണ്, ഇേؚാൾ ഇത് r d 
ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഈ സമവാകّം വീ؇ും എഴുതുؗു, നമു്؛ 1 ׯസ് ؛സ് ؛സ് മുതൽ a5 a9 a13 a49 
വെര 4 1 6 ന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ നأൾ ഒരു 1 അؗെ؋ േപാെല സൂײിുؗുׯ ഞ׹ൾ ഒരു 5 എؗത് 1 
 , സ് 8 ഡി ആയി എഴുതുؗു؛
അ׹െന 
അ׹െനെയ׸ിൽ അവസാനേ؋ത് ؛സ് ആണ് , ഇത് മുഴുവൻ 4 1 6 ന് തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ്13 ׯ a1 48d 
എ 1 ؛സ് 0 ؛സ് 4 ؛സ് ഉ؇്  ഈ തുകയിൽ 13 സമൻസുകൾ ഉتതിനാൽ 8 മുതൽ 48 വെരയുت എؗത്d 
4 1 6 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട നി്ؗ 13 ലഭിുؗുׯ, ആദّേ؋തിൽ നി്ؗ നമു്ׯ a1 
സംഭാവന 0 ഉം ര؇ാമേ؋തിൽ നി്ؗ നമു്ׯ സംഭാവന 4 ഉം ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ലഭിുׯം.  സംഭാവന 8 
േനടുക , അവസാനേ؋തിൽ നി്ؗ ഇതുേപാെല തുടരുേآാൾ നമു്ׯ സംഭാവന 48 ലഭിുؗുׯ, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട 13 ؛സ് 0 ؛സ് 4 ؛സ് 8 മുതൽ 48 വെര എؗത് 4 1 6 ന് തുലّമാണ്. a 1 d 
ഇേؚാൾ ഇവിെട 12 പദ׹ൾ വീ؇ും എഴുതാം. ഇത് 4 ൽ 1 ؛സ് 2 എടുുؗുׯ , അടു؋ േടം ഇവിെട 12 
ആയിരുؗു, അതിനാൽ ഇത് 3 മുതൽ 12 വെരയാണ്, അതിനാൽ ഇത് 4 മുതൽ 12 േല്13 ׯ വെര 2 െകാ؇് 
ഹരിുؗുׯ, ഇത് 13 േല്24 ׯ ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം 13 ആയി മാറുؗു ؛സ് 13- ൽ a 1 
24 ഡി എؗത് 4 1 6-ന് തുലّമാണ് , 13-െന എടു؋ാൽ നأൾ 1 ؛സ് 24 ഡി - ന്െറ ഉتിേല്ׯ 
ْപേവശിുؗുׯ, മുഴുവൻ കാരّവും 4 1 6-ന് തുലّമാണ്. നമു്؛ 1 ׯസ് 24 എؗത് 32 ന് തുലّമാണ്. d 
അതിനാൽ ഇത് ഒരു 1-ൽ ഉت ഒരു സമവാകّമാണ്, കൂടാെത നമു്؛ 9 ׯസ് എؗത് 66 ന് d a43 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ؛സ് ؛സ് ؛സ് തുലّമാണ്  66 േല്ׯ അതായത് 2 ؛സ് 50 a1 8d a1 42d a 1 d 
എؗത് 66 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്1 ׯ-ൽ മെئാരു സമവാകّം ഉ؇്, എؗത് 1 ؛സ് 25 എؗത് 33d d 
ആണ്  എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, എؗത് 33 ൈമനസ് 25 എؗത് 8 ന്  തുലّമാണ്  140 ൈമലിന് d e 1 
തുലّമായത് ഇവിെട എഴുതുക , നമു്1 ׯ മുതൽ 17 വെര സ്കٔയർ 140 മീ 140 മീئറാണ് എ്ؗ പറയെ؂ , ar 
നമു്ׯ ആെക തുകയു؇്.  എؗത് 8 ന് തുലّമാണ് , യുെട മൂലّം 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ a 1 d ar 
എؗത് 7 ؛സ് ന് തുലّമാണ്, ഇവിെട അത് മാئിرാപി׺ാൽ നമു്1 ׯ മുതൽ 1 വെരയുت r rr 
റ؉ുകേളׯാൾ തുക ലഭിുׯം.  17 7 ؛സ് പൂർ؉ ചതുരം 140 മീئറിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഇത് r 
വിഭജിുׯേآാൾ നമു്49 ׯ െന സം ഓവർ റൺ ആയി 1 മുതൽ 17 വെര ലഭിുؗുׯ, ഇവിെട 1 ؛സ് 14 rr 
സം ഓവർ എؗതിേല്ׯ തുലّമാണ് ന്െറ ഉتിെല 1 മുതൽ 17 വെര , അവസാനേ؋ത് ന് rr r rr-
മുകളിലുتതാണ് 1 മുതൽ 17 വെരയുت ചതുരം 140 മീئറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ r 
ഭാഗ്؋ നി്ؗ 49 മുതൽ 17 വെര 14 േല്17 ׯ േല്18 ׯ ഈ ഭാഗ്؋ നി്ؗ 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്17 ׯ 
േല്18 ׯ േല്6 35 ׯ െകാ؇് ഹരി׺ാണ് ഇത് പരിഹരിؗുׯത്.  േനടുക എؗത് നാല് ഏഴ് ആറ് m 
പൂജّെ؋ ഒരു നാല് പൂജّം െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എؗത് 34 ന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ ന്െറ മൂലّം 34 m m 
ആണ്, അതിനാൽ ആദّെ؋ ഓപ്ഷൻ ശരിയാണ് ഇത് ഞ׹ളുെട മൂؗാമെ؋ േചാദّമാണ്, നമു്ׯ മൂ്ؗ 
വّതُّ ٝസംഖّകളാണ് എ׸ിൽ േലാഗരിതം  ഒരു ൈമനസ് സിയുെട ؛സ് സി േലാഗരിതം, ab, c 
ൈമനസ്  ബി ؛സ് സിയുെട േലാഗരിതം എؗിവ ഗണിത പുേരാഗതിയിലാണ്, ഈ നാല് ഓപ് ഷനുകളിൽ2
ഒരു ൈമനസ് സിയുെട ؛സ് സി േലാഗ്, എയുെട േലാഗ് എؗിവയിൽ നി്ؗ ഏതാണ് ശരിെയ്ؗ ഞ׹ൾ 
കെ؇ു؋ം .  ൈമനസ് 2 ബി ؛സ് സി നമു്ׯ എഴുതാൻ കഴിയുؗ ഗണിത പുേരാഗതിയിലാണ്  ൈമനസ് 2
ബി ؛സ് സി െമാ؋؋ിൽ 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഒരു ؛സ് സി ؛സ് േരഖയുെട ഇ േലാഗ് ഒരു ൈമനസ് 
സിയുെട േലാഗിന് തുലّമാണ് , അതായത് ഒരു ؛സ് സിയുെട േലാഗ് ൈമനസ് 2 ബി ؛സ് സി എؗത് 
ൈമനസ് സി െമാ؋؋ിന്െറ േലാഗിന് തുലّമാണ്  ചതുരം ഇേؚാൾ ഈ സമവാകّം വർؑിؚി׺ാൽ 
നമു്ׯ ഒരു ؛സ് സി ൈമനസ് 2 ബി ؛സ് സി ഒരു ൈമനസ് സി പൂർ؉ ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് ഇവിെട 
നി്ؗ നമു്ׯ ഒരു സ്കٔയർ ؛സ് സിഎ ൈമനസ് 2 എബി ൈമനസ് 2 ബിസി ؛സ് എസി ؛സ് സി സ്കٔയർ 
ഒരു സ്കٔയർ ൈമനസിന് തുലّമാണ്  2 ؛സ് സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ഇവിെട ഒരു ചതുരവും ഒരു ac c 
ചതുരവും ചതുരവും ഇവിെട ചതുരവും റؐാׯെؚടും, c c 
അ׹െന ഒടുവിൽ നമു്2 ׯ ആയി ؛സ് എؗത് 4 ന് തുലّമാണ് , ഇത് ؛സ് എ്ؗ ab bc ac ab bc 
എഴുതാം, 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ്  േല്ׯ അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്ׯ ഉം ഉം ac abac bc 
ഗണിത പുേരാഗതിയിലാെണ്ؗ നിഗമനം െചإാം, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ ഓപ്ഷൻ ശരിയാെണ്ؗ 
ഞ׹ൾ ഇവിെട കാണുؗു , ഇേؚാൾ േശഷിؗുׯ ഓപ്ഷനുകളിൽ മ്ئ ഓപ്ഷനുകൾ ഞ׹ൾ 
പരിേശാധിുׯം, അവയിെലാ്ؗ മാْതേമ ആയി ശരിയാׯാൻ കഴിയൂ. വّതُّ ٝസംഖّകളാണ് abc 
ഇവിെട നأൾ ഇതിനകം ഗണിത പുേരാഗതിയിലാെണ്ؗ മനشിലായി, അതിനാൽ ؛സ് abacbc ab bc 2
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ന് തുലّമാണ്, ؛സ് എؗത് 2 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ എؗത്ac ab bc ac b 

െയ ഒരു ؛സ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ എഴുതാം 1 എؗത് 2 ؛സ് 1 ന് 2 ac c by 1 by b by 1 by c 
തുലّമാണ് , അതായത് 1 ؛സ് 1 എؗത് 2 ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ 1 by a by c by b by a 1 by b
ഉം 1 എ്ؗ നമു്ׯ നിഗമനം െചإാം. ഗണിത പുേരാഗതിയിലാണ് , അതായത് എؗിവ by c ab , c 
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ഹാർേമാണിക് പുേരാഗതിയിലാണ്, അതിനാൽ നാലാമെ؋ ഓപ്ഷനും ശരിയാണ്, ഇത് ഞ׹ളുെട 
മൂؗാമെ؋ േചാദّം പരിഹരിുؗുׯ, ഇവിെട ഞ׹ളുെട നാലാമെ؋ േചാദّം മുതൽ 18 വെര a1 a2 
ഗണിത പുേരാഗതിയിലും മുതൽ വെരയായിരിׯെ؂  ഹാർേമാണിക് പുേരാഗതി , എؗത് h1 h2 h10 a1 

ന് തുലّമാണ്, എؗത് ന് തുലّമാണ്, 3 ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ന്െറ മൂലّം ആയി h1 a10 h10 a4 h7 
കെ؇؋ാം, ആദّം നമു്ׯ എ്ؗ എഴുതാം , എؗത് ؛സ് 10 ന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്8 ׯn a10 a1 
അറിയാം.  ൈമനസ് 1 അതിനാൽ ഇത് 9 ആയി ആണ്, ഇവിെട എؗത് ഗണിത പുേരാഗതിയുെട d d 
െപാതുവായ വّതّാസമാണ്  മുതൽ വെര ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം എؓാെണ്ؗ ന്െറ n a1 a2 a10 a1 a1 
മൂലّം 2 ആണ്, അതിനാൽ ഇവിെട 3 എؗത് 2 ؛സ് 90 ന് തുലّമാണ്, കാരണം 18 ന്െറ മൂലّവും ഇവിെട 
നൽകിയിരിുؗുׯ, അത് 3 ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ എ്ؗ നിഗമനം െചإാം. 1 ന്െറ 9 ന് തുലّമാണ്, d 
അതിനാൽ മുതൽ വെരയുت ഗണിത പുേരാഗതിയുെട െപാതുവായ വّതّാസം ഞ׹ൾ a1 a2 8n 
കെ؇؋ി, ഞ׹ൾ്ׯ മുതൽ വെര ഉ؇് , അവ ഹാർേമാണിക് പുേരാഗതിയിലാണ് , h1 h2 h10 
അതായത് 1 മുതൽ 1 വെര  ഗണിത പുേരാഗതിയിലാണ്, നമു്1 ׯ എ്ؗ by h1 1 h2 by h 10 by h 10 
എഴുതാം, അതിനാൽ ഇത് 1 ؛സ് 9 ആണ്, ഇവിെട എؗത് ഗണിത പുേരാഗതിയുെട by h 1 c c 
െപാതുവായ വّതّാസം 1 മുതൽ 1 വെര .  എؗിവയുെട മൂലّ׹ൾ by h 1 1 h 2 by h 10 h 1, h 10 
ഇവിെട നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, അത് 1 ൈമനസ് 1 ആണ്, അതായത് ൈമനസ് 1 ആണ്, 9c by 3 by 2 by 6 
അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈമനസ് 1 ആണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ ന്െറ മൂലّം c by 54 a4 
കെ؇േ؋؇തു؇്. ആദّം നമു്ׯ എؓാെണ്ؗ കെ؇؋ാം എؗത് ؛സ് 3 ആെണ്ؗ h7 a4 a4 a1 d 
നമുׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് 2 ؛സ് 3 ആണ് 9 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇത് 7 െകാ؇് 3 ആണ് , 1 െകാ؇് എ്ؗ 
നമുׯറിയാം 8 7 തുലّമാണ് 1 ന്െറ ؛സ് 6 ആׯി ആയതിനാൽ 1 തുലّമാണ് 1 h 1 c by 8 7 by 2 
ൈമനസ് 1 by 9 
അ׹െന 1 എؗത് 7 ന് 18 ആണ് അതിനാൽ നമു്7 8 ׯ എؗത് 18 ന് തുലّമാണ്. 7 ആയതിനാൽ 4 by 8 7 
േല്7 8 ׯ ന്െറ മൂലّം 7 ന് 3 േല്18 ׯ ൈബ 7 ആണ്, ഇത് 6 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ന്െറ എ؂് ഏഴ് a4 
മൂലّം ആറ് ആണ്, അതിനാൽ നാലാമെ؋ ഓപ്ഷൻ ശരിയാണ് അടു؋തായി ഈ േചാദّ؋ിെല 
ഇനിؚറയുؗ േചാദّം ഞ׹ൾ പരിഗണി2 .ുؗുׯ നും 18 നും ഇടയിൽ എؗീ മൂ്ؗ സംഖّകൾ ab, c 
കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു , 
അ׹െന അവയുെട ആെകു؋ക 25 ആണ്, 2 എؗീ പദ׹ൾ ഒരു ഗണിത പുേരാഗതിയുെട a, b 
തുടർ׺യായ പദ׹ളും എؗീ പദ׹ൾ ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെട തുടർ׺യായ പദ׹ളുമാണ്. bc , 18 
വّവرകൾ വീ؇ും താേഴ്ׯ, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട ആദّ വّവ2 ر എؗത് എؗിവേയׯാൾab, c 
കർശനമായി കുറവാണ്, അവെയبാം കർശനമായി 18-ൽ കുറവാണ്, ഞ׹ളുെട ര؇ാമെ؋ അവر 
ഒരു ؛സ് ؛സ് ന് തുലّമാണ്, ഞ׹ളുെട മൂؗാമെ؋ അവ2 ر ആണ്, എؗത് തുടർ׺യായ b c 25 a b 
പദ׹ളാണ്.  ഒരു ഗണിത പുേരാഗതിയുെട, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്؛ 2 ׯസ് ബി 
വിഭജിׯെؚ؂തായി നിഗമനം െചإാം  2 എؗത് ന് തുലّമാണ് , അതായത് എؗത് ഒരു ൈമനസ് 1 a b 
ആയി 2 ന് തുലّമാണ്, നുأെട അവസാന അവر ആണ്, 18 എؗത് ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയുെടbc 
തുടർ׺യായ പദ׹ളാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നി്ؗ നമു്18 ׯ എؗത് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ് എ്ؗ b c 
നിഗമനം െചإാം എؗത് സ്കٔയർ മാئി പകരം വയ്ؗുׯത് ആണ്  2 ഒരു ൈമനസ് 1 ആׯി b c b 
ഇവിെട നമു്ׯ സ്കٔയർ 36 ആയി ഒരു ൈമനസ് 1 ആയി ലഭിുؗുׯ , അതിനാൽ എؗത് ഒരു c c 
ൈമനസ് 1 ന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂ിേല്6 ׯ ആണ്, അതിനാൽ എؗത് േപാസിئീവ് സ്കٔയർ റൂ؂് c 
പരിഗണിുؗുׯ, കാരണം എؗത് േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം .  യുെട അടിرാന؋ിൽ c a 

എؗിവയുെട മൂലّ׹ൾ ഞ׹ൾ വّവ2 ر-ൽ അവെയ മാئിرാപിുؗുׯ , ഒരു ൈമനസ് 1-ന്െറ p, c 
വർ״മൂല؋ിേല്ׯ ഒരു ؛സ് 2-െന ൈമനസ് 1-ന്െറ ؛സ് 6- േല്25 ׯ-ന് തുലّമാണ്. 1 എؗത് 27- ന് 
തുലّമാണ്, ൈമനസ് 9 എؗത് ൈമനസ് 2-ന് ൈമനസ് 1-ന്െറ സ്കٔയർ റൂ؂ിേല്ׯ എഴുതാം  22 ؛സ് 85 a 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , ഇത് ൈമനസ് 5 ആയി ഒരു ൈമനസ് 17 ആണ് എ്ؗ സൂചിؚിؗുׯത് നമു്ׯ eq 
എളുؚ؋ിൽ ْശؑിׯാം.  േല്0 ׯ ആയതിനാൽ എؗത് 5 അെ׸بിൽ 17 ആണ്. നുأെട ual a 
ആദّെ؋ േകസ് എؗത് 5 േല്ׯ എടുׯാം, എؗത് 2 ന് തുലّമാണ്, ഒരു ൈമനസ് 1 ആയും എؗത്a v c 
6 ന് തുലّമാണ് ൈമനസ് 1 ന്െറ വർ״മൂല؋ിേല്ׯ. അതിനാൽ, 1-ൽ നമു്ׯ ഉتത് 8- നും എؗത് b c 
12-നും തുലّമാണ് . 5 8-ഉം 12- ഉം ഒؗും ര؇ും വّവرകൾ പാലിുؗുׯെവ്ؗ നമു്ׯ എളുؚ؋ിൽ 
ْശؑിׯാം, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ മൂؗാമെ؋യും നാലാമെ؋യും വّവرകൾ പരിേശാധിുׯം, അതിനാൽ
ര؇് അ؀് , എ؂് എؗിവ പരിഗണിുׯക. അവ െപാതുവായ വّതّാസം 3 ഉت ഒരു ഗണിത 
പുേരാഗതിയിലാെണ്ؗ ْശؑിׯാൻ എളുؚമാണ്, അതിനാൽ ഈ മൂലّ׹ൾ്ׯ ന് തുലّമാണ്, 8 a 5 b 
നും നും തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ പരിഗണിؗുׯ നാലാമെ؋ അവرയ്്ׯ മൂؗാമെ؋ വّവر c 12 
ഇേؚാൾ തൃلിٝകരമാണ് 8 12 ഉം 18 ഉം . അവയും ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിലാെണ്ؗ നമു്ׯ 
ْശؑിׯാം, അതിനാൽ എؗത് 5 ന് തുലّമാണ്, 8 ന് തുലّമാണ്, എؗത് 12 ന് തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ a b c 
തിരയുؗ യ് ׯായുت ഒരു േചായിസാണ് .  അടു؋തായി , എؗത്  ന് തുലّമാണ്, ഈ abc- a 17
സാഹചരّ؋ിൽ സമമാണ് എ്ؗ നമു്ׯ ْശؑിׯാം മുതൽ 32 വെര ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ  p l a 17 

ന്െറ ഈ തിരെ؁ടുؚായതിനാൽ ഈ േകസ് സാധّമب , യഥാْകമം കെ؇ു؋കയാെണ׸ിൽ അവab c 
നുأെട ആദّ വّവر പാലിؗുׯതിൽ പരാജയെؚടുؗു, അതിനാൽ നുأെട േചാദّ നآർ 
അ؀ിന്െറ ഉ؋രം 5 ന് തുലّമാണ്.  8 േല്ׯ , എؗത് 12 ന് തുലّമാണ്. ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗb c 
േചാദّം േനാׯാം, നമു്ׯ ചതുരാകൃതിയിലുت സമവാകّം സ്കٔയർ ൈമനസ് ؛സ് എؗത് 0 ന് x x p 
തുലّമാണ്, കൂടാെത ആൽഫയും ബീئയും ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാര׹ളാെണؗും 
ഞ׹േളാട് പറയുؗു.  മെئാരു കٔാْഡാئിക് സമവാകّം നൽകിയാൽ സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 ؛സ് x x q 
എؗത് 0 ന് തുലّമാണ്, ആൽഫ ബീئയും ഗാമാ െഡൽئയും ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിലാെണ׸ിൽ , 
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ഈ കٔാْഡാئിക് സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരമായി ഗാമയും െഡൽئയും നൽകിയിരിുؗുׯ, അേؚാൾ p
യുെട പൂർ؉സംഖّ മൂലّ׹ൾ നമു്ׯ കെ؇؋ാം. കൂടാെത യഥാْകമം ആദّം ْശؑിുׯക, ആൽഫ q 
 സ് ന്െറ p x x p؛ യും ചതുരം ൈമനസ്ئആൽഫയും നും ബീ ׯയിേല്ئനും ആൽഫ ബീ 1 ئസ് ബീ؛
പരിഹാര׹ളാണ് ഒؚം ആൽഫ ബീئ ഗാമയും െഡൽئയും ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിലായതിനാൽ  
ഗാമ െഡൽئയിേല്ׯ ന് തുലّമാണ്,  നമു്ׯ ആൽഫ എ്ؗ എഴുതാം എؗത് ഒരു ചതുര؋ിന് q p 
തുലّമാണ് എ്ؗ എഴുതാം, ആൽഫ യ്്ׯ തുലّമാണ് , ബീئ തുലّമാണ് എؗത് ഒരു a ar , q 
ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, എؗത് പവർ 5 േല്ׯ തുലّമാണ്,  അതിനാൽ എؗിവയുെട പൂർ؉ q p, q 
മൂലّ׹ൾ കെ؇؋ാൻ ഇത് മതിയാകും. യുെട മൂലّവും ന്െറ മൂലّവും കെ؇؋ാൻ, ആൽഫ ؛സ് a r 
ബീ1 ئ ന് തുലّമാെണؗും അതിനാൽ ടു 1 ؛സ് ന് തുലّമാെണؗും ഗാമ ؛സ് െഡൽ4 ئ ന് a r 1 
തുലّമായതിനാൽ നമു്ׯ സ്കٔയർ 1 ؛സ് ആണ് 4 ന് തുലّം ഈ സമവാകّ؋ിൽ യുെട മൂലّം 1 ar r a 
 സിന് തുലّമാണ് r r r؛ സ്കٔയർ 4 ന് തുലّമാണ് , അതായത് എؗത് ׯി , നമു്ئി മാׯസ് ആ؛
അെ׸بിൽ ൈമനസ് 2 ആണ്. അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 1 ؛സ് ന് തുലّമാണ്.  ഡിേനാമിേനئറിൽr 
 അതിനാൽ യുെട മൂലّം 1 ന് തുലّമാണ്  r r a by 3 wh en r ,بസ് എഴുതുക , എؗത് -1 ന് തുലّമ؛ 1
എؗത് 2- നും ൈമനസ് 1-നും തുലّമാണ് -2- ന് തുലّമാകുേآാൾ എؗത് േല്ׯ തുലّമാണ്, p r- q 
എؗത് േല്ׯ തുലّമാണ്, എؗത്  ഒരു ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്. പൂർ؉സംഖّയും r- q b q 
പൂർ؉സംഖّയും ആകാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിؗുׯതുേപാെല യ് ്ׯ സാധّമായ േചായ് സ് ആകുക, a 
അതിനാൽ ന്െറ തിരെ؁ടു്ؚ 2 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് ൈമനസ് 2 നും ൈമനസ് 1 നും r r a 
തുലّമാണ് അതിനാൽ മൂലّം  ആണ്, ന്െറ മൂലّം ൈമനസ് 2 ആണ് പവർ 5, അതായത് ൈമനസ് p -2 q 
32, അതിനാൽ ഇവിെട ആദّെ؋ ഓപ്ഷൻ ശരിയാണ് ഇത് ഞ׹ളുെട ഏഴാമെ؋ േചാദّമാണ് 
ആൽഫയും ബീئയും ചതുരാകൃതിയിലുت സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാര׹ൾ ആൽഫയും ബീئയും 
കൂടാെത ؛സ് ആണ്  0 ന് തുലّമാണ്, ആൽഫ ؛സ് ബീئ ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് ബീئ സ്കٔയർ, bx c 
ആൽഫ കّൂബ് ؛സ് ബീئ കّൂബ് എؗിവ ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിലാെണ׸ിൽ െഡൽئ 
ഉപേയാഗി്׺ ബി സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 എസി സൂചിؚിുؗുׯ, തുടർ്ؗ ഇവിെട നൽകിയിരിؗുׯ നാല് 
ഓപ്ഷനുകളിൽ തീർ׺യായും ശരിയാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇ു؋ം, അതിനാൽ ആദّം ْശؑിുׯക 
േകാടാലി ചതുരവും ബിഎ؛ ٧്عസ് സിയും 0 ന് തുലّമായതിനാൽ ഒരു കٔാْഡയാണ്  ടിക് സമവാകّം 
അതിനാൽ തീർ׺യായും 0 ന് തുലّമب , കൂടാെത ആൽഫയും ബീئയും ഈ കٔാْഡാئിക് a 
സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാര׹ളായതിനാൽ നമു്ׯ ആൽഫയും ബീئയും ൈമനസ് ബി യ് ്ׯ തുലّവും 
ആൽഫ ബീئയിേല്ׯ സി്ׯ തുലّവും എ്ؗ എഴുതാം .  ആൽഫ ؛സ് ബീئ ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് ബീئ 
സ്കٔയർ, ആൽഫ കّൂബ് ؛സ് ബീئ കّൂബ് എؗിവ ഒരു ജّാമിതീയ പുേരാഗതിയിലാണ്, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ആൽഫ ؛സ് ബീئെയ ആൽഫ കّൂ എؗതിേല്ׯ എഴുതാം, ബീئ കّു ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് 
ബീئ സ്കٔയർ ഫുൾ സ്കٔയറിനു തുലّമാണ്, അതിന്െറ മൂലّം എؓാെണ്ؗ നമുׯറിയാം. ab, c 
എؗിവയുെട അടിرാന؋ിൽ ആൽഫ ؛സ് ബീئ, അതിനാൽ നമു്ׯ ആൽഫ ؛സ് ബീئ കّൂബ്, q 
ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് ബീئ സ്കٔയർ എؗിവയുെട മൂലّ׹ൾ കെ؇؋ാം, ആൽഫ ؛സ് ബീئ q 
കّൂബ് ആൽഫ ؛സ് ബീئ കّൂബ് എؗത് ആൽഫ ؛സ് ബീئ കّൂബിന് തുലّമാെണ്ؗ നമുׯറിയാം. 
ൈമനസ് 3 ആൽഫ ബീئെയ ആൽഫ ؛സ് ബീئയിേല്ׯ മാുؗുئ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആൽഫ ؛സ് 
ബീئയുെടയും ആൽഫ ബീئയുെടയും മൂലّം ഇവിെട മാئിرാപിുؗുׯ, ഇത് ൈമനസ് ബി കّൂബാണ്, 
ഒരു കّൂബ് െകാ؇് 3 ബിസി, 3 ബിസി ൈമനസ് ബി കّൂബ് കّൂബ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ് 
അടു؋ത്  നമു്ׯ ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് ബീئ സ്കٔയർ േനാׯാം, ഇത് ആൽഫ ؛സ് ബീئ ഫുൾ 
സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 ആൽഫ ബീئയ്്ׯ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ ഇത് സ്കٔയർ b 
ൈമനസ് 2 സി െകാ؇് ബി സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 എസി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ഈ 
സമവാകّ؋ിെല എبാ മൂലّ׹ളും മാئി പകരം വയ്ؗുׯത് ൈമനസ് ബി െയ 3 എബിസി ൈമനസ് v 
ബി കّൂബ് െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ബി സ്കٔയർ ൈമനസ് 2 എസി മുഴുവനായ ചതുരവും ര؇് വശ׹ളിൽ 
നിؗുت പവർ 4 േല്ׯ ഹരി׺ാൽ തുലّമാണ് .  പവർ 4 േല്ׯ ഞ׹ൾ േനടുؗു, നമു്ׯ ൈമനസ് 3 a ad 
സ്കٔയർ ؛സ് എؗത് പവർ 4 ന് തുലّമാണ് എؗത് പവർ 4 ൈമനസ് 4 സ്കٔയർ ؛സ് 4 ഒരു c b b ab c 
സ്കٔയർ സ്കٔയർ , അതായത് സ്കٔയർ എؗത് 4 ചതുരْശ ആണ്  സ്കٔയർ ആയതിനാൽ c ab c a c 
നമു്ׯ സ്കٔയർ ൈമനസ് 4 എؗത് 0 ന് തുലّമാണ് , നأൾ സ്കٔയർ ൈമനസ് എ്ؗ b ac b 4ac 
വിളിؗുׯത് െഡൽئയായി നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ െഡൽئ ഇേؚാൾ 0  ആണ് അതിനാൽ മൂؗാമെ؋ ac 
ഓപ്ഷൻ തീർ׺യായും ശരിയാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, പേײ ഞ׹ൾ സി ബി, സി എؗിവെയ 
കുറി്׺ ഞ׹ൾ്ׯ ഒരു വിവരവുമിبാ؋തിനാൽ ബാׯി ഓപ് ഷനുകളിൽ അഭിْപായമിടരുത്, ഞ׹ൾ 
ഈ െസഷൻ ഇവിെട അവസാനിؚിുؗുׯ, നി׹ളുെട എ؂ാമെ؋ ْപശ് നമുت ഞ׹ളുെട അടു؋ 
െസഷൻ ഞ׹ൾ പുനരാരംഭിുׯം Pru
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