
 गिणतावरील ʩाƥानांमȯे पुɎा आपले ˢागत आहे आिण आजचे ʩाƥान पुɎा एकदा िȪपदी Ůमेय आिण ȑाचे उपयोगiit pal 
यावर होणार आहे िȪपद Ůमेय आिण िȪपद Ůमेयातील सम˟ांसाठी हे सहावे ʩाƥान आहे ठीक आहे ʉणून आʉी बरेच काही केले 
आहे.
  भूतकाळातील काही सम˟ा आʉी 
अिवभाǛ भाग अपूणाōकाशी संबंिधत काही सम˟ा सोडवʞा आहेत आʉी िविवध िȪपदी िवˑार केले आहेत आज आʉी आणखी काही
करणार आहोत आिण या कदािचत काही कठीण सम˟ा आहेत ठीक आहे ʉणून कठीण सम˟ांपैकी आʉी काही ओळखीनंी सुŜवात 
करा ठीक आहे ʉणून आʉी खूप पूवŎ काही ओळखी केʞा आहेत पण अहो हे पुɎा काही ओळखीवंर परत जात आहे कारण या कठीण
आहेत ठीक आहेत ʉणून एक लोकिŮय ओळख आहे ही अिधक गुणा अिधक  वेळा अिधक c 0 c 1 c 1 c 2 c 2 c 3 
आिण अशाच Ůकारे उणे 1 अिधक पयōत सवŊ मागŊ आिण तुʉाला हे दाखवावे लागेल की हे गुिणले गुिणले cn cn c 0 c 1 c 2 
ǉा बरोबरीचे आहे ला ने भागेपयōत वेळा अिधक 1 संपूणŊ शƅी ʉणून ही एक गंुतागंुतीची गोʼ आहे परंतु जर तुʉी तुमचा cn n n n 
मŐदू रॅक केला तर तुʉाला हा िवˑार योƶįरȑा करǻाचा सरळ मागŊ सापडणार नाही 
परंतु उȅर कुठेतरी आहे उȅर ŮȑƗात अगदी पिहʞा वगाŊत आहे जेʬा आʉी आपण िȪपद Ůमेय सादर करǻापूवŎच िȪपदी Ůमेय 
सादर केला
 ȑामुळे उȅर पाˋलǉा िũकोणामȯे सवŊ बरोबर आहे ʉणून पुढील िवचार करा हा िबंदू आहे 1 हा 2 ते c 0 c 0 c 3 c 0 4 

आहेc 0 5 c 0 
 ȑामुळे हे आहे  तुʉी पाˋलǉा िũकोणावर नवा Ůकाश टाकत तुʉी एक नवीन Ůकाश देत आहात आिण हे असे आहे कारण आʉी 
आधीच पाˋलǉा िũकोणाǉा दरʄान पाच ʩाƥाने केली आहेत आिण आज बरोबर मला माफ करा हे शूɊ सी शूɊ आहे ŮȑƗात 
मी हे सवŊ दुŜˑ करणार नाही.
  इथे फƅ आणखी एक िबंदू जोडा ते ठीक होईल होय, ʉणजे हा एक शूɊ आहे, वरचा एक शूɊ शूɊ आहे, हे खरोखर िततके c c 
महȇाचे नाही हे एक एक दोन एक दोन दोन तीन एक तीन दोन 3 आहे 4 तर c c c c c c 3 c 4 5 c 5 an  d 
उजवीकडे आिण पाˋलǉा िũकोणाचा गुणधमŊ काय होता तो गुणधमŊ असा होता की जर मला यापैकी कोणȑाही एका िबंदूची गणना 
करायची असेल तर मला फƅ हा एक जोडायचा आहे आिण हे ठीक आहे इथे बघा तुʉाला साʄ िदसत आहे का आʉी  पाˋलǉा 
िũकोणाकडे जात आहोत ठीक आहे, उदाहरणाथŊ 5 हे 5 समान आहे चार एक अिधक चार दोन ठीक आहे, तर अशा c 2 c 2 c c 
पįरİ̾थतीत तुʉी मला सांगू शकता की शूɊ अिधक एक ʉणजे काय आता आपण शूɊ बȞल बोलत आहोत बरोबर तर c c nc nc 
शूɊ, जर हे माझे असेल आिण हे असेल तर हे 2 जोडून मला पाˋलǉा िũकोणातील पुढील पंƅी देईल जी अिधक nc 0 nc 1 n 

ओके असेल तर जाईल पुढील Ţमांकासह जोडǻासाठी जो आहे आिण तो मला अिधक 1 देईल 1 cc 1 nc 1 nc2 n c 2 
ठीक आहे ʉणून ही गंुतागंुतीची गोʼ ʉणजे अिधक ʉणजे अिधक 1 अिधक ʉणजे nc 0 nc 1 n c 1 nc 1 nc 2 n 
अिधक 1  अिधक ʉणजे अिधक 1 आिण ȑाŮमाणे सवŊ मागाŊने Ɨमˢ ʉणजे अिधक 1 वजाc 2 nc 2 nc 3 n c 3 n ncn 
1 अिधक पयōत गुणाकार  बरोबर ʉणजे n cn n plus 1 cn 
इतके चांगले आहे आिण जर तुʉी इतके दूर गेला असाल तर बाकीचा भाग Ɨुʟक आहे ठीक आहे, जर तुʉी इतके पुढे गेला असाल तर 
बाकीचे खूप सोपे आहे तुʉाला करायचे आहे.
  तो खंिडत करा अिधक 1 हा अिधक 1 आहे Ǜाला अिधक 1 गुणाकार ने भागʞास भाजक 1 आहे आिण तुʉाला n c 1 n n n n

आलेला आहे परंतु न िलिहǻाऐवजी अिधक मी िलिहणार आहे  फॅƃोįरयल वजा 1 वेळा आिण नंतर अिधक n n n n n n n n 
एक दोन पुɎा अिधक एक गुणाकार भागाकार भागाकार दोन गुणाकार ओह नाही होय अहं फॅƃोįरयल वजा एक आिण c n n n 
फॅƃोįरयल वजा एक िलिहǻाऐवजी तुʉी ते फॅƃोįरयल ʉणून िलš शकता वजा 2 ला वजा 1 ने गुणाकार केला आिण असेच n n n 
पुढे आिण पुढे अगदी शेवटी शेवटपयōत तुमǉाकडे अिधक 1 आहे जे अिधक 1 गुिणले गुणाकार भािगले आिण 1 n cn n n n 
गुणिन̽ ट  ऐवजी मी  फॅƃोįरयल वेळा  िलिहत आहे .1 0 1
ʉणून तुʉाला या सवŊ अटीपैंकी अिधक 1 अिधक 1 िमळाले आहेतn n n 
 ȑामुळे या सवŊ अिधक 1 पूणŊ शƅी होणार आहेत आिण मग मी Ǜा Ůकारे ते Šशारीने िलिहले आहे ते एक आहे बरोबर हा n n nc 
भाग दोन आहे हा भाग पुढचा आहे तुʉाला तीन िमळेल आिण पयōत सवŊ मागŊ ठीक आहे, ʉणून तुʉाला ते सवŊ एक nc nc ncn c 

दोन सवŊ मागŊ पयōत िमळाले आहेत आिण नंतर येथे तुʉाला एक िमळाले आहे वजा एक मȯे सवŊ मागŊ खाली एक ʉणजे c cn nn n 
तुʉाला फॅƃोįरयल िमळाले आहे आिण शूɊ सुपर ɢो आहे शूɊ एक बरोबर आहे जेणेकŜन ओळख िसȠ होईल योƶ n c c 
ȑाबȞल िवचार करा आपण पाˋलचे Ůमेय न वापरǻाचा Ůयȉ कŝ शकता आिण ही अंत Ŋ̊ʼी वापŝ नका या सम˟ेत खूप अडकले 
जाईल ठीक आहे ʉणून हे एका कठीण सम˟ेचे एक उदाहरण आहे ʉणून येथे तुʉाला थोडासा िवचार करावा लागेल बरोबर दोन 
गुणांकांची बेरीज दोन सलग गुणांक काढǻासाठी तुʉाला पाˋलǉा Ůमेयाकडे परत जावे लागेल  बरोबर दुसरे उदाहरण ठीक आहे तू 
कसा आहेस  तुʉी हे करणार आहात हे खरे तर इतके कठीण नाही आहे की तुʉी हे कसे कराल, कोणताही अंदाज मȯे अिधक n n 
एक बाय टू असेल तर ते उȅर बरोबर असेल तर तुʉी उȅर बिघतले तर उȅर मȯे अिधक एक बाय दोन ते आहे  एक अितशय n n 
पįरिचत उȅर आहे ितथे एक सुगावा आहे Ƒू ʉणजे काय आहे Ƒू ʉणजे हे असे िदसले पािहजे कदािचत हे 1 अिधक 2 अिधक 3 
अिधक 4 अिधक पयōत सवŊ मागाŊने िदसत आहे कदािचत ठीक आहे आिण जर ते असेल तर  केस मग आपण केले आहे कदािचत तसे n 
नाही पण जर तसे असेल तर आपण केले आहे ठीक आहे चला तपासूया बाय ते एक आहे होय ते आहे पण दोन बाय c 1 c 0 c c 
एक नाही आहे ते नाही  दोन Ȫारे एक नाही दोन भागाकार एक ठीक आहे की एक नाही एक ने शूɊ देखील c c nc nc c c c 
एक नाही एक आहे होय माफ करा सुधारणा एक आहे तर हे आहे तर ते पहा वŝन ते वर जात आहेc n c n n c 1 c 2 c 3 
तो भाजक देखील वाढत आहे ठीक आहे
 ȑामुळे असे होऊ शकते की संपूणŊ गोʼ खाली येत आहे  सवŊ मागŊ पासून एक पयōत,n 

Pru
tor
@
IIT
K



 ȑामुळे कदािचत ȑाचा मागचा Ţम एक कŝन शूɊ आहे कदािचत हा उणे एक आहे वजा दोन इथपयōत सवŊ मागŊ आहेc c n n n 
िजथे कदािचत असे असू शकते, चला बरोबर पाšया  ʉणून बघा जर तुʉी बिघतले तर मी पाहतो तर ʉणूया बाय Ţ उणे 1 c1 cr 
ʉणजे काय समान आहे ओह बाय द वे हा नाही आहे गुणा बाय वजा 1 हा या मािलकेतील टमŊ आहे काय c r cr cr rth crcr 
आहे गुणज Ȫारे गुणज Ȫारे वजा आिण Ţ उणे 1 Ţ वजा 1 ʉणजे काय आहे Ȫारे गुणज Ȫारे वजा 1 Ȫारे गुणɊ n r n r n n r n
वजा 1 आिण नंतर अथाŊतच भाǛ गुणɊ गुणाकार वजा 1 रȞ करते फॅƃोįरयल Ȫारे फॅƃोįरयल रȞ होते आिण n n r r r r 
तुमǉाकडे फƅ उणे अिधक 1 फॅƃोįरयल Ȫारे वजा फॅƃोįरयल आिण वजा अिधक 1 हे वजा पेƗा फƅ n r n r n r n r 
एक जाˑ आहे ʉणजे हे वजा अिधक 1 इतके आहे  ही संǒा आहे पदाचे मूʞमापन वजा अिधक एक n r r eth rth n r 
आहे ʉणून कोणती संǒा आहे हे एक पद आहे राईट राईट एक बाय गुिणले बाय cr c c 1 c 1 c 0
 ȑामुळे 1 टमŊ वजा 1 अिधक 1 होणार आहे जे आहेn n 
 ȑामुळे ही संǒा चे मूʞमापन करत आहे पुढील टमŊ 2वी टमŊ आहे वजा 2 अिधक 1 जो वजा 1 आहे .n n 
 ितसरी पद समान तीन वजा तीन अिधक एक चौथी पद वजा तीन असेल सवŊ मागŊ वजा अिधक एक पयōत,r n n n n 
 ȑामुळे हा एक कमी होत जाणारा Ţम आहे.
 जसे की एक अिधक दोन मागे िदसʞास तुʉाला एक अिधक दोन अिधक तीन िमळतील पयōत तुʉी पुढे पािहले तर हा एक कमी होतn 
जाणारा Ţम आहे आिण हे ˙ʼपणे मȯे ɘस वन बाय टू बरोबर आहे ʉणून हा एक युƅी Ůʲ आहे  हे अवघड िदसत आहे ते n n 
अवघड नाही अहो आपण दुसरा Ůयȉ कŝ या, तर आधी बघा आʉी एक सम˟ा केली होती जी तुʉाला आठवत असेल तर आʉी एक 
सम˟ा केली होती 
जी या अिधक 2 अिधक 3 सारखी िदसते  सवŊ मागŊ बरोबर टू 2 पॉवर वजा एक याआधी आʉी काही c 1 c 2 c 3 ncn n n 
केले होते  यासारखी गोʼ आʉी ते कसे केले , तुʉाला आठवत आहे की आʉी ते कसे केले आʉी एक अिधक पूणŊ शƅी पाहतो x n 
आिण नंतर आʉी 1 अिधक पूणŊ शƅी बरोबर फरक केला Ǜामुळे मला पॉवर वजा 1 मȯे 1 अिधक िमळाले  x n nx n n x 
संपूणŊ पॉवर उणे 1 आिण नंतर मी 1 बरोबर बरोबर ɘग इन केले.n x 

 ȑामुळे हे खरोखर होते 1 अिधक संपूणŊ पॉवर वजा 1 मȯे समान बरोबर बरोबर 1 ठीक आहे अशा Ůकारे आʉी या n x n x x 
िनकालावर पोहोचलो पण येथे पहा  गुणांक बरोबर वाढत होते चा गुणांक 2 वाढत होता आिणc 2 c 2 3 c 3 
 ȑामुळे तुʉाला भेदाची आठवण कŝन िदली आहे इथे तुʉाला 2 िमळत आहेत आिण हे तुʉाला होय याची काय by 3 by 4 
आठवण कŝन देते?  हे तुʉाला भेदभावाǉा िवŜȠ समाकलनाची आठवण कŝन देते ठीक आहे, ʉणून येथे Ƒू असा आहे की तुʉाला
िभɄता नाही समाकिलत करणे आवʴक आहे आिण नंतर कदािचत नंतर तुʉी एकǉा बरोबरीने ɘग इन कŝ शकता िकंवा आʉी x 
नंतर काय ɘग इन करणे आवʴक आहे ते पाš.
  सुगावा असा आहे की तुʉाला एकũ करणे आवʴक आहे ठीक आहे आता एकũीकरण अʢा आहे थोडं İƑʼ आहे बरं ते İƑʼ का 
आहे कारण तुमǉाकडे एक अिनयंिũत İ̾थरांक आहे जेʬा तुʉी इंिटŤेशन इंिटŤेशन बȞल बोलतो तेʬा चा चा वगŊ 2 xdx x 2 
अिधक एक अिनयंिũत İ̾थरांक असतो आिण तो अिनयंिũत İ̾थरांक काहीतरी खूप ũासदायक आहे बरोबर ते ũासदायक का आहे कारण 
माǟाकडे दोन असतील तर बाजू आिण मी समाकिलत कŝ असे ʉणू की माǟाकडे काही समीकरण आहे काही ओळख आहे बरोबर 
मी फƅ दोɎी बाजंूना ने गुणाकार करतो आिण अिवभाǛ करतो का दोन उȅरे समान असतील का नाही कारण येथे काही dx 
अिनयंिũत İ̾थरांक असू शकतात तर येथे काही अिनयंिũत İ̾थरांक असू शकतात जे याचा अथŊ असा की हे दोन अिवभाǛ एकमेकांशी 
अगदी बरोबरीचे असणे आवʴक नाही ठीक आहे ʉणून हे बरोबर नाही ठीक आहे
 ȑामुळे ही थोडीशी सम˟ा आहे ʉणून आʉी हे बरोबर सुŝ करǻापूवŎ देखील एक सुगावा एकीकरण होता परंतु जेʬा जेʬा तुʉाला 
पूणाōक करायचे असतात तेʬा तुʉी  हे लƗात ठेवायला हवे की जर तुʉी ओळखीǉा दोन बाजू एकũ केʞा तर तुʉाला नेहमीच ओळख 
िमळत नाही , हे थोडे सम˟ाŮधान आहे  आʉी कŝ का तुʉी या İ̾थरांकांसाठी कसे दुŜˑ कराल तुʉी ठीक कसे िनिʮत कराल मला 
तुʉाला हवे आहे Ɨमˢ तुʉी अिनयंिũत İ̾थरांकापासून मुƅ कसे ʬाल तुʉाला एक िनिʮत अिवभाǛ c 1 c 2 k 1 k 2 ok 
वापरावे लागेल आिण अिनिʮत अिवभाǛ नाही ठीक आहे, यामुळे सम˟ा दूर होईल, ʉणून आपण 1 अिधक संपूणŊ पॉवर वापŝनx n 
पाš आिण याǉा समान ʉणजे अिधक अिधक वगŊ अिधक Ɛूब अिधक डॉट डॉट डॉट सवŊ मागŊ c 0 c 1 x c 2 x c 3 x 
पयōत  ही अशी गोʼ आहे जी आपʞाला मािहत आहे आिण आता आपण काय करणार आहोत ते ʉणजे आपण cnx power n 
िनिʮत पूणाōक वापŝन दोɎी बाजू एकिũत करणार आहोत, 
ʉणून समजा अिधक संपूणŊ पॉवर पासून समान 0 ते समान नंतर उजʩा बाजूने देखील मी i integrate 1 x n dx x x p 
िनिʮत इंिटŤल इंिटŤेशन समाकिलत करणार आहे ठीक आहे आतापयōत चांगले आहे हे िनिʮत इंिटŤल समान आहे ते ठीक काम करते 
अिनिʮत अिवभाǛ ठीक काम करत नाही ठीक आहे तर आपण डाʩा हाताǉा बाजूचे िनिʮत इंिटŤल उजवीकडे कसे कŝया  तुʉी ते 
करता का तुʉी Ůथम अिनिʮत अिवभाǛ 1 अिधक करा  संपूणŊ पॉवर अिधक 1 बाय अिधक 1 ʉणजे भेद कŝन तुमचा x n n 
अिवभाǛ बरोबर आहे की नाही हे तुʉी कसे तपासाल जर तुʉी हे वेगळे केले तर मला ते परत िमळेल का तुʉी अिधक 1 गुिणले 1 n 
अिधक संपूणŊ पॉवर िवभािजत करा.x n 

Ȫारे ते छानपणे रȞ होते n plus 1 
 ȑामुळे खरंच याचा अिवभाǛ भाग याǉा बरोबरीचा आहे पण हा अिवभाǛ भाग तुʉाला 0 वŝन वर ƽावा लागेल आिण जर तुʉी p 

ɘग इन केले तर तुʉाला एक अिधक िमळेल.p p 
 आʉाला 

ǉा बरोबरीची गरज नाही आʉी ǉा बरोबरीने ɘग कŝ शकतो कŝ नका तर ǉा बरोबरीने काम कŝयाp p p p 
 ȑामुळे आʉी ǉा बरोबरीने ɘग इन केʞास शूɊ ते एक शूɊ ते वन समाकिलत करणार आहोत.x 

Pru
tor
@
IIT
K



  एक मला दोन पॉवर अिधक एक बाय अिधक 1 काय िमळेल आिण जर मी बरोबर 0 ɘग इन केले तर मला 1 बाय अिधक n n x n 
1 िमळेल आिण मी हे का केले या 
Ůʲामुळे Ůʲ हे 2 पॉवर अिधक सारखे िदसतात 1 वजा 1 संपूणŊ भागाकार अिधक एक येथे पहा दोन शƅी अिधक एक n n n n 
अिधक एक वजा एक अिधक एक  ʉणून मी Ůʲावर आलो आहे ʉणून मी बरोबर एक ɘग इन का केले आहे ठीक आहेn p 
 ȑामुळे डाʩा बाजूने माǟा Ůʲाचे खूप छान मूʞांकन केले आहे आता मला फƅ उजʩा बाजूने काम करायचे आहे माǟाकडे हेच 
आहे ठीक आहे, मी बेरीज वाढवली आिण अथाŊतच ती पट बरोबर आहे आिण तुʉी बरोबर 1 बरोबर 0 ɘग इन केले तर c0 x x x 
तुʉाला फƅ 1 िमळेल.

पट वगŊ 2 ɘग इन बरोबर 0 असेल तर तुʉाला शूɊ िमळेल  एकाǉा बरोबरीने तुʉाला एक दोन पट Ɛूब बाय c 1 x x x c x 
तीन ओके Ōː ेट फॉरवडŊ अिधक बाय 2 बाय 3 बाय 4 बाय अिधक 1 हेच तुʉाला िमळाले आहे ठीक c 0 c 1 c 2 c 3 cn n 
आहे की इथे तुʉी आहात िनिʮत अिवभाǛ करावे लागेल, अिनिʮत अिवभाǛ नाही कारण अिनिʮत अिवभाǛ ʉणजे तुʉी चांगʞा 
Ůमाणात अडचणीत आहात आिण ते नेहमीच योƶ नसते समान Ůʲ आʉी आणखी एक करणार आहोत आिण नंतर आʉी आणखी काही
सोडवǻाचा Ůयȉ करणार आहोत.

सम˟ा आिण तुʉी उजʩा बाजूला पहा, तुʉाला मािहत आहे की सवŊ Ůथम तुʉाला करावे लागेल  एका अिवभाǛ भागाला  je n 
ɘस वन ने भागले तर तुʉाला िनिʮत अिवभाǛ करावे लागेल कारण अिधक 1 ने वजा एक आहे आिण ितसरे ʉणजे तुʉी 1 ǉा n 
मयाŊदेत बरोबर जोडणार नाही असे िदसते की ही दुसरी मयाŊदा असेल ठीक आहे, जेʬा तुʉी मागǉा वेळी हे केले होते तेʬा तुमǉाकडे 
1 अिधक अिधक 1 पूणŊ पॉवर अिधक 1 बाय अिधक 1 होता तेʬा येथे 1 वर ɘग इन केले तेʬा तुʉाला 2 पॉवर अिधक 1xn n n n 
िमळाला आहे येथे तुʉाला तीन पॉवर एन ɘस वन िमळाले आहेत याचा अथŊ असा की  तुʉी शूɊापासून सुŜवात करणार आहात जी 
तुʉाला दुसरी टमŊ देईल आिण एक अिधक वर संपेल तुʉाला तीन हवे आहेत ʉणून बरोबर असणे आवʴक आहेx x 2 
 ȑामुळे तुʉाला फƅ मयाŊदा 0 वŝन बदलायची आहेत.
 2 आिण तुʉी पूणŊ केले कारण ते तुʉाला उजवीकडे देणार आहे ठीक आहे 
फƅ तपासून पहा की ते खरेच आहे की 1 अिधक संपूणŊ शƅी समान आहे 1 अिधक संपूणŊ शƅी अिधक 1 बाय x n dx x n n 
अिधक 1 आपण हे खरोखरच तुʉाला ते देते हे तपासǻासाठी ʩुȋɄ कŝ शकता आिण नंतर तुʉी 0 आिण 2 ची मयाŊदा ठेवता जेʬा 
तुʉी 2 ɘग इन करता तेʬा तुʉाला 3 पॉवर अिधक 1 बाय अिधक 1 िमळेल जेʬा तुʉी 0 ɘग इन करता तेʬा तुʉाला 1 बाय n n 

अिधक 1 िमळेलn 
 ȑामुळे हे बरोबर आहे हे बरोबर आहे आता तुʉाला फƅ ते खंिडत करायचे आहे ʉणजे 1 अिधक संपूणŊ पॉवर ʉणजे x  n c 0 
अिधक अिधक चौरस पॉवर पयōत सवŊ मागŊ आिण Ǜा Ůȑेकाला तुʉी शूɊ वŝन दोन बरोबर c 1 x c 2 x cnx n dx 
वाढवणार आहात आिण ते तुʉाला काय देईल? वेळा सवŊ बरोबर मयाŊदा 2 वापरा आिण 0 तुʉाला िमळेल 2 c 0 dx c 0 x c 0 

एक तुʉाला एक दोनचा वगŊ देईल आिण मयाŊदा शूɊ आिण दोन वापरा तुʉाला दोन वगŊ िमळेल एक बाय दोन दोनxc x c x c c 
वगŊ तुʉी एकũ कराल तुʉाला दोन Ɛूब बाय Ūी Ɛूब बाय 3 िमळेल तुʉी ते 0 वŝन 2 वर वाढवता ȑा मयाŊदा x c x c 2 x 

आहेत 0 तुʉाला 0 देईल 2 तुʉाला 2 Ɛूब बाय 3 देईल.
 अगदी ȑाच फॉमŊमȯे जसे आʉाला हवे आहे आिण  आʉी हे कसे करत आहोत आʉाला आमचा िनकाल कसा िमळाला आʉाला 
फƅ काही संकेत वापŝन आमचा िनकाल िमळाला  येथे मला एक सुगावा िदला की मला एक िनिʮत अिवभाǛ अिधकार करणे er 
आवʴक आहे
 ȑामुळे ते माझे सवŊ संकेत आहेत ठीक आहे,
 ȑामुळे ही सम˟ा खूप चांगली झाली आहे, चला आणखी एक Ůयȉ कŝया हा देखील एक अिवभाǛ अिधकार आहे भाजक वाढत आहे
पण ȑाचे िचɎ पहा पयाŊयाने कदािचत तुʉी 1 अिधक पूणŊ शƅी कŝ शकणार नाही तुʉाला 1 वजा संपूणŊ शƅी x n n x n 
बरोबर करावे लागेल आिण नंतर तुʉाला ȑाचे एक अिवभाǛ करावे लागेल आिण हे पहा जर तुʉी केले तर ते फƅ एक बाय अिधकn 
एक आहे  इंिटŤल तुʉाला िनिʮत अिवभाǛ अिधकार करावे लागतील कारण फƅ एक अिवभाǛ करणे िनरथŊक आहे बरोबर या बाजूचे
अिवभाǛ अिवभाǛ जुळणार नाही
 ȑामुळे तुʉाला िनिʮत अिवभाǛ करावे लागेल परंतु जर मी िनिʮत अिवभाǛ केले आिण मी 1 ǉा बरोबरीने ɘग इन केले तर  मग x 
मला एक ० िमळेल ʉणजे जर मी ० ǉा बरोबरीने ɘग इन केले तर माǟाकडे 1 बाय अिधक 1 िशʟक आहे.x n 

 ȑामुळे जर तुʉी हे काम केले तर तुʉाला उजवीकडे िमळेल आिण बाकीचे मी तुमǉावर सोडणार आहे कारण ठीक आहे, तुʉाला 1 
उणे करǻाची गरज नाही, तुʉी उणे 1 देखील कŝ शकता.x x 

कŝ Ȩा  अ ॅटच आउट कŝ या इंिटŤल वजा एक संपूणŊ पॉवर शूɊ ते एक करा जर मी एक ɘग इन केला तर मी  scr x n dx 
येथे 1 ɘग इन केले तर मला 0 िमळेल.

 ȑामुळे 0 वजा मी 0 ɘग इन केʞास मला वजा 1 पूणŊ शƅी िमळेल  अिधक एक Ȫारे अिधक एक ठीक आिण नंतर िवषम n n n 
िकंवा अगदी वर अवलंबून मला एकतर उȅराचे अिधक िकंवा उणे िमळतील 
आȅा तुʉाला हे काम करावे लागेल मी हा िनकाल तुमǉावर सोडणार आहे हे फार कठीण नाही  बरोबर सोडवा तुʉाला फƅ ɘग इन 
करावे लागेल तुʉाला िवˑार आिण समाकिलत करणे आवʴक आहे िनिʮत अिवभाǛ करा ठीक आहे चला आणखी एक Ůयȉ कŝया 
ही काही काळापूवŎ एक सम˟ा होती ठीक आहे 50.
 तर हे सवŊ आʉी आहोत आʉी बोलत आहोत 50 कोटी याला कॉल करत आहोत  या िविशʼ सम˟ेतील हे संƗेप आहेcr 
 ȑामुळे संदभाŊनुसार तुʉी ते शोधू शकता ही ȑाची शेवटची पद आहे ʉणून ती 50 असेल ठीक आहे, हा तुमचा Ůʲ c 50 c 50 
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आहे या िवˑारात बार 49 चा गुणांक शोधा x 
आिण तुʉी  50 पयōत 1 2 3 4 िकती अटी आहेत  ʉणजे काय याचा अथŊ मी हा िनवडला तर मला माफ करा मला 49 r 49 x x 
िनवडावे लागतील, जर मी हा िनवडला नाही तर मी हे िनवडले नाही तर मला इतरũ उचलावे लागेल.x x 

मग मला इतर सवŊũ िनवडावे  x x 
लागेल ʉणजे उȅर उणे पट बार 49 वजा 2 वगŊ बाय पट घात 49 वजा 3 वगŊ पट c 1 pi c 0 x c 2 c 1 x c 3 x 2 x
असेल  बार 49 डॉट डॉट डॉट वजा 50 ˍेअर बाय ठीक आहे ते तुमचे बार 49 चा गुणांक असेल आिण मी ते कसे c 50 c 49 x 
कŝ बाय हे पुɎा एकदा काहीतरी आहे  हे पįरिचत आहे बरोबर आʉी असेच काहीतरी केले आʉी ते कसे केले आʉी c 1 c 0 
ŮȑƗात ते एकाने शूɊाने तोडले आʉी एक खंिडत केला Ȫारे गुणज एक गुणज वजा एक ʉणून येथे आपण पɄास c c c n n n n
आहे पɄास बȞल बोलत आहोत
 ȑामुळे या मािलकेतील या मािलकेतील टमŊ जर मी टमŊ िनवडले तर आपण ही एक पिहली टमŊ दुसरी टमŊ ितसरी टमŊ राईट rth rth 
तीर ʉणू या  टमŊ 3 ˍेअरने सुŝ होतेd 
 ȑामुळे टमŊ ˍेअरने सुŝ होईल आिण नंतर ितस̴या टमŊमȯे असेलrth r c3 
 ȑामुळे हे ने असेलc2 cr 
 ȑामुळे हे वजा 1 असेल 50 Ȫारे फॅƃोįरयल आिण फॅƃोįरयल 50 वजा आिण Ţ वजा  1 हे वजा 1 Ȫारे गुणɊ 50 cr cr r r r 
आहे आिण 50 वजा अिधक 1 आिण नंतर हे 50 रȞ होणार आहेत 50 वजा 1 फॅƃोįरयल बरोबर रȞ होईल आिण वगŊ एक r r r r 

िनघून जाईल आिण नंतर पɄास वजा होईल  अिधक एक ʉणजे हे मोठे आहे 50 वजा लहान आहेr r r 
 ȑामुळे हे फॅƃोįरयल बरोबर पूणŊपणे रȞ होईल
 ȑामुळे ही संपूणŊ गोʼ गुिणले 50 वजा अिधक 1 ǉा समान आहे ठीक आहे, ʉणजे ही संǒा मȯे 50 वजा आहे  अिधक r r r r r 
1 आता तुʉाला Ůȑेक गोʼीची बेरीज वजा िचɎाने शोधावी लागेल ने वजा िचɎाकडे दुलŊƗ केले आहे सवŊ संǒा वजा आहेतii 
 ȑामुळे शेवटी आपण वजा िचɎ बरोबर ठेवू ʉणजे या सवाōची बेरीज होईल या अटीपैंकी जेथे Ůȑेक पद मȯे 50 वजा अिधक 1 r r 
आहे  जर असेल तर हे 1 ते 50 वजा 1 अिधक 1 50 अिधक असेल तर ते 50 वजा 2 अिधक 1 49 अिधक 3 ते 48 le r 1 r 2 2 
अिधक 4 ते 47 अिधक डॉट डॉट डॉट सवŊ Ůकारे पɄास ते एक पयōत ठीक आहे ʉणजे हीच बेरीज आहे जी तुʉाला करायची आहे आिण 
तु̱ हाला ितची बेरीज वŝन एक बरोबर  करावी लागेल आिण नंतर तुʉी हे खंिडत कŝ शकता तुʉी  पैकी Ůथम  वजा r r 50 51 50 r
ʉणून तोडू शकता.
  अिधक 1 हे 51 51 वजा वगाŊिशवाय दुसरे काहीही नाही आिण तुʉी 51 बाहेर घेऊ शकता आिण चा िसƵा एक ते पɄास r r rr 
बरोबर काही नाही परंतु मȯे अिधक एक बाय 2 ʉणून पɄास ते पɄास एक बाय दोन आिण चा िसƵा ˍेअर एक ते n n r r r  
पɄास बरोबर काही नाही पण मȯे अिधक एक मȯे दोन अिधक एक ʉणून पɄास मȯे पɄास एक मȯे दोन मȯे पɄास n n n 
अिधक एक ʉणजे शंभर एक ते सहा ʉणून हे तुमचे उȅर आहे आता तुʉाला फƅ याची गणना करायची आहे अहो हे कŝ शकतो 
मला िवʷास आहे की उȅर बावीस हजार एकशे आहे पण शेवटी तुʉाला एक नकाराȏक िचɎ ठेवावे लागेल ठीक आहे  तो उȅर देतो 
अंितम उȅर उणे 22100 आहे ठीक आहे आपण आणखी एक कŝ या सवŊ ठीक आहे ही देखील काही वषाōपूवŎची सम˟ा आहे चा t 
घात 24 मȯे 1 अिधक वगŊ पूणŊ घात 12 गुणा 1 अिधक पूणŊ घात 12 चा गुणांक शोधा  पॉवर 12 गुिणले 1 अिधक पॉवर 24 t t t t 
ला लƗात ƽा की येथे हे 12 कंसाǉा आत आहे हे 24 कंसाǉा आत आहे याचा अथŊ तुʉी खरोखर कोणȑाही िȪपदी िवˑाराकडे पाहत 
नाही आहात फƅ िȪपदी िवˑार येथे आहे ठीक आहे मग लƗात ƽा की तुʉी आहात  टी पॉवर 24 शोधत आहात, जर तुʉी हे 1 अिधक
टी पॉवर 24 येथे पािहले तर तुʉी टी पॉवर 24 िनवडʞास मी ही संǒा िनवडʞास मला इतर अटीमंधून काय िनवडावे लागेल येथून मला 
एक िनवडावा लागेल आिण येथून  मला सवŊ बारा पदांपैकी एक िनवडावे लागेल ʉणून मला सवŊũ एक िनवडावे लागेल ʉणून जर मी ही टी
पॉवर 24 िनवडली तर इतर सवŊũ मला एक िनवडावी लागेल ʉणजे मी आता टी पॉवर चोवीस शोधत आहे जर मी हे िनवडले तर टी नाही 
पॉवर चोवीस मग मी येथे टी पॉवर बारा िनवडǻास मोकळा आहे िकंवा नाही कदािचत मी िनवडेन कदािचत मला तपासू इİǅतो ʉणून 
मी आता येथे एक िनवडले तर दुसरी शƐता आहे की मी येथून एक िनवडू शकतो आिण मग मी शोधत आहे  संपूणŊ भाग 24 इथून येत t 
आहे, तर इथे एक िनवडू या, ʉणून मी आधीच पॉवर 24 गुिणले 1 गुिणले 1 केले आहे बरोबर आता पूणŊ झाले आहे, मी इकडे एक p 
िनवडला आहे आिण जर मी येथे एक उचलला तर मी एकतर एक िनवडू शकतो िकंवा मी टी भाग 12 िनवडू शकतो चला एक िनवडू या 
जर मी एक िनवडले तर मला पिहʞा टमŊमधील सवŊ टी पॉवर 24 िनवडावे लागतील आिण पिहʞा टमŊमȯे टी पॉवर 24 करǻाचा 
एकमेव मागŊ ʉणजे टी िनवडणे Ůȑेक वेळी ˍेअर करǻाचा एकच मागŊ आहे
 ȑामुळे मला ितथे 1 िमळेल मग मी या शेवटǉा टमŊमधून 1 िनवडू शकतो , पुढील शƐता आहे की मी टी पॉवर 12 िनवडतो.
 ʉणून मी इथे टी पॉवर 12 िनवडʞास मला फƅ आवʴक आहे  पॉवर 12 या 1 पैकी 1 अिधक ˍेअर संपूणŊ पॉवर 12.t t 
 तर 1 अिधक मȯे पॉवर 12 चा गुणांक िकती आहे? ˍेअर संपूणŊ पॉवर 12 12 ठीक 12 चा गुणांक आहे कारण t t c 6 c 6 
तुʉी करत आहात तुʉी ˍेअर 6 वेळा िनवडत आहात जर तुʉी ˍेअर 6 वेळा उचलला तर तो 1 अिधक ˍेअर 1 अिधक t t t t
ˍेअर 1 अिधक ˍेअर 12 आहे t 
ȑा 12 उȋादनांपैकी बरोबर उȋादने जर तुʉी 6 टी ˍेअर आिण 6 िनवडले तर तुʉाला टी पॉवर 12 िमळेल, तुʉी या टी पॉवर 12 
पैकी टी पॉवर 12 शोधत आहात,
 ȑामुळे हे तुमचे उȅर आहे.
 हे फƅ एक तकŊ  आहे मला वाटते की या तकाŊवर आधाįरत सम˟ा आहेत Ǜा तुमǉा ˙धाŊ परीƗांमȯे तुमǉा परीƗांमȯे अगदी 
सामाɊ आहेत, चला आपण आणखी एक Ůयȉ कŝ या ठीक आहे, तर हा Ůʲ तुʉाला शोधायचा आहे की उȅर काय आहे ते तुमǉाकडे
आहे.
 या सवाōची बेरीज या सवŊ जोǰा आिण हा Ůकार आपण याआधी केलेʞा काही गोʼीसंारखा िदसतो, जरी ते खूप फसवे असले तरी ते 
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समान अिधकार नाही ʉणून याआधी आपण या ˢŝपाचे काहीतरी केले होते हेच आपण खूप पूवŎ केले होते.
 पण आह नोटीस एक मायनस आहे  आिण हे बरोबर कामात एक ˙ॅनर टाकणार आहेत आिण तुʉाला हे a mi nus minuses 
सवŊ पुɎा सोडवावे लागेल ठीक आहे, हे असे नाही तुʉी जे शोधत आहात ते हे नाही कारण तुʉी जे शोधत आहात ते हे झाले असते तर 
तुʉाला 60 िमळतील.

काहीतरी पण ते बरोबर नाही आहे इथे वजा िचɎे आहेत हे सवŊ अिधक आहेत आिण तुʉी हे कसे बाहेर काढाल आिण हे बाहेर   c 
काढǻाचा मागŊ ʉणजे आʉी Ǜा Ůकारे काम केले ȑाकडे परत पाहणे कारण ते सारखेच िदसते.
 कारण ते सारखेच िदसत असʞामुळे आʉी यासह कायŊ करǻासाठी समान ̊ʼीकोन वापŝ शकतो जरी उȅर समान नाही ठीक आहे 
ितथे आमचा ̊ʼीकोन काय होता आमचा ̊ʼीकोन आʉी अिधक संपूणŊ शƅी 2 उजवीकडे आिण पॉवरचा काही गुणांक x y n x 
पािहला होता काहीतरी पॉवर दुसरे काहीतरी ठीक आहे आʉी अिधक पूणŊ शƅी 2 बघत होतो ȑा बाबतीत ठीक आहे, तर y x y n 
येथे वजा िचɎे असʞामुळे तुʉी काय कराल तुʉी अिधक पूणŊ शƅी ते वर कायŊ कराल िकंवा आणखी काहीतरी तुʉाला कायx y m 
हवे आहे वजा करणे ʉणजे तुʉी ए.
आर  उणे पूणŊ शƅीसह काम करणार आहे ठीक आहे ही चांगली सुŜवात आहे ʉणून चला उणे पूणŊ शƅी 2 सह e x y x y n 
कायŊ 
कŝया आिण आपण जे करणार आहोत ते ŮȑƗात इतके ठीक नाही आपण उणे सह कायŊ कŝ शकतो  संपूणŊ शƅी ला x y n 
आिण आपण काय करणार आहोत ते ʉणजे आपण याला उणे संपूणŊ शƅी आिण उणे संपूणŊ शƅी मȯे मोडणार x y n y x n 
आहोत आिण नſीच एक उणे 1 आहे तुʉाला असे काहीतरी करायचे आहे का? ठीक आहे ʉणून कदािचत तुʉी असे काहीतरी कŝ 
शकता हे वजा 1 पूणŊ शƅी िवसŝन जा, आता ते िवसŝ नका, परंतु हे सवŊ संपले आहे का ते पाš या, ʉणून तुʉी या अिधकाराचे n 
गुणांक काढणार आहात, तुʉाला काय िमळेल.

तुमचा गुणांक ʉणून काहीतरी पण तुʉाला यावर काय िमळेल काहीतरी काहीतरी योƶ वेळा एक वजा बरोबर  2n c nc nc nc 
तुʉाला काय िमळेल ते ʉणजे हे पयाŊयी िचɎ येणार नाही तुʉी काम कŝ शकणार नाही.
 पयाŊयी िचɎे ठीक आहे, आʉाला थोडे Šशार हवे आहे  आपण वजा पूणŊ शƅी गुणा अिधक पूणŊ शƅी वेळा x y n x y n x 
अिधक संपूणŊ शƅी Ůयȉ केʞास काय होईल आिण येथे मी तीस ठीक आहे, जर आपण असे काहीतरी Ůयȉ केले तर उणे y n n x 

पूणŊ शƅी तीस आिण पाš या आʉी यासह काम करत असताना तुʉाला येथे कोणता गुणांक पहायचा आहे आʉी या उजवीकडे y x 
पॉवर अिधक पाहत होतो, हे तुʉी पॉवर अिधक पहात आहातn r x n r 
 ȑामुळे या Ůकरणात 30 आहे आʉी 10 िनवडले आहेn r 
 ȑामुळे कदािचत तुʉाला पॉवर 40 चा गुणांक पहायचा असेल कदािचत ठीक आहे मग काय होईल तुʉी बार 40 कसे िनमाŊण x x 
कराल तुʉी पिहʞापासून बार 30 िनवडू शकता आिण लƗात ठेवा आʉी नेहमी दुसरा İɢप करा ʉणजे तुʉी पॉवर िनवडा  x x 
पिहʞापासून 30 आिण पॉवर 10 दुस̴यापासून ठीक आहे, ही एक शƐता आहे दुसरी शƐता ʉणजे पॉवर 29 इथे आिण x x y 
आिण पॉवर 1 आिण पॉवर पॉवर 19 पॉवर 11 मग तुʉी पॉवर 28 ˍेअर कŝ शकता.y x y x x y 

पॉवर 18 बार 12 उजवीकडे आिण हे सवŊ ʉणून हा गुणांक 30 आहे हे 30 आहे y x c 0 c10 
 ȑामुळे येथे कोणतेही िनवडले गेले नाहीत ʉणून 10 िनवडले गेले आहेत नंतर मी 1 िनवडले आिण ʉणून मला एक वजा y xs y 
िचɎ िमळेल आिण येथे मी 11 िनवडा जे मला 30 देते आिण पुढǉा वेळी मी िनवडले.x c 11 
  दोन जे मला अिधकचे िचɎ देते आिण 30 आिण येथे मी 30 िनवडतो ठीक आहे, तर तुʉाला िदसत आहे की आʉी y c2 c12 
आमची अिभʩƅी तयार केली आहे
 ȑामुळे आमची अिभʩƅी अशा Ůकारे तयार केली जाईल ठीक आहे, हा आमचा Ůʲ आहे
 ȑामुळे आमǉा Ůʲाचे उȅर आहे उȅर असे आहे की जर तुʉाला असे काहीतरी मूʞमापन करǻास सांिगतले असेल तर तुʉी ते या 
फॉरमॅटमȯे तयार कराल आिण ʉणून तुमचे उȅर आहे पॉवर 20 पॉवर 40 चा गुणांक या िवˑारामȯे एƛ वजा पूणŊ पॉवर y x y 
30 मȯे अिधक संपूणŊ आहे  पॉवर 30 आिण तुʉी पॉवर 20 बार 40 चा गुणांक शोधत आहात.y x y x 
 आता याचे मूʞमापन करǻाचा एक सोपा मागŊ आहे आिण तो ʉणजे ˍेअर वजा ˍेअर Ťेट ˍेअर वजा ˍेअर संपूणŊ x y x y 
पॉवर 30 बरोबर आिण िकती ˍेअर करतात  मला आवʴक आहे साठी पॉवर िमळवा मला वीस ˍेअर आिण दहा xx t x x y 
ˍेअसŊ बरोबर हवे आहेत
 ȑामुळे उȅर आहे तीस क वीस देखील दहा ठीक आहे, अहो ही देखील एक मनोरंजक सम˟ा होती आʉी काही सम˟ा सोडवʞा 
आहेत धɊवाद 
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