
 గށతం߯ ఉపߕङ छࣃ ړ ࣒ࡎࣄ ࠹ߦ లࣃ గతం iit 
ఇ޴ ޴छ పద ޳ࣄम ంతం మߖ޳ ࠾ࡍ అߘవర फߕల߯ ఉపߕङ ङߕక ఉపߝగత అ ޴ఇ ࠾ࡍల ऴకమం మࣃ  ࡹలࣃ
छ޴ పద ޳ࣄम ంߖޑऒ ऐࡍచ ࠭࠲  ంۨన ఉపߕङ సం ڷࡱߕ.
म޳ࣄ   ంతం 
కएࡅ म޳ࣄ ࡽయࠫߕࠑ  ంతం ࡅకए  అߝక అߘవర फߕలߘ మనం ۫࠭ࢡ మ࠾ࡍ ఈ ߘߝ ܌ࡗ ఎڕए వڴ 
సమసङ  పࢲࡍए రం߯ దృࢳद ࣃࡍࣃफ నऒڕߘల࠻ۯ ߘߝ ܌ࡗ  ఈ ࠾ࡍమ ߘ దܽ సమసङ࠴ ࠪ   ߘ
బܽद ఈ సమసङڒ ం޳ంڕࣆޓ ల ࣊ࡹ ݋ అߝక రࡱڒ ఉండవ۪ऐ छ޴  పద ޳ࣄम ంړߖޑ సంబం߅ంۨన ڝసం ah 
సమసङ झߜڒ బܽदڒ ࡱ ङڣఒకܽ సం ࡹद లߵ పరంھ ڴపओ  పదం ڒబܽद ޳ ߖ޵छ  ࡏࠬ బܽदڒ भశం ఏࠫܽ޻ఉ ߕ ࡌ
ప  ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޵ ऱ࣒ పओۮ ߖతफం పవ࡛ అ࠴  ంݟ మ࠾ࡍ ఇ޴ పవ࡛  ప ऱ࣒ సࠪనం  x y n x n n 1 ړ 

పవ࡛ ࠳న࣒ 1  ప ऱ࣒  ఎం۪ڝంݟ పవ࡛ ࠳న࣒ 2 ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  x n y n x n y y n ڕపవ࡛ వర ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ 
అߖऒ ओߩఇ ڴࡱ߄࢑  ఆࣣ ఈ  ప ݡ ऱ࣒  1 ప޳లࡹ ఏ࢑ ఇకए డ  ప ऱ࣒  1 పࡱ޳ ఉߕऒ  ంۨ n n nࡍڷ ߖ޳ ࡏࠬ ࠼
ఇకए ޙ࠼ంచనటऱۨࡹఆ ڴऴగతफ܉ ࡮ۧ డ  ప ऱ࣒ ऒߕఉ ࡱబంధనߖ 1  బܽद ఈ  పڒ ࠼ ऱ࣒  1 ప޳లࡹ n n 
సంڣङ పరంڴ ఏ޴ ߭దभ޴ సڒ ࡔబܽद ऴపޒ పదం ࠭ߘపܽ పړߖ޳ సంబం߅ంۨనڒ ޴బܽद ࡍڷ ߖ޳ంۨ 
ఆۨࡹంచంڒ ݟబܽद ࣋࡯ߧ ߖߖ޵ ߘߝफ ݟڕ వరࡏࠬ ڕ ఏߕ޼ పదం మߖ޳ ࠾ࡍ t 0 t 1 t 2 tn 
పܽ పదం మధङߘ࠭  సంబంߖ߄ऒ  ࣊టۯ ߵయవ۪ऐ  t 1 t 0 t t ޴ంۨన߅సంబం ړ1 ڕహరణ޳బܽद ఉڒ 
ऒߕࣆ छ޳ ߖߖ޳ ߘߝ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद  ఇڒ ࡔస ࠑ సࠪనం ఒక ړ छ޳ ࡌ  y x nc 1 nc 0 y x ڡߧ ߕ޼ఏ ࡌ
ఏߕ޼ పదం ఎంߧక ࣋ۯफ ࡓండవ పߖ޳ऒ  ఎం۪ڝంݟ మ࠴ ࠾ࡍదܽ పదం ޳छ  t 2 by t 1 nc 2 ncړ1 ࡌ
సࠪనం మࡓ ࠾ࡍండవ పదం ޳छ छ޳ రకంڒ రకంڒ ޴దभ߭ ࡌ నऒۨ ࡌ ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ޴  a y x ڕࠪ ݡ
షओߖ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ࣆࡱޘ छ޳ ࡏࠬ ,फ࣋۫ ࠑ ߘफలޔ  t 1 t 0 t 2 t t 3 by ࡏࠬ ఆ߯ ,ݟడం۫ ߖ1 ࡌ

ऒߕޔࠓనھߘఏࠫ క ࡏࠬ फ࣋۫ ߖ2 షओߖ ఈ  ࡏ షओߖ ఈ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ߝޕࡏࠪ ࡱफޔ  ఒక t ړफޒ
ࡍߖ भషद ࠉంڕ࢓޶ ࠫంۨ గࡍషदంڴ ఈ ߖషओ ऒߕޔࠓంచࠚరంߦऴ ߘߝ ࡏޑ޶ం߰ ߖफޒ ࡍߖ ఓ ݟంచంࠫࣾ ߘ भషद 
పదం ۨనऒ ܽ޳ ࢓޶ంࠉ ద࠴ ࠑ బܽद ఈڒ ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴ ऱ݇  1 కం݄ ఎڕए వڴ ఉండవ۪ऐ  అం݄ t 1 t 0 
1 కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ కం݄ ఎڕए వ అޙ࠼  ఇ1 ޴ కం݄ తڕए వ, ఆ߯ కం݄ ఎڕए వ, ఇ޴ t 1 t 0 t 0 t 1 t
छ޳ 2 एڕఒకܽ కం݄ ఎ ޙ࠼అ ࡌ వ ఉం݄ ࡓంݡ ఒకܽ కం݄ ߭దभ޴ మࡏ࢑ ړߖ޵ ࠾ࡍదमంڴ t 1 t t 
ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ కھߘన޴ࡃࠓ ఒక వదभ  ࡍߖ भషद ࠼ߦం݋ అకࣃघ  కం݄ tr plus 1 by tr ݟڕ 1 ڴफޔ
తڕए వڴ ࠪరవ۪ऐ , అ࡮ంܽ޴ జޙڵࡍ కం݄  ప ऱ࣒ एڕకం݄ ఎ ݟڕ 1  వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ అకए డ tr tr 
ङڣసం ࡏࠬ పరంھ ڴపओ  పదం అߖ ऴపకܽంۧڒ ࡏబܽद ఈ ߖషओ ఉండవ۪ऐ ޕࡏࠪ రంతరంߖ फޒ .tr 
  ఏకߖ ߯ܽޑరంతరంڴ తڷठޔం޳ࡶ ޴ అߖ ޴రంతరంޕڷࡏ߭ ڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఒక ޴శࡹ ఏకڴܽޑ 
కޔࡱ޶ంڒ ޴బܽद ఇړ߯ ޴ ऴړంࢗ ړ޴ళ ऱడం ޶ࡶ, ఉ޳హరణڕ , సంڣङ పరంھ ڴపओ  పߖ޳ऒ झ݋ࡵ   ࡹ 
కھߘనంݟ  ݀ పऱ࣒  ऴ࠴ ޓతफం పవ࡛ ࠫޛघ పओۮ ߖఅ ޴ ంݟ, ఇకए డ ࠑ ݡ࠮ ݀ ఓڒ ښబܽद ࠬࡏ ఇకए డ x x 
ఏࠫ ࣃۯफ ऒߖ޵ ࡏࠬ ,ࡏ  2 పవ࡛ 9 ప ऱ࣒  ఒక ࡓ ऱܿ ࡓంݡ పవ࡛ ఎࡏࣃ ޴ࠫߖऱ ݡ࠮  ప ऱ࣒  ऱ nc x ncࡏࣃ ݡంࡓ 
ఊࣕంచవ۪ऐ ߖऱ 3 అࡏࣃ ݡపవ࡛ ఏ ݡంࡓ తफం ࣋ए࠴   छ ࡛ न ప ऱ࣒  పదం 3 x x ࡍఆ߯ ۨవ ߩ࢙ݟڕ ݋ݞ ݋ݞ 
ऒߖ޵ ߘߝ తफం పవ࡛ 9࠴ ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ రం޷ ࡮ۧ  ऒߕफࣆ అకए ߘ డ సతछ రࠪరठం ఉం޴, అం݄ ncn 
సతछ ࡏࠬ ఉం݄ ڴదमంࣄ ړߖݞవڝफం۪ࡏڷ ࡏࠬ రࠪࡌठ ऒߖ  ఉపڵࡆంచవ۪ऐ మనం ఇకए ߗڒ  డ ఏࠫ 
జޔڷࡏం޾ సం࠙࢑తం޳۫ ڴभ ం ڒబܽद సం࠙࢑తంߦۮ ڴओ లం݄ ఇ࠴ ޴తफం ऴపశऒ  2 ప ऱ࣒  తफం పవ࡛ 93x࠴ 
కएࡅ  ࢑సफరణ.
 ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఉనऒ  పదం మనం పߖ޳ऒ  ఎం۪ڕం޳ం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  వߖ ߤ ఎం۪ڕం޳ం  ట࡛घrth rth r 
ఆ݋ࡕ ࡽ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  వࠑ ߤ అం݄ అం݄ ఇకए డ ࠫޛघ  tr TR nn x 2 ncr ڴ࡮ ऱࡏࣃ 3 ޴అం݄ ఇ ޴
ఉంܿం޴ మ޳ ࠾ࡍछ ओߩఇ 1 ࡌ .ncr n 9 ݡ
అర ߖ޵  बం ఏࠫܽ  ప ऱ࣒ छ޳ 1  छ޳ రకం 9ڒ ࡌ ప  ࡽయࡍदڝ߷ ࡌ ऱ࣒ छ޳ 1   ncr  ncr r fa  ctorial 8 ࡌ
న࣒ అం݄  ప࠳ ऱ࣒  1 మ9 ࠾ࡍ అڝ߷ ޴ߝदࡍయ޳ ࡽछ घࠫޛ ࡽయࡍदڝ߷ ࡌ  r nc 9 cr cr r ࠾ࡍమ ޴
घࠫޛ ࡽయࡍदڝ߷ ओߩఇ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ޴ ऒߖఅ ݡ  r r࠾ࡍమ ࡽయࡍदڝڒ న࣒࠳ 9 ڕవర ࡮ۧ ࡹబంధనలߖ 
మధङ ࡽయࡍदڝڒ న࣒࠳ 8  ࢑షࡱ࠻ ర޶भ ߕߘڒऒ  r.࠼
కएࡅ రకంڒ న࣒࠳ 8  घࠫޛ న࢑࡯ڵࠫ ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ भ޶ర ࡱబంధనߖ  r r r ࠾ࡍమ ࡔన࣒ స࠳ ޴
పऱ࣒  ࠾ࡍరకం మڒ  వڒ ߤరకం మధङ  అߖऒ  r r ࡯ڵࠫ ࠾ࡍమ ࠼ޑయబడۯ भ޶ర ࡱబంధనߖ ࡽయࡍदڝ߷ 
ఉనऒ దంޑ  ప ऱ࣒  వڒ ߤబܽद ࠬࡏ ఏࠫ ࣃۯफ ఇవछ ڒఇం ڕࠬ ߖఅ ݀ ࠑ ݡ࠮ ࡏ బݟంڒ ޴బܽद ࠬߖ޵ ࡏऒr x 
घࠫޛ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ڷࡱߕ ࠑ ޴ , ఇߩओ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ0 ݡ ऒߖ޵ ݡ  ప࡯ࢣࡍంచంݟ ఈ ߖషओ  फ r trޒ
 ప ऱ࣒  1 అం݄ 0 ڒబܽद  ఇߙ ޴ङ మࡔట࡛ 9 ࣔరం 1 ڒబܽद ఇߘ 9 9 ޴ంړ4 ࠑ 9 ݟ సࠪనం ఖۨऐ తం1 ڴ by tr r 
కం݄ ఎڕए వ అం݄ ࠴దܽ పదం 0వ పదం కం݄ ߭దभ޴ సࡔ ఆ߯ ړ8 ࠑ సࠪనం మ2 ࠾ࡍ  ࣔరంࡹ r 1 8 
కߘక ఇڒ 2 ࠑ 8 ޴రకం, ఇࡏࣃ 4 4 ޴ऱ 9 ڒ 9 4 ࠑబܽद ఇపओ ࡓ దܽ పదం కం݄ 9࠴ ండవ పదంࡓ ڔܽ ऱܿ ߭దभ޴ 
ङߙ బܽद ఈڒ ࡔబܽद సڒ మࡔట࡛ తڷठޜం޴ ఈ ࣔరం సڴࡍठ మघߜ బܽदڒ ޴ంޔڷࡏ߭  ङߙ ڴ޴ మࡔట࡛ తڷठޜం޴

ङߙ ޴ంޔڷࡏ߭ మࡔట࡛ తڷठޔం޴ ࣔరం ߭ޔڷࡏంࢇࢗ ړ߯ ޴ऱ ޵ڜभ ࣔరం ߭ޔڷࡏం޴ అం݄ ఇ޴ r r 
 r 0.޴ంޔठڷరకం తڒ తफం࠴ भ޵ڜڼࡍ߭ ݟంߘ

घࣃబܽद అకڒ  एڕకం݄ త 1 ڴफޔ వ࠼ߦ ࡔࠪ ڴం݋ ఉంܿం޴, ఆ పదం సంڣङ పరంھ ڴపओ  న r࠼అ ޴
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తࡌछ త ఇపओ షओߖ ఈ ݟంచంࠫࣾ ޴ఉంܿం ڔܽ फ ఇపओޒ एڕకం݄ త 1 ڔܽ వڴ ఉంܿం޴ ఆ తࡌछ త 1 కం݄ r 
తڕए వڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ࠴తफం ߖషओ షओߖ भ޵ڜ ڼࡍ߭ కం݄޶ఎం ,޴ఉంܿం ߝޕठڷफ తޒ  फ rޒ
తڷठޔంڒ ޴బܽद మనం ࠫޛघ ప  ࠑ న࣒࠳ ޴ ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ एڕకం݄ త ࡛ࠂ ࠑ ߤߞ  వ ఉనऒ  r r ߘ ݋ం࠼ߦ 
క࡯ߕھߘ.

అం݄ అం݄ ࠫޛघ ప  ࠑ న࣒࠳ ޴ ऱ࣒  వ࠹݅ ߤझ एڕఒకܽ కం݄ త ࡛ࠂ ࠑ ߤߞ  వ మߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ r r r r 
పۯ ߖయగలࠪ, ఇ޴ పۯ ߖయడం ۧࣆ ࡮లభం ڒబܽद ࠬ4 ڕ  ప ऱ࣒  4 ऴڼ వۨऐ ం࠳ 81  ޴న࣒ 9 కం݄ ఆ߯ r r 

లߘ కߧ࡯ ఉంచంڒ ݟబܽद ࠬڕ ఈ ࢙13 ߩ వۨऐ ం޴ మڕࠬ ࠾ࡍ మࡖక ࢙77 ߩ వۨऐ ం޴ అం݄ r r r 
తపओ एڕకం݄ ఎ 13 ࠑ 77 ڴࡍసߖ వڴ ఉం࡯ݞ.
 అం݄ 
ఎړ޴ࠫߖ పదݡ࠮ అం݄ ఆࡏ సࡕనڒ ޴బܽद ఆࡏ ఖۨऐ తంࠑݥ ڴख  ఏړݡ పదݡ࠮ కం݄ ߭దभڒ ޴బܽद 
ఆరవ పదం ࠴దܽ పదం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈకछ దܽ ట࡛घ࠴ 6 ܿ ࡽ బܽद ఈకछڒ 6  ఈ ఈకछ 6 ܿ ࡽ  r r r ࡽ
एڕఈ 9 ఈ హ  ޴ంޔ޶ంۮ फߧఈ 8 సంతృ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߖ7 ܿ  దܽ࠴ ࠭࠲ ,޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߘ
ऒߕफࣆ۫ ߖ ݋ం࠼ߦ ࠭, ఇకए డ  ప ऱ࣒   కం݄ తڕए వ అޔ࢓ం޴ , ఇࡏࠬ ޴ సంڣङ పరంھ ڴపओ  tr 1 by tr 1
పߖ޳ऒ  ߰ం޴న అం۪ ڒబܽद సంڣङ పరంھ ڴపओ  పదం ఇంࡹ޶ ఆరవ పదం .
ట࡛घ ࡗఆ ࡏࠬ బܽदڒ ࣆښ   ऒߖ޵ ࡏࠬ ,फ࣋۫ ߖ   కڵ࡯ ఉߕऒ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ڥߖత ޾ࡶ ࡗ घࠫޛ ,ࡏ  ޴
घࠫޛ ऱࡏࣃ ݡఏ ݟంߘ ݡ࠮ ࡏన࣒ ఆ࠳ బܽद ఇకएڒ ޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ ړ޴ డ ఇ޴ ఒకܽ కం݄ తڕए వ 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇర࢙ ఏߘ ݡంݟ ఇర࢙ ఎ޴ࠫߖ వరڕ ߰ంڒ ࡏ޳బܽद ࠬࡏ  ఒకܽ కం݄ తڕए వ ڒబܽद 

ఈࢗం݋ ట࡛घ  ఆరవ పదం కం݄ తڕए వڴ ఉం޴ అం݄ ఆరవ పదం అ߭ޒదभ޴ సࡔ మࡖక ఉ޳హరణ 3 ࠳న࣒s  
ङڣసం ࡹతफం పవ࡛ 15࠴ పరంھ ڴపओ  పదం ఏࠫ݇ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ఇకए డ ړ5 ࠑ సࠪనం ڒబܽद 5 x x 1 

మࡍࣃࡗ  ప ऱ࣒ छ޳ 1  ప  ߘࣜ޴సࠪనం అం݄ ప ړߖ޳ అం݄ ࡌ ऱ࣒  ఒక పߘࣜ޴ మ࠾ࡍ tr tr cr cr 
ङߙ మࡔట࡛ ࡹ సࠪనం ڒబܽद  ప ऱ࣒  వߤ ట࡛घ छ޳ రకంڒ ޶న࣒ ఐ࠳   r x x ޴దभ߭ ࡌ
छ޳ రకంڒ ݡ࠮ నऒۨ ࡌ  ޴
అߕ࠼ సࡔ ఏ࢙ߕ ऴపశऒ నऒۨ ޶న࣒ ఐ࠳ ޴దभ߭ ࡮ۧ ޴ఇ ࡱ छ޳ రకంڒ ݡ࠮ ޴ నऒۨ ࡌ ప  ޴ఇ ,޴ ऱ࣒  x tr 
వࠑ ߤ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎ࡮࠮ ࡮ङ ంకనం ࣆۯफం޴ ఇڒ ޴రకం అ15 ߖ రదभޔ࢓ం޴, TR 
ఆ߯ ࠬڝ߷ ࡏदࡍయࡽ ఆ࡛ ߘ ߤݪ ߰ంࡏ޳   ప ऱ࣒   అం݄  ప ऱ࣒   ࣔరంࡹ అڼ࡮ ఉంܿంڕࠬ , ޴ r 1 r 1 15 
ङߙ న࣒࠳  ࡽయࡍदڝ߷ మࡔట࡛ ࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ ࣔరం࠳  ڕࠬ ࡹన࣒ వۨऐ ంڒ ޴బܽद  ࠳న࣒ 15 r 14 r 15 r
ङߙ మࡔట࡛ ࡹ ఉంܿం޴ సࡔ ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఏࠫ జޔڷࡏంڒ ޴బܽद మనం ڕࣆޓ ߖం޳ం ఇߩओ mi ݡ nus 
అޔڷࡏ߭ ݋࢓ంڒ ޴బܽद ఈ ߖషओ ओߩफ ఎలऱޒ షओߖ ఈ ࡔస ޴ఉంܿం ڴలంږޒऴప ݢ ओߩफ ఎలऱޒ  r ݢ
ऴపږޒలంڴ ఉంܿం޴  పదం ږߘࣃలం త޶పࡍ పదం ऴపږޒలం మࢁऱ పదం ږߘࣃలం త޶పࡍ పదం 
ऴపږޒలం ږߘࣃలం మ࠾ࡍ ऴపږޒల పࡱ޳ ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ ఉంܼࡏࠬ ߗڒ ࠼ సంڣङ పరంھ ڴపओ  
फనऒࣆ۫ సంڝ ߖ޳ టऱ࠴ ࡏࠬ ޙ࠼తफం సంఖङ ऒߕफࣆ۫ సంڝ  వలం  ࠫమघښ फࡏڷ న࣒࠳ బܽद ఈڒ ࡏ ऒ࡯  
గందరۯࡍڷ ړߖࡿڿయړߖݞ ఇښ ޴వలం ݟܔంۨన ࠫ܊घ ࢑సघ ߘफࡏڷ న࣒࠳ ࡏࠬ ,࠲ऴతࠪ ڡ  ߖ޳ ݟంచంࡍ
నऒޔڕޔࢗ ࡏࠬ కం݄޶ఎం ݟంచకంޒంۨ ۨంࡍڷ ङڣసం ޴ పరంڴ ఏ పదం ߭దभ޴ అం݄ ߕ ఉ޻भశङ ం 25 
ఉం݄  ప ޴న࣒ 32 వంܽ࠳ ऱ࣒ ङڣన࣒ 67 సం࠳ 43  పరంڴ ߭దभ67 ޴ ߭దभ޴ సڒ ࡔబܽद ప ऱ࣒  ߩన࣒ పܽदం࠳ ޳ࡶ 
బܽद ఇకएڒ ޶ࡶ డ ఉనऒ ओࣃ ࡹߖవలం పښ న࣒࠳  న࡛ ݟܔ ߖంచ࢘ࡍࣄ࢑ ړߖݞయబݟంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇߩओ  ݦ
ऒߕफࢂࢗ ఇకए  ࡏ డ అࡆమయంࡹ పడకంݟ, ఈ ࠳న࣒ ࡍڷంۨ ߭దभڴ ۨంޒంచకంݟ సڒ ࡔబܽद ࠬ࠳ ࡏన࣒ 
ङߙ भ޵ڜڼࡍ߭ , ޙంచక߱ޒంۨ ۨంࡍڷ మࡔట࡛ తڷठߝޕ ఉంܿం޴, ࣔరం ߭ߝޕڷࡏ ఉంܿం޴ , ఆ߯ ఏࠫr 
జޔڷࡏం޴ అߩओ అకए ݡ డ ఏࠫ జޔڷࡏం޴ ఈ ࠴తफం ߖషओ एڕफ 1 కం݄ తޒ వޔࡏࠪ ڴందߖ ఒక ࡍߖ भషद 
.ݟఉండం ڴ࢓޶ంࠉ
తफం r࠴ బܽद ఈڒ లవం 15 ࣔరం 1 15 ޴సࠪనం, ఇ ړ0 ڕహరణ޳फ ఉ࣋۫ ߖ న࠳సࠪన ړ0 ࡏࠬ బܽदڒ  r 
నऒࠚ ం 15 ࡏࣃऱ 5 అޔ࢓ం޴.

ࡓ 5 3 ࠑ ऱܿ 1 ڒ 3 ࠑ 1 5 ࠑబܽद 15 3 ࠑ అڒ ړ5 ޴ߝరకం ڒబܽद ࠬޜ5 ࡏ ऴߦరంࠚంచంڒ ݟబܽद ࠴దܽ   x 
పదం 0వ పదం కం݄ 5 ࡓ ऱܿ ߭దभڒ ޴బܽद 
అకए ࡏࠬ డ ࡱ࢑వߜ ߘమघ కం݄ 1 ۨనऒ ࡹߖ޵ ,޴ంޔ࢓ఒక అ ࡏޑڷݡఅ ڴ޴  r r tr , ޴ంޔࡏࠪ ڴ޴
అం݄ 15 ࠳న࣒ ࠑ  ప ऱ࣒ ࡓ 1  ऱܿ 5 ࠑ ऴࠑ ࢟ࠀ ޓ ऴߖ ޓజంڴ ఒకܽ కం݄ ݡ࠮ తڕए వ మ࠾ࡍ r r x x r 
అం݄ ఏࠫܽ సڴࡍठ అࣆ۫ ࡏࠬ ޻फߕऒ एڕన࣒ కం݄ త࠳ ఈ 15 ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ వڴ పࡍషए फࣃࡍ ప  3 ࡏ ऱ࣒  3 r r 
ఆ߯ ڷࡱߕ ۪ द݀  వࣆफ࢓లߘ తర࡯ంచడం తపओ ऒߜప ڴࡍసߖ ంݡ కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ అం݄ r r 
తపओ एڕకం݄ ఎ ݡ࠮ ڴࡍసߖ వڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद అړݡ࠮ ޴ߝ సࠪనం అ࠼నߩओ  r r ړڷࡱߕ ݡ
సࠪనం అڕࠬ ޙ࠼ ఇపओ ప  ڔܽ ऱ࣒  వߤ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఉనऒ ओߩ ప  ڷࡱߕ ݡ ऱ࣒  వړ ߤ సࠪనం tr r tr 
ఇక߯ కం݄ ߭దभ޶ڒ ޴ సړ3 ,ࡔ సࠪనం అ࠼నߩओ भ޳۫ ޾ంޔڷࡏఏࠫ జ ݡ ం 12 15 ࠳న࣒ ࠑ tr r r 12 
ࡓ 3 ޴బܽद అڒ 4 ऱܿ 1 ڒ 3 ࠑరకం అం݄ 1  అం݄ 5ړ సࠪనం అ࠼నߩओ ओߩన࠼సࠪనం అ ړ3 ݡ  r 4 t rݡ

 ప ऱ࣒   అ޴ߝ ఆړ ݋ࡕ  ࡽ సࠪనం అߖ అర बం  పదڜంߘ ݡంݟ పࡏࣃ ߘࣜ޴ऱ ړݟڕ ڷࡱߕ అం݄ tr 1 tr t t
ఇߩओ फ߯ࡏڷ న࣒࠳ ߝڴజంߖ ࡏࠬ అం݄ ࡯ݞంచబށగࡍప ڴ޴దभ߭ޒఅ ݡ  ऴశదम ߭ܽद ఉం݄ ఆ four 

సందరग ంࡹ ఏࠫ జڵࡍ ఉంڒ ޴ݦబܽद ࠬ޶ڒ ޶ڒ ࡏ ఈ ࠳న࣒ ࡏڷफ అۮ ߖపओ ంݟ అం݄ ڕߕ ఏ࠳ ޾న࣒ 
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ధङࠈ ߘߝ ݞږ ڕफࡏڷ త వࣕంۧలڕߘంܿߕऒ ओߩంట࡮అ ߘ నऒࠚ ࠬ ݡ ం ࠳న࣒ 15 ࠑ  ప ऱ࣒  ऱ 5r rࡏࣃ 1 
తపओ 3 ࠑ 1 ޴ఇ ,޴ంޔ࢓అ 3 ࠑ  మࡖకܽ ޶ڒ.x 

 సࡔ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇకए డ సమసङ ऒߕफࣆ۫ ߘ ప  ࠑ న࣒ 15࠳ కం݄޶ఎం ࡏ ऱ࣒  r r ڕవర ࡮ۧ 1  
ऴపږޒలంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇߩ޳޳ ޴ ఎలऱߩओ ऒߖ߄ఈ సంబం ݢ  సంతృߧफ పࣆࡏफంڒ ޴బܽद ࠬߖ ࡏజంڴ 

మ࠾ࡍ లࢗ ޜళऱڒ ࡏࡶబܽद ఇక߯ సంښతం ఆలदࡔऒ  లత tr plus 1 trږޒఈ ऴప ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޜ࢓అ ݋
ऒߖڜ ࡔస ݟంచకంޒంۨ ۨంࡍڷ भ޳۫  ం  ఇతర సమసङ  నࣄۯ మనం ࡹޒతరగ ࡍవۨ ࠪ ޴బܽद ఇڒ ࡱ
అ ङ࠙ ړ ంతڜ కం݄ ࢐ܽ నࣄۯ ࡹޒతరగ ࡍవۨ ࠭࠲ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖࣃ ऱషदంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ ఇ޴ 
సం࠙࢑తంࡐࣃ ڴపङ ంڴ ఉంڒ ޴బܽद అߝ పߖ޳ऒ  సछ తంऴతంڴ కھߘనంݟ ఈ సంړ ऱషद࠳న వङ ڔ फకరణࡹ x 
ఇߩओ ఇకए , ݟంచంߖగమ ߖ࢐ܽ ޴ంړ ݡ డ ڕߕ   ఉం޴ మږ ࠾ࡍङ ࡓ ࠗ ऱܿ  ږ ࠑङ ంۨన 1߅సంబం ړ ࠗ x 1 x 
పదం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬ࢑ ߖ޵ ࡏసफరణ࡯ݞ۫ ߘ మ࢑ ߖ޵ ࠾ࡍసफరణ3 ࡹ పࡱ޳ x x
పవ࡛ 0 1 ࠑ మږ ࠑ 1 ࠾ࡍङ నऒޔڕޔࢗ ࡏࠬ ࡹ࢑సफరణ ఈ  బܽद ఇ࢑ڒ ࠗ  x x ࡏࠬ ߘల޳ప ݡ࠮ 
ऒߕޔࠓంచݟܔ ऒߕޔࠓంచݟܔ ߘబంధనలߖ ఆ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ  ޴ండవࡓ ࡍࣃఒక ړߖ޳దܽ ప࠴ ࡏࠬ ,ࡏ
మࡓ ࠾ࡍంࡏࣃݡऱ ࠮డవݟܔ ޴ంచߕޔࠓऒ ऒߖޑతफం ۨऴ࠴ ڕࠬ ޴అ ࠾ࡍమ ࡏ  సࣆۯ ࡍफంڒ ޴బܽद 
మనం ऴߦథࠫకంڴ ఈ ࢑సफరణߘ ࠪऴత࡯ݞ۫ ࠲.

ऱ 3 ࣋एࡏࣃ छ ࡛ न ࡽࣟ 2 ࠑ పవ࡛ 9 ࠳న࣒ ࡏࣃऱ 1 ࠴ 3 ࠑతफం పవ࡛ సࡔ ఇ޴ ట࡛घ  సࡔ   cr x r x r rth 
న࣒ 2 వۨऐ࠳ పవ࡛ 18 ݟంߘ ڕߕ फ࣋۫ ߖ ࡹ޶ఇం ࡏࠬ బܽदڒ ం޴  ఇకए డ ڕߕ పవ࡛ ఓښ x x r r 
వۨऐ ం޴ అం݄ ఇ޴ అߖ అర बం  ߖబంధనࡱ ऴకమబ޵मకࡍంచబడڒ ࠼ޑబܽद ړ0 ߘߝ సࠪనం అߘߝ ޙ࠼h r 
ऴߦరంࣃࠚफ ओߩఅ ߘ ఈకछ ܘఈ 18 ࡛ࠈ ߘߝ ݡ फࣃࠚరంߦऴ ޜ1 ࡽ  ఆ߯ x r x x ߘޑ޶ం߰ ߖ15 ࡛ࠈ ߘߝ ߘ
ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ߖ޻ ࡏࠬ బܽदڒ  ࠾ࡍన࣒ 3 మ࠳ 0 3 6 9 12 ࡛ࠈ  న࣒ 3࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ 0 ࡏࠬ ࡏ
ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ओߩఇ ࡏ న࣒ 1 ఎపओ࠳ ݡ ठڴࡍఈ పదం స ޶ࡌ ڔܽ  బܽदڒ ޴న࠳రసࣖన ޴బܽद ఇڒ ޶ࡶ 
भశङ޻ఉ ߕ ߖరڝࡏۯ ڕన࣒ 1 వదभ࠳ పవ࡛ ࡏࠬ ం  ఈ ࢑సफరణړ0 ࡛ࠈ ࡏࠬ ࡹ వࣃफ  x x x ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࡏ
పవ࡛ ࠳న࣒ 3 ړ వࣃफ .ࡏ

అړ6 ޴ߝ సࠪనం అ࠼నߩओ ओߩఎ ړపవ࡛ 0 ࡏࠬ ݡ फࣃవ ݡ ओߩన࠳సࠪన ࠾ࡍమ ࡏ  r x r x  ڕࠬ ݡ
పవ࡛ ࠳న࣒ 3 ఎߩओ .7 ݟంߘ  ޴फంࣆవ ݡ
 సڒ ࡔబܽद ࠬࡏ ఇߩओ फనऒࣆ۫ ݡ కएࡅ ࢑సफరణ ఈ ޴  ఆరవ మ࠾ࡍ ఏడవ పదం ڒబܽद ఆరవ పదం ࠫޛघ ࣄ ޴
ఆࡏࣃ ࡏऱ 3 ࣋ए छ ङږ తफం࠴ 2 ࡛ ࡓ ࠗ ऱܿ ࠳న࣒ 1 ࠴ 3 ࠑతफం పవ࡛ 6 ఇ޴ సࠪనం  6 పదం మ࠾ࡍ x x r r 
7 పړߖ޳ సࠪనం 9 3 7 ࣄ ࣋ए छ ࡛ न 2 ࣟࡽ ࣋ए छ ࡛ न మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 ࡽߺ 3 ࠑ పవ࡛ 7.x x 
ట࡛घ ݡంࡓ బܽद ఇ࢑ڒ  ऒߕޔࠓయۯ ࡏࠬ ఆ߯ ࡱ  ऒߖ޳దܽ࠴ ࡏࠬ ,ࡌ ऒߕޔࠓంచށڷ ޜ  wh  1.ࡏ
 మࡓ ࠾ࡍండవߖ޳ऒ ङږ ݡంࡓ  ऒߕޔࠓంచݟܔ ߖ࢐ܽ ࡏࠬ ఆ߯ , ࡯ంۧށڷ ޜ ࠗ  x ࠬ ޴అ ࠾ࡍమ ࡏ
పదం ޜ సంబంధం ڕࡶంݞ ఉంܿం޴ సࡔ ఇߩओ छ޳ రకం 6ڒ 9 6 ࣄ 9 ݡ x 8 ݟంߘ 9 ޴రకం 9, ఇڒ ࡌ c 6 
.޴ఉంܿం ڕవర 7  ݟంߘ
छ޳ ݡ࠮ రకంڒ  छ޳ 2 ڕవర 8 ݟంߘ అం݄ 9 9 ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ڴݡంࡓ ࡌ c7 x 3 ࠾ࡍమ 2 ࡌ
࣋ए छ ࡛ न 2 ࠴తफం ږङ ङږ 3 ࠗ ࠗ అం݄ ఇర࢙ ఏڡࣄ ࡛ࠈ ݡझ  అڕࠬ ߖ ఇࣃफ ం, అޙ࠼ అߗऒ  ర޶भ x x 
అޑ࢓యࡓ ࠭࠲ ,ࣆࡱޘ ڕࠪ ߖంږ ݡङ ࠗ ల ޳छ फࣃۯ ࠀࡍࢗ ࡌ ࠭, ఇ޴ ఎࡓ ޴ࠫߖ ऱܿ ࠳న࣒ ఒక ࠴తफం 
పవ࡛ ڡࣄझ  అޙ࠼ పऱ࣒  వڒ ޶ڒ ߤబܽद ࠳న࣒ ߖజం޶ڒ ڴ  ఈ ࡍߖ भషद ట࡛घ ఖङ࠭ ࡹ  झ࠹݅ ޴న࠳ పవ࡛ 1  ࠑ   3 6
అం݄ 3 పవ࡛ 6 3 ږङ ࠗ అం݄ 27 3 ܿ 3 ఇڒ 3 ܿ ߤబܽद ߘ 27 ߖߖ޳ం27 ݟ పవ࡛ 6 ړࡹ ऴ޳࢐भ ం మ࠾ࡍ x 
సओ షदం6 ࡛ࠈ ڴ చకए ङږ ޶ం࠭ 2 ڕߕ కܽࡖమ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓भ అ޶ర ڴ ࠗ ࠭ం9 ޶ వۨऐ ం޴, x x c 7 
ए࣋ 3 ࠾ࡍమ ߘࣃऴ࢐ ߘ࢑సफరణ ߘߝ छ ࡛ न ڒబܽद 3  ࣋ए छ ࡛ न అం݄ 9 పవ࡛ 4 2 ࠑ ࣋ए छ ࡛ न ڒబܽद అ4 ޴ ఆ߯ x x 
 भ x x޶పవ࡛ 7 ర ࠾ࡍపవ࡛ 7 మ 3 ݟంߘ 27 ݟంߘ న࣒ ఆ߯ 3 పవ࡛ 7 అం݄ 27࠳ తफం పవ࡛ 7࠴ న࣒ 1࠳
అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ޳ ߤܒݟछ సछ ݟంߘ ࠭࠲ ࡌ తంऴత పߖ޳ऒ  ఎం۪ߕڕऒ సछ ݟంߘ ,࠭ తంऴతంڴ x x 
ఉనऒ ओߩఇ ࡱ޳ప ݡంࡓ  ऒߖ޳ ࠾ࡍమ ࡯࠻ۯ తంށఅంకగ ࡏࠬ ݡ  ప27 ࡯࠻ۯ ߖ ర޶भ అޔ࢓ం޴ ఆࣣ 
 ړߖ޳దܽ࠴ ߖݡఏ ࡏࠬ ޜ޴ࠫߖఎ ޴ంޔ࢓भ అ޶ర 8 ݟڕ 3 ڕࠬ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓भ అ޶ర 9 ޜ27
ప޺भڵ࠙ ޜ޴ࠫߖంచంݟ మࡓ ࠾ࡍండవޜ9 8 ߖ2 4 ߘߝ ړߖ޳ మ27 ߖ 9 ࠾ࡍ మޜ3 ࠾ࡍ ర޶भ ߘࣃۯ.
 అ޴ సڒ ࡔబܽद ߕ దగ ठర ఉనऒ .࠲ऴతࠪ 27 ࠾ࡍమ 2 ޴
 మ࠾ࡍ ఇ޴ సڴࡍठ  పۯ ߖయړߖݞ సࣜޔక࠳న ࠚనऒ ం, ఇ޴ సࣜޔక࠳న޴ అߘ࢓ ఇ࡮ۧ ޴ సࡔ అం݄ ࠬࡏ
సڴࡍठ 54ࢗ ړళ ऱంڒ ݟబܽद ࠭࠲ ఈ ࠙ࡎ సంړ ऱషद వङ ڔ फకరణߘ ࡹంݟ సछ తంऴత పߖ޳ऒ  బܽद xڒ ంۧ࠭޴ం߰ࡐ 
ऒߖ޳కࡖమ  ݟయܑయం࡯ޘ ڕࠪ  ऴపయޒऒ ంచంݟ, కߘక ఇڕࠬ ޴ ఇవछ బޔݡం޴ మڕࠬ ࠾ࡍ 
పओۮ బޔݡంࡅ  ޴కए  ఈ 0 ݞږ ప ऱ࣒ ప 1 ݟంߘ  ऱ࣒   ప ऱ࣒ ప 1 ݟంߘ 2  ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  छ ࡛ न ప ऱ࣒  x f a 1 x x a 
ప 1 ݟంߘ 3 ऱ࣒ ङږ తफం࠴  ࠗ పऱ࣒ ప 1 ړపవ࡛ 17 ޴ఉంܿం ڕతफం ఉప 17 వర࠴ ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ  ऱ࣒  తफం x x࠴ 
మ࠾ࡍ అڕࠬ ޴ పవ࡛ 17 పߖ޳ऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠬڕ అۮ ߖపओ బݟం޴ x a 0 a 1 a 2 a 3 a 17 
అం݄ ࡅకए ړ࢑షయం ఈ సం ޻అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖ޵  ऱషद࠳న వङ ڔ फకరణڕ సࠪనం అ޴ߝ ఇߩओ  x f ݡ
పओۮ ڕࠬ బݟంࡓ ޴ంݡ అం݄ ఏࠫܽ సߖ޵ ࡏࠬ ࡔऒ  ఎࣃۯ ࡮फ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏڴݟఅ ߖఅ ࡏ  ఎ࡮ పߖ 
फࣃۯ ऒߖڜ బܽदڒ ࡏ  పࢣࡍలన޳ۯ ࡱभ ం ఆࣣ ࠬࡏ ఇకए డ ఉనऒ సࠪనం  0 ప ړ ޴ߝफ, 1 అ࣋۫ ߖ1  ऱ࣒  ఎ 1 ప ऱ࣒  a 
ఎ ݀ పऱ࣒  ఎ ऴޓ ప ऱ࣒  పݡࣜ޴ వరڕ అߖऒ ओߩఇ ࠲దܽ పదం ࠪऴత࠴ ޴అ ࠾ࡍమ ࡍస ڴࡱ߄࢑   ండవࡓ ݡ
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పదం ࠳న࣒ అ޳۫ ߖभ ం ڒబܽद అంద࠳ ࡐన࣒ ఎ ఉతओ ऒߕफࣆۯ फޒ ऒߖ޳ప ڕࠬ ࡐఅంద ࡏ  ఇࣆफߕऒ  x x ࡏ
ࡓ 1 ڕߕ ,޶ڒ బܽदڒ ऱܿ ݟڕ ఉం޴, ఆ߯ ࡏࣃ 2 ڕߕऱ ࡏࣃऱ వరڕ వۨऐ ం7  ޴ a 0 x a 2 x 3 a 3 x 1 a 
యవ۪ऐۯ भ޶ర ߖ ݟంߘ లߩ࢙ ݡంࡓ ࡏࠬ ఆ߯ ࡔऱ సࡏࣃ 17 పऱ࣒ ߤవ ڕࠬ , పऱ࣒ ݡంࡓ ݀   ऴݡ࠮ ޓ x x
లࣃࠚफ भ޳۫ ࡔన࣒ ఒకܽ స࠳ ޴అ , ࡔస ߤన࣒ వ࠳ ݡࣜ޴ప ݡࣜ޴ప ,࠼ ం సۯ ࡏࠬ ࡔయగڵ࡯న޴ సࡔ, 
भ޳ۯ ޴ࡍప޶త ࠭࠲ ం ڒబܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ఇపओ ए࣋ ࠭ࣃۯ ښܽ छ ࡛ न ࡍڷంۨ ڕߕ ࣋ए छ ࡛ न ࡏࣃऱ x a 0 x a 1 
ఒక పऱ࣒  ఇవछ ऱ ࣋एࡏࣃ ݡంࡓ ߗڒ ޶ छ ऱ ࣋एࡏࣃ ݡంࡓ ࣄ ݡ࠮ ݟڕ ڕߕ ݡ࠮ ఆ߯ ࣄۯ ࡛ छ ࡛ न ऴࣄ ޓ x x x 
ए࣋ ڕߕ ݞږ ఆ߯ ఒక 4 ߗڒ ޶ڒ ఏࠬ ޴फంࣆఇ ݡంࡓ छ ࡛ न ఇࣆफం޴ ࣾࠫంచంݟ సࡔ ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ x 
ఏࠫ ఉߕऒ भ޳۫ ࠵ ం ఇతర పߖ޵ ߘߝ ࡱ޳ऒ  1 ఈܘ ఈకछ ఎ 0 ప 7 ܿ ࡽ ऱ࣒ ࡓ 0 ࣄ 1  ऱܿ ఒక 1 ప ऱ࣒ ࡓ 0 ࣄ 2  ऱܿ ఎ 
2 1 అࡏࠬ ,ߘࢡࡌ ߖ ఏ޵ ఎం۪ڕం݄ ࠬڕ ఏ޵ ఎం۪ڝవړߖݞ ఒښ ఒక ࠪర ठం లࣆࠚफం޴ ఇకए డ 1 ప ऱ࣒  2  
 ݡంࡓ ࠬ ఆࣣ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒక ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍమ ߝ࡮అ ࠾ࡍమ 1 ࣄ 3 ڴజంߖ 3 1 ࣄ 2 ڴజంߖ
࠭ంࡓ ࡏࠬ ޶ంࣄ ݡ ݀ ߰ంࡏ޳ ఇ޴ ఒకܽ మ2 ࣄ 17 2 ࣄ 5 2 ࣄ 4 2 ࣄ 3 ࠾ࡍ సࡔ ఈ ߖబంధనࡱ ఎ࡮ 
కߕޔࡱ޶ऒ మధङ 2 ࣄ 4 ࠾ࡍమ 2 ࣄ బܽद 3ڒ ࠼  న࠳రకڒ ݡ࠮ రకంڒ 2 ࣄ 3 ڕహరణ޳ఏࠫܽ ఉ ݞޙ 
 ޶రకం ఐڒ ݡంࡓ ࣄ ޶ఐ ݡంࡓ రకంڒ ݡంࡓ రకంڒ ࠑ ڷࡱߕ రకంڒ ݡంࡓ ࣄ ڷࡱߕ న ఒకܽ࠳రకڒ ݡంࡓ
ऒߖ޳ఈ ప ࡏࠬ అం݄ ఏࠫܽ అం݄ ࡔస ࠾ࡍమ ݡ࠮ న࠳రకڒ ݡంࡓ రకంڒ  ۫࣋फ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ 
పߖ޳ऒ  ۫࣋फ ఈ ߖషओ ङߙ फ ఎంతޒ మࡔట࡛ 4 ڒరకం 
.޴ంڵࡍ߭ రకంڒ రం 2ࣔ ࠾ࡍమ ޴ంڵࡍ߭
 ఇకए డ ࠬڒ 5 ࡏరకం ߭ంۧࡏ, ࣔరం 3 ڒరకం ߭ڵࡍం޴.
 సࡔ తࡌछ ऒߕޔࠓంచ߭ ࡏࠬ ࡹలంڒ ޒ छ޳ రకంڒ 6  ࡏ छ޳ రకంڒ 4 ࡌ ऒߖఅ ࠾ࡍమ ޴ంޔठڷత ࡌ ంܽڔ సࡔ
నऒࠚ ڴभ޴ڜ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ ంڴ ऴࣃ࢐भ ం ڒబܽद ఇښ ࢑వలం పࢣࡍలనࡱ ࠪऴతߘߝ ࠲ ఇపओ సమసङ ڔܽ  ߘ
సమసङ ޴ఇ ,޶ࡶయۯ వ۪ऐڒ ޴ంۨన߅సంబం ڕ సమసङ ޳ࡶ  క߱వ۪ऐڒ ޴ంۨన߅సంబం ڕ   ࣾࠫంచంݟ 
छ޳ రకంڒ  రకం 3 c 2ڒ ࡌ
छ޳ 2 ࡽయࡍदڝ߷ ࡓ ݡంࡓ ڷࡱߕ ݡంࡓ ࣄ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݟڕ వలం 3ښ ޴ఇ ࡌ ऱܿ, ఇߕ ޴ వదभ ial 3, 
ఉం޴ మ࢐ ࠾ࡍసफږ ࡏࠬ ړߖ࢐ङ ࠗ పవ࡛ 4 మ࠴ ࠾ࡍదࡷన ڝ ࢐ܽసం మߠࡓऒ  సంబం߄లߘ x x 
ఏరओ ర۪ڝవ۪ऐ .
  ఒకܽ ࡓంݡ ఇߩओ ऒߕఉ ࡱހసࠬకర ݡࣜ޴ప ߖయ࡯ޘ ݡࣜ޴ప ڕࠬ ݡ  ߖߖ޳ ࡏࠬ ,࠼
పࡍషए भశङ޻ఉ ߕ ߖంచగలరࡍ ం, ߗڒ అ޴ అంత ޶ڒ ڴܽࣇ సࡏࠬ ,ࡔ ఏࠫ ࣃۯफ బܽद ఇకएڒ ࡏ  ڕࠬ ݦ
రजߦ छ ంڴ ఆۨࡹంచడం అవసరం.
  10వ తరగޒ వరڕ ࠬ గށతంڕڒ ࡹం10 ݞవ తరగޒ వరڕ ࠬ గށతంࡹ అߝక ࠙ࡱڴ ఉߕऒ  ڕࠬ ,࠼
ङ܉  ޒణࠫڝޒऴ ڕࠬ ,޴ऴకమం ఉంޔఋ ڕࠬ ,޴తం ఉంށఅంకగ ڕࠬ ,޴తం ఉంށజగࠊ ڕࠬ ,޴ఉం ޒࠫ
ఉం޴.
అర ߖలݞఉం ڴమంۨ ࡹతంށఅంకగ ࡏࠬ ޙࡕమంۨ࢐ ࡹతంށఅంకగ ࡏࠬ  बం ࠊ ࡏࠬ ,޶ڒజగށతం 
మ࠴ ࠾ࡍదࡷనࡹ࢐ܽ మంۨڴ ఉంݞలڒ ,޶ڒ ߖబܽद ࡏ࢐ ఇ ߘంڜ ݟంత సछ తంऴతంڴ ఉߕऒ  ޑఇతరऴ  ࡏ
అࡍߪ ࢑ फࠚ ڴనऒ  ޒ12వ తరగ ࠬ ,ࡱڴన రం࠳
గށతం10 ࠬ ࡹవ తరగޒ గށతంڣࡔ ࡹగށతం ࠊ ޳ࡶజగށతంۯ ޜయవలࣄన అవసరం ޶ࡶ, 
फޕࢡరదృషदవ޶  గށతంࡹ ఈ కంߦర द࠱ంటܑࡷషߤ 
.޶లऱۮ
झڡం߭ऱڒ ࡏࠬ లం݄ݞठ ఉంڴࡏ۪    సంఖङ ల ߘంߜڒ ݟझ  ࡹ ࡽయࠫߕࠑ ߖ࢐ܽ ,࡯࢐ࡌڕࣆޓ ߘद లߵ
ऴڕ࡯ڒ ࠬ ߖߖ޳ ࡏࠬ ,࡯࠻࢘ࣄޜङ ల࣒ ࡌڕࣆޓ ࡹగలڕ࡯ڒ ࡏࠬ  ࡯ڴङ ల࣒ ࡹ ఉߕऒ भశङ޻ఉ ߕ ࠾ࡍమ ࡏ ం 
ఏߕ޼ సࡕన ڝఆࡍ न܉ ݋ߝङ అర ߖఅ ޴फంࢂࢗ ޜޒణࠫڝޒऴ  ޒࠫ बం  ࠫڡझ  అߵ సڒ ࡔబܽद ఈ ࡍߖ भషद సమసङ  ࡹ
మనం ఇకए డ ఏࠫ ۯయߕޔࠓऒ ం అం݄ మనం ޴ڜभڕ࡯ڒ ڴङ ల࣒ ఉపڵࡆంచߕޔࠓऒ ం.
 ఇߩओ ङڕ࡯ڒ ంۮంڜ మనం ݡ ల࣒ ߖ ఉపڵࡆంۨ ऴపయޒऒ भ޳ ం ࡹ అ޴ߝ బࣗప޴ అం݄  ޳छ x ࡌ x x dx 

అࡏࠬ ߖ అڕߘంܿߕऒ छ޳ ,ࡏ ङڕ࡯ڒ ࡌ ల࣒ ࠳న࣒ 1 ప ऱ࣒ న࣒ 3 ࣋ए࠳ 2  छ ࡛ न ప ऱ࣒  తపओ  df dx df x x 
మࡖకܽ ڒద16 ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖ పవ࡛ ప࠳ ߘࣜ޴న࣒ ప࡛ࠈ ݡࣜ޴ పదࣔ࠴ ࡏదలڷన࢑ మ࠾ࡍ ఇ޴ x x 
యవ۪ऐۯ ߖߖప ޻అ ࡏࠬ ޙ࠼సࠪనం అ ڕࠬ ఉతओ ݟంߘ ߖ޵ ࡏࠬ  నऒ ం ۯయవ۪ऐ  అࡅ 0 ڼ࡮కए  ఈ 
ఉతओ నऒ ం ࡅకए  ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఎ࡯࠻ۯ ࡮ 

ऱ 1 పࡏࣃ ऱ࣒  అ1 ޴ߝ ప ऱ࣒ కएࡅ  ࡓ 1  ऱܿ ఉతओ నऒ ం, ఇ2 ޴ ప ऱ࣒ ऱ 1 పࡏࣃ  ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ࡅకए  1 ప ऱ࣒a 1 x x a 2 x 
ఉతओ నऒ ం అ޴ߝ వߤ పऱ࣒ కएࡅ  ऱ 1 పࡏࣃ 2 2  ऱ࣒ ࡓ  ऱܿ ఉతओ నऒ ం.x a 2 x 
 ఒకܽ మ࠾ࡍ ఆ߯ ࠬࡏ ۨऴߖޑऒ  సڴࡍठ  ߰ందంݟ మ࠾ࡍ ఇߩओ घࣃఅక ࡱ࠻࢑ష ݡ న ఉనऒ߯ ڴफޔ  ࠪ 
छڙࣅ झߤ  ల వࡵ కߧߖంచడం ऴߦరంࠚంۧ࠭࠲ ࠼ ఇߩओ ऒߖ޳ఒక ప ݡ  సమం ڒ ޶ڒ ࠭ࣃۯబܽद ࠬࡏ 
ఇߩओ ऒߖ޳ఒక ప ݡ  ۫࣋फ ࠬ࠳ ڕన࣒ ఒకܽ వۨऐ ం޴ ఒక ړߖ޳ సࠪనం పऱ࣒  ݀ ఎ ݀ పऱ࣒  3 ఎ 3 ప ऱ࣒  4 ఎ 4 
 ప ऱ࣒   ఎ  ఓڒ ښబܽद ࠬࡏ ఈ ࡶࡍషߘ ߤ ߰ంࡏ޳  ఇపओ ండవ ఉతओࡓ ࡔస ޴వదभ ఉం ࠬ ښܽ నऒ ం 17 17 nship 
యవ۪ऐۯ ऒߖ޵ ࡏࠬ ޴బܽद ఇڒ   व߯ڴ ࠹ ऴ࢐࣋ సతछ రࠪరठం, ࠬߖ޵ ࡏऒ  డࡽࠋ व߯ڴ ࠹ ऴ࢐యవ۪ऐ  f f 
కएࡅ ޴దܽ࠴ ޴బܽद ఇڒ  ఉతओ నऒ ం మ࠾ࡍ ఇ޴ మనం ఉతओ నऒ ం ࡯࠻ۯ  తޒ࢐ࡏ పదం ࡅకए  అڼ࡮ 
దܽ సࠪనతछ࠴ దܽ పదం࠴ ం ఈ ఎࠆ व߯࠳ ࠹న࣒ 1 ప ऱ࣒  ఒక x ڕߕ ޴సࠪనం, ఇ ړ࢐ܽ నࡷద࠴ 2 
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ఉతओ ऒߕ ऒߖ  ఇۨऐ ం޴, ఇ࡮ۧ ޴ సࡔ, ఆ߯ ࡓ ߘߝండవ ޜߖ޳ ప࡯࠻ۯ ߖ మ࠾ࡍ అ޴ ఏࠫܽ  ࡅ ߖ޳కए  
ఉతओ నऒ ం ڒబܽद ࠬߖߖ޳ ࡏ ۫డవలࣄ ఉంܿంߖ޵ ߘߝ ,޴ऒ  ۫డగలڝ ࠬ ߗڒ ,ߘసం ఇ޴ ऴࣅए  ݟంߘ ߤ
ऒޒऴపయ ڴ࢑ధం ఈ ߖߖ޵ బܽदڒ ޴ఉం ڴరం޷ भ޳ ం, ڒబܽद ߘߝ ఏࠫ ࣆۯफߕऒ ఉతओ ࠬ ߠ నऒ ం ۫డంߘߝ ݟ 
ఈ ࡅ ߤࡷకए  ఉతओ నऒ ం ۯయߕޔࠓऒ .ߘ

ࡓ ऱܿ వߤ పऱ࣒ కएࡅ   ఉతओ నऒ ం ఒకܽ ࡓ ݡ࠮ ݡ࠮ ऱܿ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ 1 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ࡓ 4  ऱܿ  2 a 2 x x a4 
ఒకܽ పऱ࣒ ݡ࠮ తफం ࣋ए࠴  छ ࡛ न ࠴తफం 17 వరࡏࣃ 17 ڕऱ 16 ߘం1 ݟ ప ऱ࣒  తफం పవ࡛ 15.x x࠴ 
 అߗऒ ఇకए ࠭࠲  డ ߖڜऒ  ఉతओ ऒߕ ల࠴  ࠭ࣃۯ ߘదܽ ࠭ࣃۯ ߖ ࢟ܽ࢘ࡍݥ, ఇߩओ  ండవࡓ ࠭࠲ ݡ
ఉతओ ऒߕ ऒߖ ఉతओ , ࠭ࣃۯ  నऒ  సࠬకరణంړ0 ߖ ࡏࠬ ࡹ సࠪనంڴ పऱ࣋ۯ ۃफ, ࠬߕࣆ ࡏऒ x ߖ న࠳సࠪన ړ x
 ప ऱۃ ఇࣃۯ ߤరڝߘంݟ, అߩओ ऒߗఇవ ݡ ऒߗబంధనలߖ ఈ , ࠼ޑ߱  ఒకܽ పऱ࣒ ࠼ޑ߱࡯ڵࠫ ڴ న࣒࠳ ڕࠬ   ݀ 
పऱ࣒ ݡంࡓ  ऴݡ࠮ ޓ పऱ࣒ పऱ࣒ ڷࡱߕ ࡛ࠂ  పऱ࣒ ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ   పݡࣜ޴ పޜݡࣜ޴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరణం ఎ࡮ ఉంܿం޾ ఊࣕంచంݟ, మࡓ ࡏࠬ ߩ࢙ࡗండవ ఉతओ నऒ ం మࡏࠬ ࠾ࡍ  మࢁऱ ߖ x
ప ړ0 ऱۯ ۃయంݟ, ఆ߯ ࠬޜ2 ࡏ ऴߦరంࠚంచం࡯ڵࠫ ݟన ߖబంధనࡱ అߗऒ  0 2 అం݄ 2 ఎ 2 ప ऱ࣒  6 ఎ 3 స࠭࠲ ࡔ
ए࣋ 2 ߘ࢓అ ࠭ࡶ ڵ࡯క ߖߖ޳ ڴజంߖ छ ࡛ न 2ړ సࠪనం  2 ప ऱ࣒  6 ఎ 3.x 
పऱ࣒ ݋ࡕ    ఎ  ప ऱ࣒ ओߩబܽद ఇڒ ښఎ  ఓ  ߤఇ  ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ  ऴపశऒ ߕ ऱࢁం మࢡۯ ڴ ݋ంࡓఫݟ సफڒ ݡ 12 ړ 4 17 16 17
మࢁऱ వࣆफߕऒ  ఏ2 అం݄ ఏࠫܽ అనऒ ऴపశऒ ߕ ޴ ఇపओ ߘߝ బܽदڒ  ܽవరݡ࠮ ڕ సంబం߄లߘ అࠚవృ޴म 
ऒߕڕࣆۯ .ߘ
भ ఇకए޶ఎ  ޴ఉం ڕߕ ޴నࣄۯ ߘߝ ړߖ܉ߖ ࡱ߄సంబం ݡ࠮ ߕ  డ చޔరऴڒࣃరంࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ tw 
झڡࣄ ݡంࡓ ݡంࡓ ऒߜప ݡ࠮  ంڷࡱߕ ݡ అࣣ ࡛ࠂ ఐ݋ࡕ ޶ అࣣ ఇవߗऒ  ర޶भ ࣃۯफ  ఎ 17 ݟంߘ 16 ࡏࠬ ࠼
17 వరڕ ߰ంࡏޑ޶ 
ప 1 ޴ߝన࣒ 1 అ࠳ ߘߝ ߖండవ సంబంధం అࡓ ఒక సంబంధం ޴బܽद ఇڒ ޴బܽद ࠪ సంబంధం ఇڒ ऱ࣒  2 ఎ 2 ప ऱ࣒
3 ఎ 3 ప ऱ࣒  4 ఎ ࡛ࠂ ఓښ మ࠮ ࠾ࡍడవ ࡶࡍషߵࢳ ߤ ఈకछ ऒߕࣆ ܿ ࡽ  ప ऱ࣒  ఎ వߤ పऱ࣒  ఎ ݀ ఓڒ ښబܽद ఇߕ ࢑ 
ࢳ ߤషࡶࡍ ݡ࠮ झߵ ऒߖࡍమ ࡏࠬ  घࡍߖ  ం۪ڝవ۪ऐ  సంబం࢐ڒ ڴࠈ ڕࠬ ࡱ߄లం݄ ߖ࢐ܽ ఎ࡮ 
పࡍషए फࣃࡍ ంచవ۪ऐڵలޛ ߕߞߖ޻ ࡏࠬ ࡏ  ఉ޳హరణڕ ఈ ۨవࡓ ࡍంݡ సࠬకరހల మధङ  ࠾ࡍండవ మࡓ 
ऒߖ߄సంబం ࡍవۨ ࡏࠬ ࡌంచగలڵలޛ ڕవర 17 ݟంߘ 1 ࡱ߄డవ సంబం࠮ ధङࣃ ޴ం݄ అڕࣆޓ    ߕ࠲
మࡓ ࠾ࡍండవ సంబంߖ߄ऒ ऒߖ߄దܽ సంబం࠴ ࡏࠬ ࡔస ݟయం࢘ࣄޓ   ݟڕ ݡంࡓ దܽ࠴ ࡏࠬ ం݄ڕࣆޓ 
ంచవ۪ऐڵలޛ ߖߖ޳ఒక ࡏࠬ फ࣋࢘ࣄޓ ߘ ݟంߘ ݟڕ కࡖమ ࡏࠬ फ࣋࢘ࣄޓ ݟంߘ  ండవ ahࡓ ࠾ࡍమ ߵࢳ  
సంబంధం అߩओ యవ۪ऐ࢘ࣄޓ ߖߖ޳ఒక ݟంߘ ߖ޳ఒక ࡏࠬ ݡ  మߖ ࡏࠬ ࠾ࡍ వ࡯޴ం۪ڝవ۪ऐ  a2
మࡏޑ߱࡯ڵࠫ ޜ ࡏࠬ ࠾ࡍ మ࠾ࡍ గమߖంచవలࣄన ఇతర ࢑షయం ఏࠫటం݄, ఈ ऴపޒ a1 a3 a4
సంబం߄లߖ ࡹబంధనల సంఖङ  తڷठޜం޴.
 సڴࡍठ ऒߕఉ ࡱబంధనߖ 18 ߵܼ తफం 17࠴ ړߖ߄దܽ సంబం࠴   ڵ࡯క ߘబంధనలߖ 17 ޴ࡍప޶త ,࠼
ఉంܿం޴, త޶ప16 ړߖ޳ ࡍ హڕए ऒߕఉ ࡱ एڕఎ ࡏࠬ ,࠼ వ సంబంࡱ߄ ऴ࢐࣋फ ࠬࡏ తڕए వ మ࠾ࡍ తڕए వ
మ࠾ࡍ తڕए వ ߖబంధనలߘ ߰ం17 ,ࡏޑ޶వ సంబంړߖ߄ ఒక పదం ࠪऴత࠲ ఉంܿంڒ ޴బܽद అݞږ ޴ 
ఏ޾ 
࢑ష࠻లߘ సరࢁకృతం ۯయࡏࠬ ړߖݞ ఏࠫ ۯయగలࡗ ఇߩओ  దట 17వ࠴ ࡏࠬ బܽदڒ ,ݟంచంߖగమ ݡ
సంబంߖ߄ऒ  కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ऒߖ޳ఆ߯ 16వ ,ࡌ  ۫డంݟ, ఆ߯ 15వߖ޳ऒ  ۫డంݟ మ࠴ ࠾ࡍదࡷన࢑ 
ఒక ࠪర ړߖݞయۯ ࡱߘప ޴అ , ݟరం ڕకߘࢗ ठం  ړߖ޵ మࡍంత ࣍గ࣌న పࢲࡍए రం ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ 
ఆ߮޳भ ం ఇ޴ ऴߦథࠫకంڴ సమసङ  పࢲࡍए ర తరగޒ మ࠭࠲ ࠾ࡍ అߝక రڒల సమసङ లߘ పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ ࠭ 
फ ఈ సమసङޔࢡరదృషदవ޶  ఇంࡍߪ ڒ फ ࢂࢗ ࠭࠲ ޶ࡶڒफߕऒ ࠭  ఈ సమసङ ߯ పࣇۯ ߖफ ऒߕఉ ߝ ం, ߗڒ g 
మనం ఇపओ ܽవరࣄۯ ڕన޴ ఏࠫటం݄, ޴ ࠭࠲छ పద ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۧ࠭, ޴छ పద ޳ࣄम ంߖޑऒ  
వࡍ फంపܑࣇफ ऒߕఉ ߝ छ޴ ,࠭ పద ޳ࣄम ంతంޜ మనం ࣏కరङ వంతంڴ ఉం࡮ݦ ఉం۪ߕڕऒ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ 
ऒߖڜ  సంబం߄లݞږ ߘ అࠚవృ޴म ࠭ࣃۯ.
 ఉ޳హరణڕ࡯ڒ ڕङ ల࣒ ߘంݟ మనࣄ࡯ޘ ڕన ߖڜऒ  ఇతర ࢑ష࠻లࡹ మ޴ ࠭࠲ ࠾ࡍछ పద ࢑సफరణ ah 
మ࠴ ࠾ࡍదࡷన ࢐ܽ߯ అࠚవృ޴म ڒ ࠭ࣃۯబܽद ࠭࠲ ఈ ࡍߖ भషद సమసङ ङߕఉప ࡍప޶త ߘ సంࡹ 
ऒߕޔࠓంచڵࣃనڜ ࠭ మ࠾ࡍ తछ రࡹ ࠫమघ ऒ࡯ फࣃ۫  మߖ ఆࣆࢢफߕऒ ࠭ ధనङ Pru ࡏࠬ ࡏࠬ  ࡱ޳࢐
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