
 ऴపޒ ఒకए छࣃ ڵࡍޒ ڔࡍ గతం, ఇ޴ ࠭࠲ ޴छ పద ޳ࣄम ంతం మߖ޳ ࠾ࡍ అߘవర फߕల߯ ࠪ ఉపߕङ  ڵ࡯క ࡱࣃ
ఉߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ గత తరగࡓ ࡹ ࣒ࡎࣄ ࡹޒండవ ఉపߕङ సం, ࠭࠲ 
म޳ࣄ ంతం ࡅకए  ऴపకటన సڴࡍठ  ఏࠫܽ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఎࡍڷ ࡮ంۨ ࢑వరంڴ చࡍऐ ంۧ࠭  ޜߖ޳ ࠭ంڕ޶ 
వۨऐ ంڒ ޴బܽद ޳ࣄम ంతం ࡅకए  ऴపకటన ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉం޴  ప ऱ࣒  క 0 పవ࡛ x y n n x nߧతफం పవ࡛ ఎం࠴ 
 ప ऱ࣒  ఎం۪ڝంࡏࠬ 1 ݟ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒  ఎం۪ڝం2 ݟ పవ࡛ ࠳న࣒ 2 ࣋ए छ ࡛ न n x n y n x n y 
ऒߕంܿڕఎం۪ ߘన ల࡯ڵࠫ ࠾ࡍమ ࡱ ݡంࡓ ࡏࠬ బܽदڒ  y x y ࠾ࡍమ ࡱ ݡ࠮ ࡏࠬ ఆ߯ ,ࡏ
ऒߕంܿڕఎం۪ ߘన࣒ 3 ల࠳ న࡯ڵࠫ  n x n ڕవర ࣋ڵ࠭ ޜన࣒ 1࠳ ࡏࠬ ށࢩఈ ऴ ࠾ࡍమ ࡏ
.޴ంޔڷࣃనڜ
ऒߖఅ ࡏࠬ ڴవరۨ ࠾ࡍమ ࡏంܼڕఎం۪ ࠲ऴతࠪ ߘన࣒ 1 ల࠳ ࠾ࡍమ 1 ࡏࠬ   లڴ ߘ x n y n y 
ఎం۪ڕంܼࡏ మࡱ ࠾ࡍ అసझ छ޴ ޴బܽद ఇڒ ࢓ࡶ ࡱ పద ޳ࣄम ంతం , ఇ࠭࠲ ޴ అڒరణంڴ అࠚవృ޴म x 
.ంۧ࠭ߧࡐߖ ࠭࠲ ߖఅ ࠭ࣃۯ
ओߩఇ న࢑ࡷద࠴  ऒߗఇవ ݟంڝఎం۪ 1 ࠾ࡍమ 0 ݟంڝఎం۪ ݡ झڡࡍటߝࠉంڒ   n n n ݟంڝఎం۪ ݟంߘ 
ఎం۪ڝంڒ ࡍ ݟంߝࠉటڡࡍझ ऒߕफࣆࢢఆ ߖసࡱޘ ڕࠬ  ࠭ ఇڝ߷ ޴दࡍయ޳ ࡽछ  r n ࠾ࡍమ ࡽయࡍदڝ߷ ࡌ
झࡽ܍ ޴బܽद ఇڒ ݋ࡕ న࣒࠳ ࡽయࡍदڝ߷ కएࡅ  రछߖ  చనం సڒ ࡔబܽद ఇ޳ࣄ  ޴म ంతం ࡅకए  ऴపకటనn r n r 
మ࠾ࡍ ఇڕ ࡮ۧ ߘߝ ޴ऱప फంڒࡎ ڴङ ओߩఇ ߘࣃۯ ߵ ړఆస ࡮ۧ ݡ फకర࠳న లࣾހలߖڜ ࡹऒ  మࡹܽ࢒ ࠾ࡍ 
झڡࡍటߝࠉంڒ ఇ࢑ ڕవర ࡮ۧ  అ࢐ ߝసफవం ߘంݟ వࣆफߕऒ  దܽ పదం n࠴ ఒకܽ ࡹలހన లࣾࡕస ,࠼
ఎం۪ڝం0 ݟ  ఇ࠴ ޴దܽ ڷణకం మ࠾ࡍ ఎంߧకࡹ ۨవڷ ࡍణకం n 
ఎంڕ޶ సࠪనం అం݄ ఎంߧక 0 ఎంߧక ړ సࠪనం అం݄ ڒరకం ڒ ࠑరకం 0 అం݄ 1 ڒరకం n n n n n 
ఇకए ࠾ࡍరకం మڒ ऱࢁమ ޴ఇ ݟంڝఎం۪ ࠾ࡍసࠪనం 1 మ ړߖ޳ బܽदڒ రకంڒ న࣒ 0 అం݄࠳ డ n n n n 
ఇకए ࠾ࡍమ ޴రకం ఉంڒ ڕࠬ డ ࠬڒ ڕరకం 0 ఉంܿం޴.n 
 న࣒ 1 సࠪనం n n࠳ ݟంڝఎం۪ ࠾ࡍమ 1 ݟంڝతం ఎం۪࡯ఫ ࡍప޶బܽद తڒ తం࡯ఫ ޻అ ޴బܽद ఇڒ 
ఎంڕ޶ అం݄ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ࠬڒ ڕరకం ڒరకం 1 ڒరకం ࠳న࣒ 1 మࡖకܽ ࠬ ڒరకం ڒరకం n n n n 
.రకం 1ڒ న࣒ 1࠳
.ࡱࠈంࠉޒऴప ۯంࠉంࠉޒకܽ ऴపڜߖ޳ఒక బܽद ఇ࢑ڒ 
 

ړరप శߪ फ ߖ޳ ړݟڕऒ   ప ऱ࣒ ప  ߖߖ޳ ࡏࠬ ࡱ޶బ ऴ࢐࣋ ߖపవ࡛ అ ࡽࣟ  ऱ࣒  తफం పవ࡛ x n x y n y x n࠴ 
అݞږ ߖ ऴࣄ࢐ ఉండవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఆ ߖబంధనలߗऒ  సڴࡍठ వ࡛झࡍ  బܽद సओڒ ࠼ఉంܼ ݟయబۯ  షदంڴ 
వङ ڔ फకరణ ࣏షदవంڴ ఉం࡯ݞ.
  ఒక ࢙ߘ ߩంڷ ݟణࡱڒ మࡖక ࢙ߘ ߩంݟ వۯऐ भశङ޻ఉ ߕ , ࡔస ࡔస ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ޜలڒణڷ  ం ఏࠫ݇ 
ఒక޳۫ ࡍࣃभ ం ڒబܽद ఇ࢑ ఈ ࢙ߘ ߩంڷ ߕ ݟణࡱڒ అߖ అڕߘం޳ం మߘߝ ࠾ࡍ మࡖక ࢙ߘ ߩంߕ ݟ 
ऒߕఉ ڵ࡯క ߖܽ࢒ ڴࡱڒణڷ ओߩఅ ߘ ऒߕࣆ ఈ ݡ  ఒకܽ అޔ࢓ం޴  వ వߤ నంబ࡛ వߝڴ࡮ ߤ ఉంܿం޴ n n 
ऒߗన అవߩ࢙ݟڕ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡮ښన࣒ ݀ ఒ࠳ ޴ఉంܿం ڼ࡮నంబ࡛ ݀ అ ߤన࣒ వ࠳  n 
ఒకڜߖ޳కܽ సڴࡍठ  ऴపړߖ޳ޒ సࠪనంڴ ऴపࠉޒంࣃࠉफ ప  ࡏࠬ ڕహరణ޳ఉం݄, ఉ ڴࣄࠐ కߘఇతర క ࠼ ऱ࣒  n x 

ङږ తफం࠴ వङ ޜ ࠗ వహࣆࡍफనऒ టऱڕࠬ ,ޙ࠼ ఏࠫ జޔڷࡏంࣆࡱޘ ڕࠬ ޾  అږ ޴ङ y 0 1 2 3޾ఏ ࡹ ࠗ x 
ఒకܿߦ ޜߖ޳ ࣋ए छ ङږ ݟంచంࠫࣾ ޾ఆ߯ ఏ ޾ఏ ړࡹ ఆ߯ ޾ఏ ࡹ ࡛  x x y ݢంࡓ బܽद ఈڒ ޴ఉం ޾ఏ ࡹ ࠗ
సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݢ సࠪనం ڒబܽद మధङ ऒߕఉ ࡱ޳ప ݡంࡓ ࡹ ऒߕࣆ ڕࠬ బܽदڒ ࠼  ఒకܽ ࡓంݡ 
మధङ ݡంࡓ ఈ ݡ࠮ ఉనऒ ࡹ  పࡱ޳ అ࢑ మధङ  పࡱ޳ అߖ అڕߘం޳ం, అޙ࠼ ఇ࢑ మనࣆࡱޘ ڕ.
झ݋యంࢳ߹ఎڝ నࣄ࡯ޘ ڕࠬ  ప  ࡏࠬ  ऱ࣒ ठڴࡍతफం పవ࡛ 4 స࠴  ऒߕफࣆۯ  రڝߘంࡏࠬ ,ݟ పవ࡛ 4 ࡏࣃऱ 1 x y x 
 ప ऱ࣒ ࡓ 4  ऱܿ ږङ ࠗ  ప ऱ࣒ ࡓ 6  ऱܿ ࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ࡓ 4  ऱܿ ږङ नࠗ ప ऱ࣒  1 ߰ంࡏࣃ  ࡏޑ޶ऱ శړ फ 4.x y x y xy y 
 n 0 nn n ݟంڝఎం۪ ݟڕ న࣒ 1࠳ ࠾ࡍమ ݟంڝఎం۪ 1 ݟంڝఎం۪ ࠾ࡍమ ݟంڝఎం۪ ࠬ ޴ఇ ݟڕ 
మ࠾ࡍ ఇకए డ ࡓంݡ మధङ  పదం ఒకڜߖ޳కܽ మధङ  వలంښ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉం ࠲ఒక పదం ࠪऴత ߩ࢙ݟڕ 
పࢣࡍలన ࠪऴత࠲ త޶పࡍ మంద޴ࠋम అం݄ ఈ శڕफల ࠴తफం ఎలऱߩओ  rvation ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ݢ
ప  ࡏࠬ బܽदڒ ऱ࣒ ऒߕफࣆۯ తफం పవ࡛ 4࠴  ప 3 4 ޴ఇ ࡏ ऱ࣒  1 4 2 ప ऱ࣒  2 4 1 ప ऱ࣒  3 4 మ࠾ࡍ పవ࡛ 4 ఆ x y y 
శڕफల ࠴తफం  అ޻ అంతܼ అ޻ మࡗ పࢣࡍలన సࡔ ఆࣣ ఇߖڜ ڼ࡮ऒ भ޳ۯ  మߖ ऴపయޒऒ भ޳ ం మߖڜ ࡍऒ  
ఫޑ࡯లޜ వࣃफ ओߩనࣄऴ࢐ ߖఅ ߘߝ బܽदڒ ߘ అర ߖ޳ ݡ बం ఎం۪ڝం0 ݟ అߖ అర बం.c 0 n 
మघࠫ ߕࡕబܽद ఎవڒ  ऒ࡯  ఈ ࠴తफం అం݄ ఏࠫܽ అߖ ఒక ऴపశऒ  అڴݟరߖ అڕߘం޳ం.n 
 0 ప ऱ࣒  ఎం۪ڝం1 ݟ ప ऱ࣒  ఎం۪ڝంݟ వరڕ ఎం۪ڝంݟ వరڕ అߖऒ  n n n n n ࡏࠬ ݟంڝఎం۪ 2 ڴࡱ߄࢑ 
ऒߖ޵  ఎࣃۯ ࡮फ ऒߗఇవ ߘ   ప ऱ࣒ ړతफం శ࠴  फ ࡅకए  అߖऒ  x y n y x 1 ړ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ1 ࡱڒణڷ 
సࠪనం అߖ అڕߘం޳ం.
అం݄ y y ࡛ࠈ ޴फంࣆࠚఏࠫ ల ڕࠬ फ࣋ۯ ߤఇ ۃపऱ ߖ న࠳సࠪన ړ1 ࠾ࡍన మ࠳సࠪన ړబܽद మనం  1ڒ  x n 

ऒߖబంధనలߖ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ న࣒ 1 అం݄ 1 అం݄ 1 పవ࡛ ఒకܽ࠳ ࡛ࠈ ంܽߗ సڴࡍठ  1 x n y y n 
߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఈ ࠴తफం ߖకర ఫ࡯తం ఒకܽ పऱ࣒  వ࠴ ߤతफం శړ फړ సࠪనం సࡔ ధనङ  n ޴మంۨ ޴ఇ ࡱ޳࢐
ఇ޴ మంۨ ࠴దܽ ࢐ङ ऒޒకܽ ऴపయࡖమం మ࠻ ంచంړ1 ߖ ݟ సࠪనం ޳ۯभ ం మ࠳  ࡏࠬ ࠾ࡍన࣒ 1 1 x
छڒ ړ తफం పవ࡛࠴ న࣒ 1࠳ న࣒ 1 0 0 పవ࡛ అం݄ 0 ఖۨऐ࠳ 1 ࡽ తంڴ సࡕనڒ ޴బܽद ࠳న࣒ 1 n n x 1 y 
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అޙ࠼  ప ऱ࣒ x y n n 0 n n ڕ పవ࡛ ߖబܽद 0 సࠪనం 1ڒ ࡔస 0  ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޳తफం పవ࡛ ߭దभ࠴ 
 ప ऱ࣒  ఎం۪ڝం1 1 ݟ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ࡏࣃऱ ఎం۪ڝం࠳ ݟన࣒ 1 ప ऱ࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ 21 2 ړ n n yy n n 
ఎం۪ڝంݟ ఇࡓ 1 ޴ ऱܿ పవ࡛ 2 ࠳న࣒ 1.y y  
 సࡔ మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߖఅ ࡏࠬ ݡ ऒߖన అߩ࢙ ఒక ߘన࣒ ల࠳   ప ऱ࣒  లߘ మࡖక ࢙ߩ ఉంۧࡏࠬ ޳ࡶ ࡏ అవߗऒ  
ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ޶ࡶ యనవసరంۯ  సరࢁకࡍంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఎం۪ڝం࠳ 0 ݟన࣒ అۮ ߖపओ ంݟ  n n 
1 ప ऱ࣒  ఎం۪ڝంݟ ఎం۪ڝం࠳ 2 ݟన࣒ ఎం۪ڝంڒ 3 ݟబܽद ఇ޴ ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ ఉం۪ޔం޴ , సࡔ ఇ޴ n n 
బܽद ఇకएڒ ޴ఉం ߝڴࠈ డ ࡓంݡ సందࡌग ऒߕఉ ࡱ ఒక సందరग ,࠼ ం సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ  క nࡖమ ݡ
సందరग ం ڴࣄࠐ ఉనऒ ओߩ బܽद తछڒ ݡ ర޳۫ ڴभ ం  సࡍ అ࠼నటऱࡍڷ ࢐ܽ ޙ࠼ంۨ ۧ࡮ తछ రڴ n n 
ఆۨࡹంచంݟ 
2 పవ࡛ ݋ࡕ 2 ࡎࣃ ఆ࡮छ  వۯऐ  వరߖ޵ ڕऒ  సరࢁకృతం ޳ۯभ ం  ݞږ  ప ऱ࣒  తफం పవ࡛n n ah 2 n ys x y࠴ 

भ޳ۯ ࡔతफం పవ࡛ 2 స࠴ ࡱ޶బ ࣋ۯ ం ڒబܽद ఇړ 0 ޴ సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ మ࠾ࡍ అړ 2 ޴ n n n 
సࠪనం 0 
న࣒ 2 ఒకܽ పऱ࣒࠳  ݀ ఎం۪ڝంࡓ ݟంݡ ఎం۪ڝంݟ మ࠴ ࠾ࡍదࡷన࢑  ఆ߯ ߩ࢙ݟڕ పऱ࣒  ݀ n n n cn 
జߕࠪࡍ , ఆ߯ ࠬࡏ సߖ ࡍబంధనలߘ ࣾࠫంచంݟ సߖ ࡍబంధనలߘ ఒక ࢙ߖ ࣄࠐ ڕߩబంధనలߘ మࡖక 
फࣃవڕࣆޓ ڕߩ࢙ ప  2 ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  2 ࣾࠫంచంࡓ ݟంࡓ ݡంݡ ఈ ࠴తफం nc 0 nc 1 nc 2 nc n 
߰ం࠴  ࡏޑ޶తफం ࡓంݡ ఎࣄ ߤ ఒకܽ పऱ࣒  ݀ ఎݡ࠮ ࣄ ߤ అߖऒ  ڴసࠪనం ߩ࢙ కࡖమ ࡱబంధనߖ ࣄࠐ 
ఉంܼڒ ࠼బܽद ఒక ࢙ߖ ࣄࠐ ߘߝ ߩబంధనలߘ మࡖక ࢙ߩ ఉంۧߘߝ ,ߘ సߖ ࡍబంధనలߘ ఉంۧߘ 
మ࠾ࡍ ఇߩओ పओۮ ڕߕ ݡ ంݟ  ఈ అߖऒ ऒߖతफం అ࠴ ల ݋ంࡂࢳ߹ఎڝ   తफం ఎంత అం݄࠴ ల ݋ంࡂࢳ߹ఎڝ 
మన ࠭ߘపܽ ఫ࡯తం ߘంݟ వۨऐ న అߖऒ ऒߖతफం ఎంత అం݄ అ࠴ లڒణڷ   2 ߖ޳ తफం ఎంత࠴ లڒణڷ 
పవ࡛ ޑۅంకం మనࡹ ఈ ऴపޙङ క సందరग ంࡹ మన ޑۅంకం ڒబܽद ࠴తफం ఈ ࠴తफం 2n c 0 c 1 c 2 
ړశ 2 ޴ߝఅ  ޴ఉంܿం ڕతफం 2 వర࠴ फړݟڕ 2 ړ మߖڜ ࡹ࢐ܽ ࠾ࡍऒ  ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇతర ࢐ܽ n n 
फޑ࠴  ࢐ܽ ߗڒ ࠼ఉంܼ ڴࡎ࠙ ڴసࠪనం ݢంࡓ అ࢑ ,ࡏంۧ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ݡంࡓ ߖߖ޳ ࡏࠬ ,సࠪనం ړߖ
एڜఒ ࡹల ݋࣊ న࣒  ఆ࠳ పవ࡛  ࡱ ݋࣊ ޒబܽद ऴపڒ సࠪనం ړ తफం   పవ࡛࠴ కए బܽद  పڒ ܽ ऱ࣒2 2 n 2 2 n 1 c 0

 ప ऱ࣒ నऒھߘక ࠭࠲ ޴ఇ ࡔస ࡛ࠂ   మࡖక ఆసړ फకర࠳న ఫ࡯తం మ࠾ࡍ ఇవߗऒ దృۨऑ࠻   కంڴ c 2 c 
ऒߖڜ నߩ࢙ݟڕ  సంఖङ లߘ పऱۯ ۃయడం ޳छ ऒߕޔ޶ం߰ ࠭࠲ ࡌ ఈ సంఖङ ߘߝ ,࠭ ల࠻ ߘదృۨऑ కంڴ 
 ప ऱࣆۯ ۃफనऒ ऱܿڴ అߧߖంచవ۪ऐ , అޙ࠼ ఇ࢑ మంۨ ఫࡱޑ࡯, ఓښ మࡖకܽ ऴపయޒऒ भ޳ ం, మࡖక ۧ࡮ 
ऴప܉దరణ ߰ం޴న ఫ࡯తం 
ऴړం޴޴ సࡔ ఇ࡮ۧ ޴ ఉం޴  జߕదరణ ߰ం޴న ఫ࡯తం మ࠾ࡍ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ఎࣃۯ ࡮फ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࠚరంߦऴ ޜߖ޳ ߝఅ ߘ भ޳ ం మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍన ࠬࡓ ޴࣋۫ ࡏంݡ 

అࡏࠬ ߖ ఎ࡮ అڕߘంܿߕऒ ऒߖ޵ ࡏࠬ ړߖݞంచࠚరంߦऴ ޜߖ޳ ߝఅ ࡏ  ఎࣃۯ ࡮फ  ncn c ݀ ښఓ ߤవ ?ࡏ
ఎࣄ ߤఎߤ అం݄ ڕߕ బࣗࢡ ఉం޴  పవ࡛ ړݟڕ ఏ࠻ۯ ߕ޼లం݄ ߘߝ పవ࡛ ࡍߪ ړ फڴ ఏ޾ పߖ e 2 n 2 n 
ల మధङڒణڷ ࠾ࡍమ ݟڕ తफం పవ࡛ 2࠴ ࠾ࡍంత మڜ ߘߝ ޴ఉంܿం ࠳ఏ ޴అ ࡯࠻ۯ  n x y n ࡹ
మధङ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ ߖప ߕ޼ణకం ఏڷ  కएࡅ ࢑సफరణ ఈ ߘ   ప ऱ࣒ ړతफం శ࠴  फ 2 ఆ ڷణకం x y n 2n cn
సࡕనߘߝ ,޴ ఈ మధङ ऒߕంܿڕߘలߕھߘణకం కڷ  ఆ߯ ఈ మధङ , ߘ झ࡯࠻ۯ ࡏࠬ ణకంڷ  ంద࡮ऱ  ࡏࠬ 
झ࡯࠻ۯ  ఉంܿం޴, మధङ ऒߖ޵ ࡏࠬ ڕలࢡన అం࡯ڵࠫ ࡯ంۧߧ۫ ࡏࠬ ߖఉంద ڴణకం సࠪనంڷ   ఎ࡮ 
फࣃۯ ऒߖ޵ ࡏࠬ ,ࡏ  ఎࣃۯ ࡮फ फనऒࣆۯ ࡏࠬ ࡱࢡన అం࡯ڵࠫ , ࡏ  శړ फړ సࡕన࡯ڵࠫ ࡏࠬ ,޴న ߖబంధనలࡹ n n
ऒߕంܿڕఎం۪ ݟంߘ బܽद సओڒ ࡏ షदంࡏࠬ ڴ ఆ ߖబంధనలۯ ࡽݠ ߘయߕޔࠓऒ పऱ࣒ ߕ޼ఏ ڕ పవ࡛ ࡏ  n
ఏߕ޼ ఉం݄ 
ऒߖ޵ ࠭࠲ ,  ఎۯ ࡮యߕޔࠓऒ ంత అڜ ࠾ࡍమ ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޳ ࠵ ङ࠙ సంߖ޵ ࡏࠬ ޜऒ  
߰ంࡏޑ޶ స࠴ ࠭࠲ ,ࡔతफం పవ࡛ 2 ޳छ ప  ࡌ ऱ࣒  1 వంܽ ߖ࢐ܽ ۫డߕޔࠓऒ ࠭ మ࠾ࡍ త޶పࡍ x n x 
ऒߕफࢂࢗ ڕ޶ంߝھߘణకం కڷ ࠭࠲ ࡍߖ  ࡏ भషद ࢑సफరణߘ ߖࡶ ࡹంݟ సछ తంऴతంڴ ఉనऒ  పదం, ڒబܽद x x 
ऒޒऴపయ ߖߖ޵ దట࠴ भ޳ ం ڒబܽद  ప ऱ࣒ छ޳ 1  ړతफం శ࠴ ࡌ फ 2 ఇߩओ మధङ ݡ ణకం సओڷ  షदంڴ ఈ హڕए  x x n 
మ࠾ࡍ మధङ మధङ ޴ఇ ݋యంࢳ߹ఎڝ ޶ڒ వలంښ ణకంڷ   పదం ఎం޶కం݄ ࠬࡏ  ప ऱ࣒  తफం పవ࡛ x x࠴ ߖ1 

ంۨ, మధङ܊࢑భ ړݟڕ ఉనऒ ࡹ  పߖ޳ऒ ओߩనࣄ۫   పవ࡛ 2 2 n nc 0 x nc 0 x 2 ࡎࣃ పవ࡛ ߕ޼ఏ ڕࠬ ݡ
 ప ऱ࣒  2 వࣆफం޴  పవ࡛ 2 ࠳న࣒ 1 ࡓ ऱܿ 1 ࠴ ࠑదࡷన࢑ సڴࡍठ  మధङ ఉనऒ ࡹ  పదం n nc 1 x n x 2n cnx 

పవ࡛ ࡏࣃऱ ఒకܽ పవ࡛ ޳छ ङࡌమ ݢంࡓ ఈ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡌ దߪరछ కంڴ ర޶भ ࣃۯफ  n x n ޴అ ࡔస ࠼
మధङ ఉనऒ ࡹ  పదం , ఆ߯ ࠬڕ ఇంࡱ ߵܼ ࡮ۧ ڒ ఉߕऒ పవ࡛ 2  ncn 2 n 1 x 1 ݟంߘ  న࣒࠳ ࠼ 2 n 
छ޳ 2 ڴవరۨ ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳  nc 2 n 1 x n ࡏ޳ం߰ ߘల޳క పߝఅ ࡹ࢑సफరణ ఈ ࡏࠬ ړݟڕ పవ࡛ 2 ࡌ
ఆ పదం మధङ ࡹ޶అం  ޴ఉం ࠲పదం ࠪऴత ߖࡶ ߗڒ ࡍߪ ޴అ ࡔస ޴ఉం ࡹ फ పదం ޶ڒ ఆ పదం ޶ڒ  x x 
ओߩఇ ࡔస ޴ఉం ݞంڕࡶ సంబంధం ޜ ࡹߖ޳ ప  ݡ ऱ࣒ ړతफం శ࠴ ߖ1  फ 2 ޳छ ࢑ۨऑ ࡌ నऒ ం ۯయړߖݞ x x x n 
छ޳  ߖߖ޳ ࡏࠬ ߘ࢓అ ޳ఉం ߕ޼రठం ఏࠪ ࡔ࢘ ړతफం శ࠴ ࡌ फ ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒ ంచవ۪ऐ܊࢑భ ڴ    x plus 1 x n x 
छ޳ 1 ప  ࡏࠬ ࠾ࡍమ ړݟڕ తफం పవ࡛࠴ ࡌ ऱ࣒ పవ࡛ పవ࡛  ప ࡽࣟ ࠑ 1  ऱ࣒  x n x x nnc 0 x n nce 1 x 
ప  ࠑ ऱ 1ࡏࣃ న࣒ 1࠳ ࡛ࠈ ऱ࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ 2 ࡏࣃऱ 1 ࠑ ࣋ए छ ࡛ न మڒ ࠾ࡍబܽद ࠴దܽ ࢑సफరణ n x nc 2 x n x 
మ࠾ࡍ త޶ప࢑ ࡍసफరణ సߖ޵ ࡔऒ ऒߖ޵ ߘߝ ం޳ం۪ࡍం సవۮంڜ    ప ऱ࣒  x x ni 1 ߘऴ࢐య ߖపవ࡛ అ ࠑ 1 
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ప  ࠑ ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ߖతफం పవ࡛ అ࠴  ऒߖڜ ߘߝ ࡔస ߘ  ऴܽڡझ  ߮ऱ ࣆۯफߕऒ కएࡅ ండవ పదంࡓ బܽद ఈڒ ߘ  x x l 
࢑సफరణ ఏࠫܽ, ࡓండవ పదం ࡅకए  ࢑సफరణ మࢁऱ ࡓ ऱܿ 1 ޳छ తफం పవ࡛  ప࠴ ࡌ ऱ࣒  ऱ 1 nc 0 x n nc 1ࡏࣃ 
छ޳ छ޳ ऱ 1ࡏࣃ న࣒ 2࠳ ऱ పవ࡛ࡏࣃ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ࡌ ऱ ࣋एࡏࣃ  న࣒ 2࠳ పవ࡛ ࡌ छ ࡛ न ప ऱ࣒  x n x n x n x 
 ݟడం۫ ߠࢡۯ ࡮అ ڕ޶ఎం ߘߝ ,ݟడం۫ ࡏࠬ ߠࢡۯ ठڴࡍస ڕ޶ఎం ߘߝ బܽदڒ ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ
ఎం޶కం݄ ఈ ࡓంݢ ర޶भ ߕߘڒऒ ठڴࡍస ߖ࢐ܽ ࡏࠬ ࠼ ओߩంۨనށڷ   भ޶ఒకܽ ర ޜߖ޳ఒక అ࢑ ݡ
ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ߖ޻ फతం మనంࣆऴప ,࠼ޑయబడۯ తफం ఉతओ࠴ ఈ ߘߝ ,࠭  సంڝ పదం ࡹफޒ
ऒߕޔڕޔࢗ ࠭, ఇߘߝ ޴ పవ࡛ ߖ మ࣋ށڷ ߕ޼ࡔफ, ށڷ ߘߝంۧߘ అۮ ߖపओ ంݟ.x n
 ఈ పదంڜ ޜంత ࠫ࡯ڵ ఉం޴, ఇߘ ޴ంݟ సछ తంऴతంڴ ఉండ޶, ఇߘ ޴ంݟ సछ తంऴతంڴ ఉండړߖݞ x x x 
ఏڛక ࠪర ठం , ߘߝ ఈ పߖ޳ऒ వన ఉనऒڷ޴ ݟڕ  छ޳ ऱࡏࣃ फ పవ࡛࣋ށڷ ޜߖ޳   nc 0 x n nc 0  1 x ࡌ
శړ फ࣋ށڷ ߖ࢐ܽ ޜफ అ޴ అߝ పదం ߘంݟ ߯࠙గంࡹ ఉనऒ  పదం ߘంݟ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴.n x 
 మ࠾ࡍ సओ షदంڴ కߘక 

సछ ݟంߘ తంऴతంڴ ఉనऒ  పదం ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ न ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ x nc 0 nc 1 nc 2 ncn
ऒߖఅ ڕపవ࡛ వర ࠾ࡍమ ࡛ࠈ ࠑ 1 బܽद ࣋एڒ ࡔస ޴అ ,޴ఉంܿం ڴࡱ߄࢑  छ ࡛ न x n ncnx n ncn 
ఇం࠮޶లంߧࡐߖ ߖߖ޳ ߘߝ  ڴంۧڒ ߘబܽद ఈ సంړ ऱషद࠳న ఫߖޑ࡯ऒ  ఒక ࣍గ࣌న ޴ఇ ړߖݞంచߧࡐߖ 
ࠪరठం సࡕన ࡗ܋ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒  వߤ ࣋ए छ ࡛ न అߖऒ ంܽࡔ࢘ ړ ࠪరठం ޶ڒ, అం݄ ఇ࡮ۧ ޴ ప࡯ࠪړߖన nc nc 
ఫ࡯తం ࡮ۧ ړߖ޵ ,޶ڒ ఆۨࡹంۧ࡯झ న అవసరం ఉం޴ 
छ޴ పద ޳ࣄम ంతం ڕࡶంߖ޵ ݞऒ  ߖߖ޵ ࡱऴపజ ޴మం ࡮ۧ ޴ఇ ࡔస ࡯ݞకషदప ࡮ۧ ړߖݞంచ޴ం߰ࡐ 
ఉపࣆڵࡆफߕऒ ప  ߘߝ న࢑࠳కށࠪߦऴ ࡱޑ࡯ఈ ఫ ࡏ ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ nc 0 nc 1 nc 2 n ړ పవ࡛ 2 ݋ݞ ݋ݞ 
సࠪనం ۧ࡮ మం޴ ऴపజߖߖ޵ ࡱ ऴށࠪߦక ఫ࡯తంڴ ఉపࣆڵࡆफߕऒ ఈ  ప ࠾ࡍమ ࡏ ऱ࣒   ప ऱ࣒  c 0 c 2 c 4
సࠪనం ڒబܽद అߖऒ  సࡍ ప޳ల ࠴తफం సࠪన ప޳ల ࠴తफం 2 పవ࡛ 2ړ సࠪన࠳న అߖऒ फޑ࠴ ల޳ప ࣄࠐ  ړߖ
సࠪనం ࠳న࣒ 1 ݟڕ ఇ޴ ఒక ऴށࠪߦక ఫ࡯తం మ࠾ࡍ ఇకए డ ఇݞږ ޴ ఒక ऴށࠪߦక ఫ࡯తం n nc 0 
࣋ए छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न మ࠾ࡍ ࣋ए छ ࡛ न ࠴ ܽ࢒తफం ړ సࠪనం అޙ࠼ nc 1 c 2 2n cn
ఈ ఫࡐࣃ ࡮ۧ ړߖޑ࡯పङ పङࡐࣃ  తం࡯క ఫށࠪߦక ऴࡖన మ࠳ a ߖ ࠭࠲ బܽद ఉࣣڒ ࡔస ޴న࠳
۫డߕޔࠓऒ ࠭  మࡍంత ߄ࣃరނకరణ మనం ۫ࣄన ࠭ߘపܽ ࡍڷ फంࡅ ߩకए  బܽद uhڒ కరణނర߄ࣃ 
మనం ఏࠫ ۯయߕޔࠓऒ ం ڒబܽद ࡍڷ फంߩ ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉంܿం޴  ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  c naught cr plus c 1 cr 

 ప ऱ࣒  2 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ   c 2 cr cn rcr ncr 2 ޴ఇ ࡏࠬ  ࠾ࡍన࣒ మ࠳ 
 ప ऱ࣒ ప  ࡽయࡍदڝ߷ ޴ఇ ,࡯ంۧߧ۫ ߖసࠪనం అ ړ  ऱ࣒ छ޳  సࠪనం n r n n ړ ݡంࡓ న࠳రకڒ ࡌ
మڝ߷ ࠾ࡍदࡍయ࠳ ࡽన࣒ సڒ ࡔబܽद ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ఎߧ۫ ࡏࠬ ࡹ࠻ۯ ࡮ంۧ࡯झ ం޴ ఇ޻ అߖ޵ ޙ࠼ऒn r 
గమߖంచంړ0 ߘߝ  ݟ సࠪన࠳న ߖ పऱࣃۯ ۃफ ऒߖ޳పܽߘ࠭ फ࣋ۯ ۃపऱ ڴసࠪనం ړ0 ߖ ߘߝ , ߘ r ڵࡍޒ  r
߰ంߘޑ޶, ఆ߯  ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ ఓࣣ,c 0 ߘޑ޶ం߰ ڵࡍޒ ڕవర ߘ ݋ݞ ݋ݞ  c 1 c 2 c 
ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ न అ࠼ ఉం࡯ݞ మ࠾ࡍ అړ 2 ޴ సࠪనం అߘߝ ߖ అڕߘంܿߕऒ  న ncn ncn n࠳రకڒ ,ߘ
छ޳ छ޳ రకంڒ ࡌ ࡍڷ తफڜ ޻అ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ ݡంࡓ రకంڒ ࡌ फంߦ ߩత߄ࣃ ޴రނకరణ ڒబܽद ࡹ n n r
ऴపޙङ క ࣒ښ పऱړ0  ۃ సࠪనం ࠬࡏ అసߖ޳ ࡱऒ  ࠭࠲ ߖݟఐ ݟ ࡮ఎ ࠭࠲ ޴తߦ బܽदڒ ࡏޑ޶ం߰ ڵࡍޒ 
పࡍషए फࣃࡍ ప  ࠭࠲ ,࠭ࣃۯ ߤఇ ۃపऱ ࠭࠲ ࠭ ऱ࣒ కएࡅ 1   ࢑సफరణߘ ࡹంݟ సछ తంऴత పߖ޳ऒ  x x ړߖݞయۯ 
ऴపయޒऒ ంۧ࠭ ࠴తफం శړ फ 2 సࡔ అ࠭࠲ ޴ ఇߩओ ऒޒऴపయ ݡ ంۧ࠭ ఈ޳ ߘߝ ࡍࣃछ ప  ࡌ ऱ࣒x n xi am x 
ऒޒऴపయ ߖ1 ంచడం ޶ࡶ  ప ऱ࣒ ऒޒऴపయ ߖ  ంచߕޔࠓऒ ం ڒబܽद మనం  ప ऱ࣒ ऒޒऴపయ ߖ  भ޳ x y ޴బܽद ఇڒ ࠭ x y
ओߩఇ ߘߝ ఉࣣ , ݟంڝफం۪ࡏڷ ऒߕޔࠓయۯ ఏࠫ ݡ फనऒࣆ۫ ࡏ޶ఎ ࠭࠲ ߖఅ ߠ ࡍڷ  फంߩ ఇߖ޵ ࡏࠬ ,޴ 
నం 2  ప߄సం ࠬ సࠪڝ ऱ࣒  ఇߩओ ऒߕޔڕޔࢗ ݡ ప  ࡏࠬ  ࡏ ऱ࣒ ncr n x y n ޴फ, ఇ࣋۫ ߖ తफం పవ࡛ 2࠴  x 
పవ࡛  ࡓ ऱܿ ࡛ࠈ  ప ऱ࣒ ࡓ   ऱܿ ࠳ ࡛ࠈన࣒  ࡓ ऱܿ  ప ऱ࣒ nc 0 2޴फంࣆࡍ࢑సफ ڴ ݋ݞ ݋ݞ ݋ݞ  x 2 n c 1 x 2 n 1 y 
ప  ޴ంޔ࢓బܽद ఏ పదం 2 అڒ ऱ࣒ ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ ߖ޻ ࡏࠬ   ncr n x power ny power ڕహరణ޳ఉ ࡏ

అࡹ ߖ޵ ޴ߝపల ఒక పదం అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అ2 ޴ అڷ ߝణకం కڵ࡯ ఉంܿంߗڒ  ޴ అ2 ޴ n ncn ok ncn
 ప ऱ࣒ ట࡛घ ࡍప޶త ޶ڒ ޴నࡕస ޴फ ఇ࣋۫ ߘߝ బܽदڒ ޶ڒ   అߩओ ప  ޴అ ݡ ऱ࣒  1 ఆ߯ ࡅకए  శړ फ 1 r 2n cn x 
తڷठޔం޴ మࡅ ࠾ࡍకए  శړ फ 1 ޳छ నऒޔڕޔࢗ ࠭࠲ ޴ఇ ݟڕ ޴ంޔڷࡏ߭ ࡌ  y als 2 ޶ڒ ޴ంࡕస ޴

 ప ऱ࣒ న࣒ పవ࡛  ప࠳ పవ࡛ ݟంߘ  ऱ࣒  సࡏࠬ ࡔ ఈ ࢑సफరణ ࣋ۯफ అ޴ అߝక ప޳లړࡹ ncn rx n ry n r 
࢑సफࣆࡍफం޴, ఇ࡮ۧ ޴ ప޳లࡹ ఒకܽ ࠪऴత࠲ ఇ࢑ అߖऒ ओߩపల ఇࡹ  ࡱబంధనߖ  కएࡅ ఈ పదం ఈ పదం ݡ
 ޴ంޔ࢓అ ࠲న߄సࠪ ࠪ ޙ࠼అ ݋యంࢳ߹ఎڝ
एڕబܽद ఈ హڒ छ޴ ړߖݞంచࡍ࢑సफ ߘ పద ࢑సफరణ ఈ ޴छ పద ࢑సफరణ ࠪऴతߖ޵ ࡏࠬ ,޶ڒ ࠲ऒ   ప ऱ࣒  తफంx y࠴ 
పవ࡛ ࡏࣃऱ  ప ऱ࣒ ంచవ۪ऐࡍ࢑సफ ݞږ ڴతफం࠴    పవ࡛ ఇߩओ ओߦޒ ڕ޶ఎం ߖߖ޳ ߘߝ ݡ  n y x n ߘߝ ,ߘ
ఎంڕ޶ సڴࡍठ ߦޒओ సओ ڕࠬ ޴ߝఅ ߘ షदం࡯ޘ ڴయߦޒ ߖߖ޳ ߘߝ ߗڒ ,޶ओ ఒక సందరग ,ߘ ంߘߝ ࡹ  ప ऱ࣒x 

అߖ ऴߘࣃ࢐, మࡖక సందరग ంߘߝ ࡹ  ప ऱ࣒  అߖ ऴ܉࠻ࠪ ߕ  ߘࣃ࢐లం సڒ ࡔబܽद మనం ఏࠫ y y x 
ऱ పవ࡛  పࡏࣃ న࣒࠳ బܽद మనం పవ࡛ڒ యగలంۯ ऱ࣒ కएࡅ  ऒߕफࣆ۫ సంڝ ణకంڷ  ࠭  ప ऱ࣒  x n r y n r x 

ऱ  పࡏࣃ తफం పవ࡛࠴ ऱ࣒ ऱߦ ࠪ ޴తफం పవ࡛ అ࠴  కएࡅ ߲  బܽदڒ ߤ  అం݄ y n y x n x ݋యంࢳ߹ఎڝ 
ఏࠫܽ అߝ ऴపశऒ వछߖంచࠚరంߦనఃऴߩ ߘ ం࠳ ݟన࣒ ࡏࣃऱ పవ࡛  ప ऱ࣒ ప  ࡹ  ऱ࣒  తफం పవ࡛ rn r y n r x y࠴ 

ऱ  పࡏࣃ ऱ࣒ ऴపశऒ ࠪ ޴తफం పవ࡛ ఇ࠴   ఇߩओ ऱ పవ࡛  పࡏࣃ న࣒࠳ ࡛ࠈ ݡ ऱ࣒  ఓښ అߝక n y x m x n r y n r 
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ठࡌࠪ ల࢑ۨ ߘऑ నऒ ం ۯయࡌࠪ ࡮ۧ ړߖݞठ ऒߕఉ ࡱ  ߖߖ޳  ࠼
࢑డ޵యంߘߝ ,ݟ ఈ ࢙ߘ ߩంݟ పవ࡛ ߖ ఇకए డ ߘంݟ అߕڕࣆޓ ڴ࢓ࡏऒ నߖ అڕߘం޳ం, ఈ ࢙ߩ y n
ओߩఎలऱ ࠾ࡍమ ࡯ݞ۫ ߖ ऱ పవ࡛ࡏࣃ న࣒࠳ పవ࡛ ߘߝ ݟంߘ x n r y r ࠾ࡍన࣒ మ࠳ ݢ n r r 
फޑ࠴ ऒߖ బܽद  పڒ ڡۮ ࣒ڒబܽद ऴڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړݟڕ తफం࠴ ంܽݟంࡓ ఈ  ࡯࢐ڝफం۪ࡏڷ  ऱ࣒  n x y 
ऒߖ޳ప ߝతफం పవ࡛ అ࠴  కڵ࡯ ఉంܿం޴ పవ࡛ ࠳న࣒ పవ࡛ ఆ n x n ry r ncr 
కएࡅ కएࡅ పవ࡛ ࠾ࡍణకం ఏࠫܽ మڷ  ణకం ఏࠫܽ  పڷ  ऱ࣒ ओߩఅ ࡔతफం పవ࡛ స࠴   y n y x nncn ݡ
మనం ޳ 1 ߖߖ޵छ ڵత ࡌ ठ޳भ ం మߘߝ ࠾ࡍ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ࡓ ऱܿ ڝసం ߕޔڕޔࢗऒ  y n x ࠾ࡍమ ߘ
ఇ࢙ܿߩ ఓࣣ ࣾࠫంచంݟ ఇࡗ܋ ޴ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࠬڝ ࡏసం ߕޔڕޔࢗऒ  బܽद  nc xs yڒ ࡔస ࡏ
పవ࡛ ࠳న࣒ ఒక ࡏࣃऱ ࡓ ऱܿ పవ࡛ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 1 ࡏࣃऱ పవ࡛  ప ऱ࣒  1 ఇߩओ  ణకం అం݄ n x x n r y r oڷ ݡ
ఏࠫܽ  పవ࡛ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 1 ࡓ ऱܿ పవ࡛  ప ऱ࣒ ప  ࡹ 1  ऱ࣒  నం fx n r y r x y n߄సࠪ ࠾ࡍతफం పవ࡛ మ࠴ 

 ప ऱ࣒  1.ncr 
 సڴࡍठ నऒڕఎం۪ ࡏࠬ   సంఖङ  ఎ࡮ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ࡓ ऱܿ ڷణకం ఎంత  ప ऱ࣒  y y n x y x 
ऒߕڕఎం۪ ࠲ऴతࠪ ߖ ఒక ࡏࠬ ࡹ తफం పవ࡛࠴ న࣒ 2 n࠳ పవ࡛ ࡏࠬ బܽदڒ ఒకܽ ޴బܽद అڒ ࡏ x nc y n 
ࡓ ऱܿ ࣋ए छ ࡛ न ݞږ ߖ ఎం۪ڝవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ ࢙ߩ పవ࡛ ࠳న࣒ ࠳న࣒  ࡓ ऱܿ పవ࡛ ߖ x x n r 2 y 
ఎం۪ڝవ۪ऐ   ప ऱ࣒  2.r 
 సڒ ࡔబܽद ఈ ࡓంݟంܽ ࡅకए  ఉతओ న࣒ పవ࡛  ప࠳ పవ࡛ ࡍࣃࡗफ మޒ ऱ࣒  న࣒ x n ry n r y n࠳ బܽद పవ࡛ڒ 

࣋ए छ ࡛ न  ప ऱ࣒ ऒߕڕఎం۪ ߘల ݡంࡓ ࡏࠬ ?ణకం ఎంతڷ తफం పవ࡛࠴   x y x n x nc 2 2  ޴బܽद ఇڒ ࡏ
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఈ ఒక పవ࡛ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 2 ࡏࣃऱ పవ࡛  ప ऱ࣒ కएࡅ 2   x n r y r r ࡏࠬ ,ణకం ఏࠫܽڷ 
 ప ऱ࣒  2 లߘ ఎం۪ߕڕऒ ప  ޴బܽद ఇڒ ࡏ ऱ࣒  2 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇڼ࡮ ఉం۪ڝవ۪ऐ  వࣆफ࢓లߘ y ncr 
घࡍߖ ంచడం ڒబܽद ߖߖ޳ ऴࣃ࢐भ ం ڒబܽद ఇࡏࣃ ڕࠬ ޴ऱ ࠴దܽ పߖ޳ऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇࡏࠬ  ޴ ncr nc 0 n
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖ ऴ࢐యక߱వ۪ऐ ޳ࡶ   ఒక సతछ రࠪరठం ߖڜऒ ऒߕࣆ ऱࡏࣃ ऒߕࣆ ऴ࢐యడం ߖ  ऱc ncࡏࣃ ࡮ۧ ߖ
ऴ࢐యడం వࡵ ఉంܿం޴, ఇࡏࣃ ࡮ۧ ޴ऱ అంతࡎ ऱనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ऴపశऒ  పऴޑలࡏࣃ ࡮ۧ ࡹऱ ߘ ࡏ࢐n 
వࣃ࢘࡯޴फ ࡍߪ ంۨࡍڷ ߖ޳  ݟయంۯ ࡹబܽद ఆ సమయంڒ ࡏ फߕ۹ ڴऒ నऒࠚ ం ۮందకంݟ మࡍڷ ߖ޳ ࠾ࡍంۨ
బܽद ఈ వङڒ ,ݟధ పడకంࠈ ڔ फకరణߖ޳ ࡹ అంతࡎ ऱనతࣆ ߘలభం࢑ ڴసघ ంచవ۪ऐࡍ  ంۨ nࡍڷ ߖ޻ ࡏ࢐ ,
ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ కएࡅ ంܽݟంࡓ బܽद ఈڒ ࡏ  ఉతओ మనం ఇకए ݟంߘ फޒ డ ߰ం޴޻ ఈ ࠴దܽ పదం మ࠾ࡍ 
ఉతओ .फޒ
  ఈ ࡓంݟంܽڕߕ ࡹ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴  ప ऱ࣒  nc 1 nc r ڼ࡮ఇ ࡏࠬ బܽदڒ ޴నࡕండవ పదం సࡓ ޴బܽद ఇڒ 1 
ړశ ࡏࠬ ఆ߯ , ࡏఉంܼ ߝޕڷࣃనڜ फ వరࢗ ڕళ ऱߕޔࠓऒ ఇకए  ࠼ޑ࢓అ ڡऴܼ ࡱ బܽदڒ ࡏ డ y y c 1 c 2 
వరڕ వర࠳ ڕన࣒ పవ࡛ పవ࡛ ࠳న࣒ ఈ ࢙ڕߕ ߩ࢙ݟڕ ߩ పవ࡛ ఉం݄ c 1 c 2 cn ry rx n r y r 
 y n x.޴పవ࡛ 0 ఉంܿం ڕߕ పవ࡛ అవసరం అం݄ ߩ࢙ ఈ ڕߕ
ऒߖబܽद ఎڒ  ఇకए ࡏࠬ ݟంచంࠫࣾ ࡱ  డ ఎߖऒ  లߘ ఎం۪ߕڕऒ ऒߕڕఎం۪ ߘల ࡏࠬ  ࡏ x ࡏ y ncny 
మ࠾ࡍ ఈ ࢙ࡏࠬ ߩ ఎߖऒ  లߘ ఎం۪ߕڕऒ x ڕࠬ పదం ࡍబܽद ۨవڒ ޴ంޔ࢓న࣒ అ࠳ ޴అ ࡏ ncn r 

ऒߖబంధనలߖ బܽद ఈڒ ޴फంࣆన࣒ ఇ࠳ ంܽ ࠴తफం 2  ప ऱ࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ ncnncn r ncn rxn pi x n ry  
పవ࡛  ప ऱ࣒  సڒ ࡔబܽद ఇ޴ సంړ ऱషद࠳న ࡍڷ फంߩ అޙ࠼ ఇߖڜ ޴ऒ  फతంn rࣆऴప ,޴ంޔࡏࠪ ڴగకరంࡆऱ ఉపࡏࣃ
ऒߖڜ ࠭࠲  సమసङ లߘ పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ ऒߖڜ నࣄۯ దमంࣄ ߘߝ బܽदڒ ࠭  సమసङ ల ߘޑࠉ܉ 
छࡌత ࠾ࡍమ ߘࣃۯ దमంࣄ ߘߝ త ࠬࡏ  మࡏࠬ ࠾ࡍ నߘऒ  అڵݟనߩओ ऒߖࡍమ ݡ  సమసङ ల࠭࠲ ߘ 
పࡍషए ऴపశऒ ߕ ޴బܽद ఇڒ ంచగల࠭ࡍ  ఒకܽ మڕߕ ࠾ࡍ ఒక ऴపశऒ ఒక ऴపశऒ ڕߕ ఆ߯ ࡔస ݡంࡓ   ࡔస ݡ࠮ 
ऴపశऒ ߕ ޴బܽद ఇڒ ల ࣊3 ݋ ऴపశऒ కएࡅ ࡱ ړణకం ఏࠫܽ ఈ సంڷ  ऱషद వङ ڔ फకరణࡹ పవ࡛ 7 ࡓండవ ऴపశऒ  ఈ x 
ఇతర సంړ ऱషद వङ ڔ फకరణ࠳ ࡛ࠈ ࡹన࣒ 7 ࡅకए డవ ऴపశऒ࠮ ࠾ࡍణకం ఏࠫܽ మڷ   ఈ ࡓంݡ సࠪࡱߕ߄ x 
ఒ࡮ښ ఉం݄ మ࠾ࡍ మధङ  మ࠾ࡍ మధङ  సంబంధం ఏࠫܽ, a b a b 
అࡅ 7 ࡛ࠈ ޴కए  మ࠳ ࡛ࠈ ࠾ࡍన࣒ 7 ࡅకए  coeffi  x cient xݡంࡓ ఆ ࡹ࢑సफరణల ݡంࡓ ణకం ఆڷ 
ప޳లࡹ సࠪనంڴ ఉం݄, అߩओ మధङ ࠾ࡍమ ݡ  సంబంధం ఏࠫܽ ڒబܽद ఇݡ࠮ ߕ ࢑ ऴపశऒ ऒߖ޵ ,ࡱ  a b 
పࡍషए ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ भ޳ ం సࡔ ఆࣣ ࠬࡏ ఎࣃۯ ࡮फ छ޴ ߩ࢙ݟڕ ݟంపܑయంࡍ࢑సफ ࡏ పదంڴ 
࢑సफࡍంపܑయం࠴ ݟదܽ޴ ఆࣣ ࢑ ߘసफࡍంపܑయం࠴ ,ݟదܽھ ޴డन࡯ ࣋ए छ ࡛ न ప ऱ࣒ 1 ޜ తफం పవ࡛࠴ ߖ  bx 11
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ भ޳ ం.
.ݟంచంࠚరంߦऴ ݟంߘ 0 ࣄ 11 ࡏࠬ బܽदڒ 
ए࣋ ࡯డनھ  छ ࡛ न ࠴తफం పవ࡛ 11 సڴࡍठ  ఇ޴ జరగ޶.
ప ښపవ࡛  ఓ ڕࠬ   ऱ࣒ झڡ࠻  ࣄ    ࣋ए छ ࡛ न ࠴తफం పవ࡛  ࡓ ऱܿ  ࠑ ఇవछ ంݟ ఈ ట࡛घ పవ࡛ x 7 ࡹ  11 1 10 1 bx x 
ఎంత ڒబܽद పవ࡛ 20 ࠳న࣒ 1 ڒబܽद పవ࡛ 19 ڒబܽद ࠴దܽ ట࡛घ छࡌపవ࡛ 22 త ڕߕ  ట࡛घ ޒ  ఇۨऐ ం޴  x x x 
పవ࡛ 19 ఇ ڕߕ फ࣎ ంڒ ޴బܽद ఇڕߕ ޴ ఏࠫ ఇࣆफం޳۫ ޾भ ం ڒబܽद ఇ22 ڕߕ ޴ ఇ फ࣎ ం޴, ఇڕߕ ޴ ఇࣆफం޴ x 
19 ఇڕߕ ޴ పవ࡛ 18 ࠳న࣒ 2 ఇࣆफంڒ ޴బܽद అం݄ 16 ఇ޶ڒ 7 ޴ ఇంڒ ఎకए డ ఉం3 ࣄ 11 7 ڕߕ  ޴ x 
లࣆࠚफంڕߕ ޳ x 
ఇర࢙ ࡓంݡ పంࠫޛघ ړఎంత శ ࡏపదࣔ ޴ फ ఇࣆफంߘߝ ޴ ఇకए డ పదݡ࠮ పదݡ࠮ ࠙గం ߰ంߘޑ޶, x 
ఆ߯ పదڜంߘߝ ڷࡱߕ ࣄ ݡ ߰ంߘޑ޶ శړ फ ప޴ పదڜంࣄ ݡ ఐ޶ పదڜంࣄ ݡ ఐ࠳ ߘߝ ޶న࣒ 5 x x 12 
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కएࡅ  శړ फ ఏࠫ݇ ߰ంݟڕ 7 ڕߕ ,ߘޑ޶ ఇࣆफం޴ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన࢑ ఉంచబడ࠼ޑ మࡍంత ޴గޜࡏ܉ం޴ 
फనऒࣆపవ࡛ 7 ఇ ڕߕ బܽदڒ  ఏڛక పదం ఇ޻ x 
మ࠾ࡍ సओ షदంڴ పవ࡛ 7 ࡅకए ࡓ 5 ࣄ బܽद 11ڒ ణకంڷ  ऱܿ ఒక పవ࡛ 6 ࠉ ࠑ పవ࡛ 5 అޔ࢓ం޴.x 
 సࡔ ఇߕ ޴ సࠪ߄నం  ऴపశऒ  ఒకܽ అߩओ ऴపశऒ ߕ ݡ झڡఎࠉ ࠑ న࣒ 1࠳ ࡯డनھ 2   ࣋ए छ ࡛ न ࠴తफం పవ࡛ 11 ڜంۮం 
ܽछ ࣊द࠳ ݭన࣒ అ࠳ ڼ࡮న࣒ ఉం޴ 
మ࠾ࡍ పదڜంߕࣆ ࣄ ݡऒ కएࡅ ݡంڜతफం పవ࡛ పద࠴ ࡯డनھ   పవ࡛ ఏࠫܽ ఇకए డ పదڜం࡮ۧ ݡ x 
కం݄ ఇకए޶న࣒ ఎం࠳ ޴ంڷࠈ డ ࠳న࣒ ఉం޴ ఇకए డ పవ࡛ ݃࠳ ߤన࣒ ࡓంݡ అం݄ పవ࡛ 8.x x x 
బܽद ఇకएڒ  డ 11 ڕߕ ఉం޴ ఇకए డ 8 ڕߕ ఉం޴, తࡌछ పऱ࣒ ޴ޒ  పవ࡛c 2 ab x ߘߝ ఆ߯  ޴ంޔ࢓అ ݋ࡕ 11 
అకए ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ 3 ࣄ 11 ޴ࡍప޶త 7  ࡯࢐ڒ న࣒࠳ పవ࡛ ޶ڒ ޴నࣄవలڒ ڕߕ ,ߘޑ޶ం߰ ߖ5 డ x 
छࡌత ,޴फంࣆపవ࡛ 2 వ ڕߕ త ڕߕ పదڜం࡛ࠂ ࣄ ݡ వࣆफం޴ మ࠾ࡍ అకए డ ߘߝ పవ࡛ ࠳న࣒ ఒక x x 
త޶పࡍ పదڜంࣄ ݡ ఐ޶ మ࠾ࡍ పవ࡛ ࠳న࣒ 4 ߰ంߘޑ޶ ఆ߯ ࣄ 11 ߘߝ ߰ం6 ߘޑ޶ ఆ߯ మనం x 
ऒߖ޵ ࡍߪ  फھ ڴడन࠴ ࡯తफం పవ࡛ 5 1 ࠑ ࣋ए छ ࡛ न ࠴తफం పవ࡛ 6 అߖ ऴࣃ࢐भ ం మ܉ ߖߖ޳ ࠾ࡍऴగతफڴ bx 
ప࡯ࢣࡍంచంڕߕ ݟ పవ࡛ 5 వۨऐ ంࠑ 1 ڕߕ ,޴ పవ࡛ 12 వۨऐ ంڒ ޴బܽद 5 ࠳న࣒ 12 ڕߕ పవ࡛ ࠳న࣒ x x x 
7 వۨऐ ంڒ ޴బܽद  ఇߕ ޴ అవసߖࡌऒ  సంతృߧफ పࣆࡏफంڒ ޴బܽद ڷణకం అం݄ ߘߝ ఎࣆ۫ ࡏ޶फనऒ  పదం 
మߕ ࠾ࡍ ऴపశऒ .పవ࡛ 6 ࠉ ࠑ ఎ పవ࡛ 5 6 ࣄ నం 11߄సࠪ ړ2 
 ࠪర ठం ޳छ ङ߷ ࢟ࠀ ࡽయࡍदڝ߷ ࠑ 11 ࡽయࡍदڝ߷ 5 ࣄ 11 ఏࠫܽ ఇ࢑ 6 ࣄ 11 ࠾ࡍమ 5 ࣄ 11 ࡌ झڡࣄ ࡽయࡍदڝ  
మ࠾ࡍ పదڜంڡࣄ ࣄ ݡझ  అం݄ అ࢑ ޻షయం ڒబܽद అ࢑ సࠪనం ڒబܽद ࠮ ߕడవ ऴపశऒ  ۫డం࠴ , ݟదܽ 
సࠪ߄నం ఒక݄ అޙ࠼ మ࠾ࡍ మధङ  సంబంధం ఏࠫܽ ࡓండవ సࠪ߄నంࡓ , ڴంڷ ݡణࡱڒ a b 
సࠪనంڴ ఉం݄, సంబంధం ఏࠫܽ అ޴ ఇపओ  11c5 ޶ࡶ యనవసరంۯ ఏࠬ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ6 ࣄ 11 ښܽ
ओ߮ۮ ߘߝ , దంޑ ఒక పవ࡛ 6 ࠉ ࠑ పవ࡛ 5 ఈܘ ఈకछ .పవ࡛ 6 ࠉ ࠑ ఒక పవ࡛ 5 ࡽ
 అం݄ అం݄ ఈకछ అర ߖఅ ړ ࡽ बం.a 

అ޳ ࠉ ޳ࡶ ࠉ ޴ߝछ ړబܽद మనం శڒ సࠪనం ړߖ޳ఒక ࡌ फ޳ށڷ ޜभ ం ఐ޶ అߘ࢓ అ޴ߝ ఒకޜߖ޳  ba b a 
సࠪనం ऴ݋ڼ సڒ ࡔబܽद ఇ࠮ ߕ ޴డవ ऴపశऒ వలం అښ ޴బܽद ఇڒ నం߄సࠪ ڕ ङ࠙ స సమసङ  సࡔ, వࡏసڴ b 
మࡖక అ ङ࠙ స సమసङ బܽद  ఈ సమసङڒ   ऴపకటన మ࠾ࡍ అ1 ࢑ߝ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ 3  ࠗ a b x x x 
పऱ࣒  ࠾ࡍపవ࡛  మ ࡽࣟ   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒ 4 ࡹ ࡛ࠂ పవ࡛ ࡽߺ ࡛ࠂ పవ࡛ ࡛ࠂ  1 x 2 x 3 x x x 
ङږ కएࡅ ࠗ .޴ంޔࠋۮ ߖఅ ࡱڒణڷ 
 సࡔ ఇ޴ ఒక ऴܽڡ ऴపశऒ గమघ ࡮ۧ  फన ऴపశऒޘౖ ऒߖ޵ ࡏࠬ   ఎ࡮ పࡍషए फࣃࡍ గమघ ࡮ۧ ޴ఇ ࡏ फన ऴపశऒޘౖ  ఇ࡮ۧ ޴ 
గమघ फన ऴపశऒޘౖ छ޴ ڕࠬ ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޵  పద ޳ࣄम ంతం అవసరం ࡶక߱వ۪ऐ  ంۮంڜ ࡏࠬ 
ఆۨࡹంచంݟ అߖऒ छ޴  పద ޳ࣄम ంతం ఏࠬ ޶ڒ, ఇښ ޴వలం ࢑ష࠻లߘ ఉంచړߖݞ ఒక ࠪర ठం ڒబܽद ࠬࡏ 
వࣆफ࢓లߘ ఒక۲ట ۯరऐ ठࡌࠪ ޻అ ړߖݞ ऒߖ  వࡍ फంపܑ࣋फ, ࠬࡏ ఎలऱߩओ  ߖ0 ࠾ࡍమ ࡏగలڝफం۪ࡏڷ ݢ
ఎం۪࡯࢐ڝ అࡏࠬ ߖ ఎలऱߩओ వ۪ऐڝफం۪ࡏڷ ݢ , అ޴ ఎకए డ ߘంݟ వۨऐ ంߕ ߘߝ ޾  ప ऱ࣒ ړతफం శ࠴  फߖ x y 

పరం࢑ ڴభ܊ంۨ, ఆ߯ ڕࣆޓ ߘߝంܿనऒ  ठ n x yڴࡍస ߘߝ ݟంߘ ࡍందڜࡍమ  ݟంߘ తफం࠴ 
ऒߕంܿڕࣆޓ ఆ ఉతओ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߘ फࣃۯ ࡏ࠻త ߖफޒ ऒߖఅ ࡏࠬ బܽदڒ ࡏ  సమ࠻లࡹ అ࡮ ఆ࣋ۨࡹफ, ఈ
సమసङ లߗऒ మనం ఇకए ࡔస ࠼ఉంܼ ڴܽࣇ ࡮ۧ  డ ఏࠫ ࣃۯफ ప 1 ݟంచంۨࡹఆ ࠵ ऱ࣒   ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ न  x x 
 ప ऱ࣒ ङږ 3  ప  ޴తफం, ఇ࠴ దभ߭ ࡮ۧ ޴తफం పవ࡛ 4 అం݄ ఇ࠴ ࠗ ऱ࣒  x x y ࡏࠬ ,޶ڒ ڷࡱߕ తफం పవ࡛࠴ 
ऒߖ޵  ఒకܽ࢑ ڴభ܊ంۧలڕߘంܿߕऒ .޶డږయۯ ޴అ ,ࡔస ޴న࡯ڵࠫ ࠾ࡍమ ࡏ
ऒߖ޵    అసझ ङږ भ޶యవۯ ࡱ కएࡅ ࠗ ङږ ࡏࠬ ణకంڷ  కएࡅ ࠗ  ఈ x x ࡗޑ޶ం߰ ࡮ఎ ߘ ݋యంࢳ߹ఎڝ 
ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఆۨࡹం۪ڕం޳ం  ఇకए డ అږ ڕࠬ ޴ङ ࠗ ఇࣆफంࡏࠬ ,޴ ఇకए డ ఒకߖ޳ऒ  ఎం۪ڝవ۪ऐ  x x 
ఇకए డ ఇకए డ ఇకए డ మ࠾ࡍ  ఇకए డ ఒకܽ ࠬږ ڕङ x x x x ߖ ࡏࠬ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ޴फంࣆఇ ߖ ࠗ
ఎం۪ڝవ۪ऐ ऒߖڜ ࡏࠬ , ऱ ࣋एࡏࣃ छ వ۪ऐڝఎం۪ ݞږ ߖ ࡛ ఇకए ࡏࠬ ߗڒ , డ ږङ  ం݄ , x xڕఎం۪ ߖ ࠗ
ङږ  ࡏࠬ కం݄޶ఎం ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ1 ݡ࠮ న࡯ڵࠫ ࢑ధङ࢙ ࠬ ࡏࠬ బܽदڒ ࡯࢐ڒ ࠗ  x ࡱߘన ప࠳
फࣃۯ ऒߖڜ ࡏ ऒߖ޳ఒక ࡏࠬ ऱࡏࣃ  ఎం۪ڕంܼߖڜ ࡏऒ ऒߖڜ ࡏࠬ ऱࡏࣃ ए࣋ ࡏࠬ ऱࡏࣃ छ  x 2 x ߖ ࡛
ఎం۪ڕంܼߖڜ ࡏऒ ङږ ࡏࠬ ऱࡏࣃ ङږ ݡ࠮ ݟంߘ ఒక పదం ߕ޼ఏ ࡏࠬ ం݄ڕఎం۪ ߖ ࠗ  x x 3 ߖ ࠗ
ఎం۪ڕం݄ ࠫ࡯ڵన ݡ࠮ ప࡯࠻ۯ ࡱ޳  ఒకܽ సڴࡍठ  ఉంݡ సڒ ࡔబܽद ࠬࡏ ఈ అڞంܽంۃ అంࡍߪ ޑफ 
ࡍߪ ,ࣄۯ फ హڕए ऒߖ޵ ࡏࠬ ,ݟందం߰ ߘ ऒߕంܿڕߘల࠻ۯ  ऒߖ޳ఒక ࡏࠬ ࡔస ࡏ  ఎߖऒ  ڴࡱ߄࢑ 
ఎం۪ڝవ۪ऐ ఇకए ࠭࠲ బܽदڒ  డ ߘంݟ ఒకߖ޳ऒ ऒߕޔࠓయۯ   ఒకܽ ࡹܽ࢒  ఒకܽ ࡹల޳ప ڷࡱߕ ࠭
మݡ࠮ ࠾ࡍ సࡔ ఈ ږङ भ޳ۯ ڴ࡮ ࠗ ం ࠬߖ 1 ࡏ కڵ࡯ x xxx
ఉండవ۪ऐ ए࣋ ߖߖ޳ ࡏࠬ  छ ࡛ न ࣋ए छ ࡛ न ڴ మ1 ߖߖ޳ ࡏࠬ ߩ࢙ݟڕ ࠾ࡍ x 1 1 x x 
ఒకܽڴ మږ ࠾ࡍङ ࠗ x 
ఏߕ޼ ఉం݄ సߖ  ࡍబంధనږ ࡱङ ऒߖఎ ࡏࠬ ࡱ޳ప ݡ࠮ న࡯ڵࠫ ,ࠗ ठࡌࠪ  లߘ ఎం۪ڝవ۲ऐ  ఒకܽڴ x 
ఉంږ  ࡯ݞङ ऒߖ޵ ߘߝ ࠗ  ఎం۪ڝగలߖ޵ ߘߝ ,ߘऒ  ఎం۪ڝగల޳ࡶ ߘ ఇږ ݡ࠮ ڷࡱߕ ޴ङ ࠗ x x 
పߖ޳ऒ  ఎం۪ڝవړߖݞ ఒక ࠪࡌठ లߘ ఎం۪ڝవ۪ऐ ङږ ݡ࠮ ڷࡱߕ ݟڕ  ࠗ పߖ޳ऒ  ఎం۪ڝవړߖݞ ఒక x 
ठࡌࠪ లߘ ఎం۪ڝం࡯ڵࠫ , ݟన అߖऒ ऒߖ޳ఒక ࡹల޳ప ߘߝ ,ࡔస ࡯ݞఉం ڴఒకܽ ࡱబంధనߖ   ࣋ए छ ࡛ न ڴ x 
ఎం۪ߕڕऒ బܽद ࣋एڒ ߘ छ ࡛ न ߘ ఎం۪ڝవڷࡱߕ ړߖݞ ఒక ࠪࡌठ లߘ ఎం۪ڕంܼߘ x 
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, ఆ߯ ࠫ࡯ڵన ݡ࠮ ప޳ల ߘంߖ ߘߝ ݟ ఎం۪࡯࢐ڝ , ఆ߯ అڕߕ ޴ ࣋ए छ ࡛ न ߖ ఇࣆफం޴  ఒక రక࠳న x x x
࣊ܽदంۃ , ఆ߯ ࠮డవ޴ మ࠾ࡍ బߘߝ ڴࡱ޶ ఒకߖ޳ऒ  ఎߖऒ వ۲ऐڝఎం۪ ڴࡱ߄࢑  పओۮ ࡏࠬ  గలࡏxx x 
ఎం޶కం݄ ࠫ࡯ڵన ݡ࠮ ఉంڒ ࡯ݞబܽद నߖࡍڷࡱ ఎం۪ڝవࡌࠪ ړߖݞठ లߘ ఎం۪ڕంܼڒ ࡏబܽद ߖ x x
ఎం۪ڝవړߖݞ ఒక ࠪࡌठ లߘ ఎం۪ڝంڒ ݟబܽद ఇ޴ సࡕనߖ޵ ࡏࠬ  ޴ऒ  పࣃۯ ߖफ  ,݋యంࢳ߹ఎڝ ࠬ ޴ఇ ,ࡏ
అࡏࠬ ڼ࡮ పړ ߗڒ ࡯࠻ۯ ߖ అదనంڴ పవ࡛  ట࡛घ  ఉం޾ ఊࣕంచంݟ మ࠾ࡍ అږ ޴ङ b b ࡹ ࠗ 4 x 4 x 
ఎߩओ ऒߘఎ ߖ4 ࡛ࠈ 4 ࡏࠬ ߖడదږࡌ ݢ  x.ࡏڝ
ऒߖ޵ ࡏࠬ ړߖݞంద߰ ࡏࠬ బܽदڒ ޳ڒ అసంబదमం ޴ఇ ޴బܽद ఇڒ  ऒߕఅంܿ ߖంۧరݟܔ   b ࡏ

ङږ घࡍߖ ߘ ࠗ ంచࡏࠬ ړߖݞ ఎలऱߩओ ऒߘఎ ߘబంధనలߖ ࠬ ݢ ऒߕޔࠓڝ ओߩఎలऱ ࡏࠬ ,ࡏ  ంܽxڵࡱߕ ఈ ݢ
మధङ ऒߕޔࠓڝఎం۪ ߘబంధనలߖ ࠬ  ళࢗ ړపవ࡛ 4 4 ڴజంߖ ࡏࠬ ,ࡏ ऱڒ ࡏబܽद ࠬߖ޳ ࡏऒ  ఎనऒ  x ڔܽ
ఎం۪ڒ ࡏࡶڝబܽद ݞږ అڼ࡮ ఉంܿం޴ అం݄ ࠳న࣒ ࠉ అం݄ 1 ࣾࠫంచం0 ݟ సڒ ࡔబܽद ఇ޴ ఒక b  
గమघ फన ऴపశऒޘౖ , ࢐సफߖ޵ ࡏࠬ ړߖ࢐ऒ एړࡵ  ంۧ࡯झ న అవసరం ߖ޵ ߘߝ ,޶ࡶऒ  సంڝ దంߠ࢑ వలంښ 
एړࡵ ంۧߖ޵ ࡏࠬ ߘऒ ࢐ङ వలం ఒకښ ޶ࡶ న అవసరంࣄయవలۯ  ऒߖ޵ ࡵమం వ࠻ కएࡅ యడంۯ   ऴతంࣇ 
म޳ࣄ ࡽయࠫߕࠑ ంతం వࡵ ఉంܿం޴, అ࡮ۧ ࠭࠲ ޙ࠼ ߭దभ సమసङ ऒߕफࣆۯ ߖప ޜ  ڴࡎ࢐ బܽद పదంڒ ࠭
 ࡔస ޴फంࣆࠚల ޴ఇ ڕࠬ ݟయంۯ ߖప ࠾ࡍమ ݟంచంۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޳ ంۨ࡯ࢣࡍప ڴऴగతफ܉ ߖߖ޳ ࡏࠬ
సࠪ߄నం ۮపओ ంڒ ݟబܽद మనం ఈ ܌ࡗ ఇకए फࣃ࢘ߧఆ ݦ ࠭ అߖ అڕߘంܿߕऒ  ݟంߘ ߖ޵ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ߘ
త޶పࡍ తరగڜ ࡹޒనࣃగߕޔࠓऒ ࠭ మߖڜ ࠭࠲ ࠾ࡍऒ  ఇతర లࣾހలݞږ ߘ ۫డߕޔࠓऒ ࠭ ah 
త޶పࡍ తరగ޴ ࡹޒछ పద ޳ࣄम ంతం ࡅకए ऒߖڜ  ధనङ ࡔస ࡱకరణނర߄ࣃ   ࡱ޳࢐
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