
  ஈ௠௥ப்௖ ௳ரிவாக்கங்கள் பற்௣ய ஐஐூ இ௱க்ஶம் ஼க்கல் ோரக்்ஶம் அமர௵்க்ஶ 
வரேவற்ழேறாம், இ௠ெசாற் ௳ரிவாக்கங்களில் ெமாத்தம் இரண்௄ அமர௵்கள் இ௠க்ஶம், 
இ௠ெசாற் ௳ரிவாக்கம் ஶ௣த்த ஼ல ித்ொரங்கைள நிைன௵ப௄த்ௌவதன் 
௛லம் ெதாடங்ஶேவாம்.

சக்ொக்ஶ ஒ௠ ௔ளஸ் ௚௱வௌமாக உள்ளௌ, இௌ க்ஶ க்ஶ சமம் ௔ளஸ்  n n b nc 0 a n nc 1 
ஆக சக்ொ ைமனஸ் 1 ஆக ௔ளஸ் மற்௥ம் பல ைமனஸ் 1 ஆக ைமனஸ் 1 a n b ncn a b  n 
௔ளஸ் இௌ க்ஶ ேமல் 0 ௚தல் ncn to b to power n kk 

வைர வைர ைமனஸ் ௧௠ந்ௌ வைர பவர ் என எ௱தலாம்  ஐத் nncka ncka n k b k kk 
ெதாஶக்க 0 ௚தல் ைமனஸ் 1 ௚தல் பவர ்கா ௚தல் பவர ் ைமனஸ் ேக இ௧௠ந்ௌ ௔ nnck n 
வைர பவர ்ேக வைர இயங்ஶழறௌ .

உ௥ப்௖களின் ெதாஶப்௖ இப்ேபாௌ ஼லவற்ைறக் ஶ௣ப்௔௄ேவாம் ஒ௠ ேநரம்ைற ௚௱ எண்   n 
மற்௥ம் எொரம்ைற அல்லாத ௚௱ எண் க்கான ித்ொரங்கள் ஐ ௳ட கண்ூப்பாக r eful n 
ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ஷட்டல் ைமனஸ் 1 என்பௌ ஷட்டல் 1 க்ஶ சமம் n , ncr ncr n cr 
என்பைதக் கவனத்ொல் ெகாள்ள௵ம் .
  பவர ் என்பௌ க்ஶ ேமல் 2 ஆக உள்ளௌ   ௚௱ சக்ொ க்ஶ சமம் 2 இன் ஷட௄்த்ெதாைக n kk b n 

க்ஶ ேமல் 0 ௚தல் வைர மற்௥ம் என்பௌ ஒற்ைறப்பைட க்ஶ ைமனஸ் ௧௠ந்ௌkk n k ncka n k 
பவர ் க்ஶ இந்த ித்ொரங்கள் எங்கள் ஼க்கைலத் ோரக்்ஶம் அமர௵்க்ஶ ௘க௵ம் பய௑ள்ளதாகb k 

இ௠க்ஶம்.
 ஼ல ஼க்கல்களில் , ைபேனா௘யல் ஶணகங்களின் அூப்பைட௜ல் ஼ல ெதாடர ்ெவளிப்பா௄கள்
இ௠க்ஶம், இதற்காக ெகா௄க்கப்படட் ெதாடைர மொப்௕௄ ெசய்ய ேவண்௄ம், ெகா௄க்கப்படட் 
ெதாடைர இ௠பக்க ௳ரிவாக்கம் அல்லௌ அ௣யப்பட்ட ெவளிப்பாடூ்ன் ைபேனா௘யல் 
ஶணகங்க௬டன் ெதாடர௖்ப௄த்ௌவௌ ெப௠ம்பா௩ம் பய௑ள்ளதாக இ௠க்ஶம்.
 ேநரம்ைற க்ஶ ௔ன்வ௠ம் உதாரணம் மற்௥ம் மற்௥ம் ெநகூவ் அல்லாத ௚௱ எண் i m n k 
என்பௌ இல் 0 ௚தல் வைர இ௠க்ஶம், ைமனஸ் என்பௌ இன் ஶணகம், CR k mck r x 
1 ஷட்டல் மற்௥ம் க்ஶ 1 ௔ளஸ் ஆழய இ௠பக்க ௳ரிவாக்கத்ொல் உள்ள சக்ொ x n k.
  இந்தத் ெதாைக௜ல் உள்ள சக்ொ க்ஶ m x, 

ஐ ௳ட ெபரியதாக இ௠க்ஶம் ேபாேதா அல்லௌ க௯த்தல் ஐ ௳ட ெபரியதாக n r k r m 
இ௠க்ஶம் ேபாேதா அௌ 0 ஆக எ௄த்ௌக் ெகாள்ளப்ப௄ழறௌ.
 இௌ 1 ௔ளஸ் இன் இ௠நாம ௳ரிவாக்கத்ொல் க்ஶ இன் ஶணகம் ஆஶம்.x k x 
 
பவர ் க்ஶ 1 ௔ளஸ் க்ஶ பவர ் க்ஶ 1 ௔ளஸ் இன் ைபேனா௘யல் ௳ரிவாக்கத்ைத க்ஶ n x m x n 
எ௱ௌவதன் ௛லம் சரிபாரக்்கலாம் மற்௥ம் 1 ௔ளஸ் இன் இ௠பக்க ௳ரிவாக்கம் ௚ைறேய x m 
க்ஶ ௚ைறேய இைவ அைனத்ைத௞ம் ெகாண்௄ இப்ேபாௌ ஼லவற்ைற ோரக்்க ஆரம்௔க்கலாம்.
 ஼க்கல்கள் இ௠நாம ௳ரிவாக்கக் ேகாட்பாடூ்ன் ௘க அூப்பைடயான பயன்பாட௄்டன் 
ெதாடங்ஶேவாம், 
இந்த இரண்௄ எண்களில் 1 0 1 ௚தல் பவர ்50 மற்௥ம் 99 ௚தல் பவர ்50 வைர 1 0 0 வைர 1 0 0 
வைர௜லான எண்களில் எௌ ெபரியௌ என்பைத நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.
  இைதத் ோரக்்க ௘க எளிய தந்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்தப் ேபாழேறாம், 
1 0 1 ௚தல் சக்ொ 50 என்௥ எ௱ௌழேறாம் 1 0 0 ௔ளஸ் 1 ஐ பவர ்50 க்ஶ ேம௩ம் 99 ஐ 50 க்ஶ 1 0 0 
ைமனஸ் 1 ஐ 50 என்௥ எ௱ௌழேறாம்.
 அ௄த்ௌ 101 க்ஶ சக்ொ 50 ைமனஸ் 99 க்ஶ என்ன சக்ொ 50 க்ஶ சமம் என்௥ பாரப்்ேபாம்.
 1 0 0 ௔ளஸ் 1 ௚தல் பவர ்50 ைமனஸ் 1 0 0 ைமனஸ் 1 ௚தல் பவர ்50 வைர ௔றஶ நாம் இந்த 
இரண்ூன் ைபேனா௘யல் ௳ரிவாக்கத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் , இௌ இ௧௠ந்ௌ இயங்ஶம் k 
ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம் 0 ௚தல் 50 வைர ஐ 1 0 0 க்ஶ ேதரந்்ெத௄க்க௵ம்.k 

இ௧௠ந்ௌ 50 ைமனஸ் க௯த்தல் ஷட௄்த்ெதாைக 0 க்ஶ சமம் 50 50 க்ஶ சமம் ஐ 1 0 0 க்ஶ  k k k 
50 ைமனஸ் க்ஶ ைமனஸ் 1 க்ஶ பவர ் க்ஶ இப்ேபாௌ இௌ 2 இன் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம் k k 
என்பைத நாம் கவனிக்கலாம் 

இ௧௠ந்ௌ 0 ௚தல் 50 வைர சமம் , ேம௩ம் என்பௌ ஒற்ைறப்பைட 50 என்பௌ k k k 
1 0 0 ௚தல் 50 ைமனஸ் ஐத் ேதரந்்ெத௄ங்கள், அ௄த்ததாக இந்த ஷட௄்த்ெதாைகையத் k 
ொறக்ழேறாம் 
பவர ்49 ௔ளஸ் 50 ேதர௵் 3 ல் 1 0 0 ௚தல் பவர ்47 ௔ளஸ் மற்௥ம் பல 50 வைர 49 ஐ 1 0 0 ேதர௵் 
ெசய்ய௵ம்.
 இப்ேபாௌ 50 ேதர௵் 1 50 க்ஶ சமம் எனேவ ூ  அவர ்௚தல் பதம் 2 ௚தல் 50 வைர 1 க்ஶ 100    
என்பைதத் ேதர௵் ெசய்ழறார ் 49 ௚தல் 100 வைர 100 க்ஶ 1 0 1 ஐப் ெபற்௥ள்ேளாம் 50 க்ஶ 99 க்ஶ 
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99 க்ஶ சக்ொ 50 க்ஶ 1 0 0 ஐ ௳ட கண்ூப்பாக ெபரியௌ, அதாவௌ 101 ௚தல் சக்ொ 50 க்ஶ 1 0 0 ஐ 
௳ட கண்ூப்பாக ெபரியௌ 50 ௔ளஸ் 99 ௚தல் பவர ்50 வைர இந்த இரண்௄ எண்களில் 101 ௚தல் 
பவர ்50 வைர ெபரியௌ அ௄த்ததாக இந்த ேகள்௳ைய ேநரம்ைற ௚௱ எண்ணாக பாரக்்ழேறாம் 

இரண்டாவௌ மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ மற்௥ம் நான்காவௌ காலத்ொன் ஶணகங்கள் 1 ஷட்டல் n x 
க்ஶ இ௠நாம ௳ரிவாக்கத்ொல்  பவர ் ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் உள்ளௌ என்றால் n n 
என்ன என்பைதக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம்.

2ஐ சௌரமாகத் ேதரந்்ெத௄ங்கள் 3ஐ கனசௌரமாகத் ேதரந்்ெத௄ங்கள் மற்௥ம் பல     n x n x 
ேதர௵் க்ஶ க்ஶ இப்ேபாௌ இரண்டாவௌ காலத்ொன் ஶணகம் ேதர௵் ஒன்௥ மற்௥ம் rth n n x n 

௛ன்றாவௌ காலத்ொன் ஶணகம் ேதர௵் 2 மற்௥ம் நான்காவௌ காலத்ொன் ஶணகம் ேதர௵் 3 n 
என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க.
 1 என்பௌ அல்ல , ேதர௵் 2 என்பௌ ஆக க௯த்தல் 1 ஐ 2 ஆல் வஶத்தல் மற்௥ம் ேதர௵் 3 n n n n 
இல் ஐ ைமனஸ் 1 இ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 2 ஐ 6 ஆல் வஶத்தால் n n n 
இந்த ௛ன்௥ எண்க௬ம் ஒ௠ எண்கணித ௚ன்ேனற்றத்ொல் இ௠ப்பதாக நாம் ஷ௥ழேறாம்.

ஷட்டல் ஐ ைமனஸ் 1 ஆக ைமனஸ் 2 ஐ 6 ஆல் வஶத்தால் 2 ஆல் வஶத்தால் க்ஶ   n n n n n 
சமம் ைமனஸ் 1 ஐ 2 ஆல் வஶக்க சமம் இப்ேபாௌ ஒ௠ ேநரம்ைற ௚௱ எண் என்பதால் இைதn n 
எளிைமப்ப௄த்தலாம்.
  சமன்பா௄ எனேவ நாம் 6 ஷட்டல் ைமனஸ் 1 ஐ க௯த்தல் 2 க்ஶ சமம் 6 க௯த்தல் 6 ஐப் n n n 
ெப௥ழேறாம், எனேவ நாம் 6 ஷட்டல் சௌரம் க௯த்தல் க௯த்தல் 2 ஷட்டல் 2 என்பௌ 6 n n n n 
க௯த்தல் 6 க்ஶ சமம் எனேவ இல் ஒ௠ இ௠பூ சமன்பா௄ உள்ளௌ ௔ளஸ் 14 இல் சௌரம் n n 
க௯த்தல் 9 ஆனௌ 0 க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இந்த சமன்பாடை்ட ோரக்்ழேறாம்  இன் அயனி மற்௥ம் 
நாம் ெப௥ம் என்பௌ 81 ைமனஸ் 56 இன் 9 ஷட்டல் வரக்்க௛லத்ைத 2 ஆல் வஶத்தால் n n 
என்பௌ சமம் 9 ஷட்டல் க௯த்தல் 5ஐ 2 ஆல் வஶத்தல் அதாவௌ என்பௌ 2 அல்லௌ 7 க்ஶ சமம் n 
என்பைத இ௠நாம ௳ரிவாக்கத்ொல் நாம் அ௣ேவாம்.
 1 ஷட்டல் க்ஶ சக்ொ ஆனௌ அைவ ஷட்டல் 1 பல ெசாற்களில் நமௌ ெமாத்தமாஶம், எனேவ x n n
௳ரிவாக்கத்ொல் 2 க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் 
௛ன்௥ ெசாற்கள் மட௄்ேம ழைடக்ஶம், எனேவ நான்காவௌ ெசால் இல்ைல, எனேவ இங்ேக n 
என்பௌ 2 க்ஶ சமம் சாத்ொய௘ல்ைல, எனேவ நமௌ  பொல் என்பௌ 7 க்ஶ சமம் எனேவ இங்ேக n n
என்பௌ 7 க்ஶ சமம் என்பைதக் கண்௄௔ூத்ேதாம் .
 அ௄த்ௌ இந்தக் ேகள்௳ையப் பாரக்்ஶம்ேபாௌ 2 ஷட்டல் 5வௌ ௛லத்ொன் வரக்்க௛லத்ொன் 
௳ரிவாக்கத்ொல் உள்ள அைனத்ௌ ௳ழத௚௥ எண்களின் ஷட௄்த்ெதாைக என்ன என்பைதக் 
கண்ட௣ய ேவண்௄ம்.
 இந்த ேகள்௳ைய ோரக்்க 3 ௚௱ சக்ொ 10 ஐ ோரக்்க 
2 இன் வரக்்க ௛லத்ொன் ைபேனா௘யல் ௳ரிவாக்கத்ைத௞ம் 3 ௚௱ 3 இன் 5 வௌ ௛லத்ைத௞ம் 
சக்ொ 10 க்ஶ சமமாக எ௱ௌழேறாம்  
3 இன் ேவர ்௚தல் பவர ்0 ௔ளஸ் 10 வைர 1 ஐ ேதர௵் ெசய்ய௵ம் .
 3 இன் 5 வௌ ௛லத்ொல் இ௠ந்ௌ 1 க்ஶ பலம் 1 ஷட்டல் மற்௥ம் ௚ன்௑ம் ௔ன்௑மாக 10 க்ஶ 10 ஐ 
ேதர௵் ெசய்ய௵ம் 2 இன் வரக்்க௛லத்ொல் இ௠ந்ௌ சக்ொ 0 க்ஶ 5 வௌ ௛லத்ைத 3 க்ஶ 10 க்ஶ 
இப்ேபாௌ இந்த ௳ரிவாக்கத்ொல் நாம் பஶத்த௣௵டன் இ௠க்க ேவண்௄ம் என்பைத 
கவனிக்கலாம்.
  இரடை்ட எண்ணாக இ௠ப்பதற்ஶ 2 இன் வரக்்க ௛லத்ொன் சக்ொ ேதைவ, அேத ேநரத்ொல் 3 இன் 
5வௌ ௛லத்ொன் சக்ொ 5 இன் ெப௠க்கமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் , இௌ ௚தல் காலத்ொ௩ம் 
கைட஼௜௩ம் மட௄்ேம சாத்ொயமாஶம்.
 
௚தல் ெசால் 10 அதாவௌ 1 இன் வரக்்க௛லமாக 2 க்ஶ சக்ொ 10 அதாவௌ 2 க்ஶ சக்ொ 5 க்ஶ c 0, 
32 ௧௠ந்ௌ 5 வௌ ேவர ்3 க்ஶ சக்ொ 0 அதாவௌ 1 எனேவ ௚தல் ெசால் 32 இப்ேபாௌ நாம்  கைட஼ 
ெசால் 10 ஐப் பா௠ங்கள், அதாவௌ 1 இன் வரக்்க ௛லத்ொல் 2 க்ஶ சக்ொ 0 அதாவௌ c 10 
3 இன் 1 ௚தல் 5 வௌ ௛லத்ொற்ஶ சக்ொ 10 அதாவௌ 3 சௌரம் இௌ 9 ஆக உள்ளௌ எனேவ கைட஼ 
ெசால் 9 ஆக உள்ளௌ  பஶத்த௣௵ எண்கள் 32 ஷட்டல் 9 என்பௌ 41 க்ஶ சமம் எனேவ நமௌ பொல் 
41 அ௄த்ௌ இந்தக் ேகள்௳ையப் பாரக்்ஶம்ேபாௌ என்ற ெவளிப்பா௄ வழங்கப்ப௄ழறௌ.xp 

கனசௌரத்ொன் லஸ் வரக்்க௛லம் க௯த்தல் 1 ௚௱ைம௜௧௠ந்ௌ பவர ்5 ஷட்டல் ைமனஸ்  x x 
வரக்்க௛லம் கனசௌரம் க௯த்தல் 1 ௚௱வௌமாக பவர ்5.x 
 இந்த ெவளிப்பாடை்ட எளிைமப்ப௄த்ொய ௔றஶ இௌ அூப்பைட௜ல் ஒ௠ பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ 
என்பைத நாம் காணலாம்.
 இந்தக் ேகள்௳ையத் ோரக்்க இந்தப் பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ ௚த௧ல் கனசௌரத்ொன் ௔ளஸ் x x 
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ஸ்ெகாயர ்௡டூ்ன் 
இ௠ெசாற் ௳ரிவாக்கத்ைத எ௱ௌழேறாம்  
பவர ்5 ைமனஸ் என்பௌ கனசௌரத்ொன் ைமனஸ் 1 ௚௱வௌமாக பவர ் க்ஶ ௚௱வௌமாக, k x k 

கனசௌரத்ொன் ைமனஸ் வரக்்க௛லத்ொன் ைமனஸ் வரக்்க௛லத்ொன் ைமனஸ் x x x x 
வரக்்க௛லத்ைத ௚௱வௌமாக பவர ்5க்ஶ எ௱ௌழேறாம்.
 
0 ௚தல் 5 வைர 5   வைர ஐ ேதர௵் ெசய்ய௵ம்.kx 

இ௧௠ந்ௌ 2 வைர௜லான ஷட௄்த்ெதாைகயானௌ 0 ௚தல் 5 வைர மற்௥ம் என்பௌ ஷட 5  k k 
ேதர௵் ஆக இ௠ந்ௌ க்ஶ பவர ்5 ைமனஸ் க்ஶ க்௟ப் ைமனஸ் 1 ௚௱ பவர ் ஐ 2 ஆல் k x k x k 
வஶக்க என்பௌ ஷட இந்த ெவளிப்பா௄ ஒ௠ பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ என்பைத நாம் ெதளிவாகக் k 
காணலாம் இந்த ௳ரிவாக்கத்ொல் ெமாத்தம் ௛ன்௥ ெசாற்கள் உள்ளன உடன் ெதாடர௖்ைடய k 
ெசால் 0 க்ஶ சமம் உடன் ெதாடர௖்ைடய ெசால் 2 க்ஶ சமம் மற்௥ம் க்ஶ ெதாடர௖்ைடய k k 
ெசால் 4 க்ஶ சமம் க்ஶ சமமான k 
ேமாேனா௘யல் 0 க்ஶ சமம் என்பௌ ூழரி 5 ைமனஸ் 0 ஆஶம், எனேவ இௌ ஆஶம்  பவர ்5 க்ஶ x 
இங்ேக கனசௌரம் ைமனஸ் 1 க்ஶ பவர ்0 எனேவ இௌ 1 ஆஶம், எனேவ க்ஶ 5 என்பௌ 2 க்ஶ x k 
சமமான ேமாேனா௘யல் க்ஶ சக்ொ 5 ைமனஸ் 2, எனேவ இௌ கன சௌரம் மற்௥ம் இௌ x x x 
கனசௌரம் க௯த்தல் 1 பவர ் ஆல் 2, அதாவௌ 2 ஆல் 2 இௌ 1, எனேவ இங்ேக பட்டம் 6.k 
 மற்௥ம் க்ஶ சமம் 4.k 
 நாம் ேமாேனா௘ய௧ன் பட்டம் க்ஶ பவர ்5 ைமனஸ் 4 எனேவ ஆக கனசௌரம் க௯த்தல்  1x x x 
க்ஶ பவர ் ஆல் 2 ஆக 4 ஆல் 2 ஆக இௌ சௌரம் எனேவ இங்ேக இந்த ேமாேனா௘ய௧ல் பட்டம் k 
ஏ௱ உள்ளௌ எனேவ இ௥ொயாக நாம் ெப௥ழேறாம் பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ௜ன் அள௵ ஏ௱ 
எனேவ இங்ேக ௛ன்றாவௌ ௳௠ப்பம் இந்த ேகள்௳௜ல் சரியானௌ, ஷட்டல் 1 என்ற x 
ெவளிப்பா௄ ஆல் வஶக்கப்படட்ௌ 2 ௛ன்றாவௌ க௯த்தல் சக்ொ 1 3 ஷட்டல் 1 க௯த்தல் x x x 
க௯த்தல் 1 க௯த்தல் ௛லம் வஶத்தல்  க்ஶ பாொ மற்௥ம் ௚௱ அொகாரத்ொற்ஶ x x 
உயரத்்தப்படட்ௌ 10 க்ஶ இந்த ெவளிப்பாட்ூல் இன் சாரப்ற்ற காலத்ைத நாம் கண்௄௔ூக்க x 
ேவண்௄ம் அதற்காக ௚த௧ல் ஷட்டல் 1 ஐ ஆல் வஶக்க 2 3 ைமனஸ் க்ஶ சக்ொ 1 3 ௔ளஸ் x x x 
என்௥ எ௱ௌேவாம்.
  1 சக்ொக்ஶ ஆக ௛ன்௣ல் ஒ௠ கனசௌரம் ஷட்டல் ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் சக்ொ இரண்௄ x x 
௛ன்௣ல் க்ஶ பவர ்ஒ௠ ௛ன்௣ல் ஒ௠ ௔ளஸ் ஒன் மற்௥ம் இப்ேபாௌ க்ஶ நாம் ஒ௠ x numerator 
கனசௌரம் ஷட்டல் கனசௌரத்ொன் ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌழேறாம் , எனேவ இங்ேக b x to 
சக்ொைய ௛ன்௣ல் ஒ௠ பங்ஶ ஷட்டல் ஆக க்ஶ 2 3 ைமனஸ் க்ஶ சக்ொ 1 3 ௔ளஸ் 1 ஆல் x x x x 
வஶக்கப்ப௄ம் சக்ொ 2 3 க௯த்தல் 6 க்ஶ சக்ொ ௛ன்௣ல் ஒ௠ பங்ஶ ஷட்டல் ஒன்௥ எனேவ 
இ௥ொயாக நாம் ெப௥வௌ க்ஶ சமம்  ௛ன்௣ல் ஒ௠ பங்ஶ ௔ளஸ் ஒன் மற்௥ம் அ௄த்ததாக x x 
ைமனஸ் 1 ஐ க௯த்தல் ஆல் வஶத்தால் ஆகக் க௠ௌழேறாம் பாொக்ஶ ேமல் அைத x x p x 
என்௥ எ௱ௌழேறாம் அைர சௌரம் ைமனஸ் 1 ஐ வஶக்ஶம்ேபாௌ ஐ பவர ்அ௵ட் பாொக்ஶ x
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம் , ௔றஶ ஐ பவர ்பாொ ைமனஸ் 1 க்ஶ எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம்.x
 நாம் ஐப்   ெப௥ழேறாம்  எனேவ அூப்பைட௜ல் நம்௘டம் 1 ஷட்டல் பவர ்ைமனஸ் பாொ x x 
உள்ளௌ, எனேவ ெகா௄க்கப்படட் ெவளிப்பா௄ க்ஶ ௛ன்௣ல் ஒ௠ பங்ஶ மற்௥ம் 1 ைமனஸ் 1 x 
ைமனஸ்  ஆக மா௣௳௄ம்.x 
  பவர ்1 3 ைமனஸ் ௚தல் பவர ்ைமனஸ் 1 ஆல் 2 ௚௱ ௚தல் பவர ்10, எனேவ இந்த எளிய x 
ெவளிப்பாடை்டப் பயன்ப௄த்ொ ெகா௄க்கப்படட் ெவளிப்பாடை்ட ௘க௵ம் எளிைமயான 
வூவத்ொல் எ௱த ௚ூந்தௌ.
  எனேவ இப்ேபாௌ என்ற ெவளிப்பா௄ உள்ளௌ  பவர ்௛ன்௣ல் ஒ௠ பங்ஶ க௯த்தல் x to the x 
௚தல் பவர ்ைமனஸ் பாொ ௚௱வௌ ௚தல் பவர ்ெடன் ஆஶம், எனேவ இதன் ைபனா௘யல் 
௳ரிவாக்கத்ைத எ௱ொனால் 

இ௧௠ந்ௌ 10 வைர௜லான ெதாைகைய நாம் ெப௥ழேறாம்., k 
  பவர ்10 ைமனஸ் ேக இ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 ௚தல் பவர ்ேக இ௧௠ந்ௌ ௧௠ந்ௌ பவர ்ைமனஸ் x 
ேக ஆல் 2 இப்ேபாௌ இந்த இரண்௄ ெசாற்கைள௞ம் ஒன்றாக எ௱ொனால், ேக இ௧௠ந்ௌ 10 
ைமனஸ் 1 ௚தல் பவர ்ேக 10 க்ஶ 10 க்ஶ சமம்.

க்ஶ 10 ைமனஸ் ஐ 3 ைமனஸ் ஆல் 2 ஆல் வஶத்தால் இௌ 20 ைமனஸ் 2 ைமனஸ் 3   x k k k k 
க்ஶ சமம் 6 ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் எனேவ இௌ 20 ைமனஸ் 5 க்ஶ சமம் 6 ஆல் வஶத்தால் அைத k 
இங்ேக இன் சக்ொ௜ல் எ௱ௌழேறாம் 20 ைமனஸ் 5 ஐ 6 ஆல் வஶத்தல் இல் இ௠ந்ௌ x k x 
சாரப்ற்ற காலத்ைதக் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம், அதாவௌ இந்த ௳ரிவாக்கத்ொல் இன் ஶணகம்x 
0 க்ஶ 
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6 ஆல் வஶக்கப்ப௄ம் 20 ைமனஸ் 5 என்பௌ 0 க்ஶ சமம்.k 
 

என்பௌ 4 க்ஶ சமம் எனேவ இந்த ௳ரிவாக்கத்ொல் உடன் ெதாடர௖்ைடய ெசால் 4 க்ஶ சமம் 1k k 
க்ஶ சக்ொ 4 மற்௥ம் இௌ 1 க்ஶ 10 க்ஶ சமம் ேதர௵் 4 என்பௌ 10 க்ஶ 9 க்ஶ 8 க்ஶ 7 i  nto 10 cc4 
க்ஶ 4 காரணியாக வஶக்கப்ப௄ழறௌ, இௌ 24 ஆக உள்ளௌ, எனேவ இௌ 2 1 0 க்ஶ சமம் மற்௥ம் 
இந்த ௳ரிவாக்கத்ொல் இன் சாரப்ற்ற ெசால் எனேவ இங்ேக இந்த ேகள்௳௜ல் ௛ன்றாவௌ x 
௳௠ப்பம் சரியானௌ, 50 ேதர௵் 4 ஷட்டல் இ௧௠ந்ௌ இயங்ஶம் ெதாைக 1 ௚தல் 6 வைர 56 r 
க௯த்தல் ேதர௵் 3 க்ஶ சமம் என்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ , அந்த ேநாக்கத்ொற்காக r 
ெகா௄க்கப்படட் ெதாைக௜ன் மொப்ைப நாம் கண்௄௔ூக்க ேவண்௄ம்.
  நாம் ஒவ்ெவா௠ ெசால்ைல௞ம் ெவளிப்பைடயாக எ௱ௌழேறாம் 50 ேதர௵் 4 ஐ ேசரத்்ௌ க்ஶ r 
ெதாடர௖்ைடய ெசால்ைல 6 க்ஶ சமம் என்௥ எ௱ௌழேறாம், இௌ 50 ேதர௵் 3 அ௄த்ததாக உடன்r 
ெதாடர௖்ைடய ெசால்ைல எ௱ௌழேறாம், இௌ 51 ேதர௵் 3 ஆக 5 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.
 

௔றஶ ஓரினசே்சரக்்ைக௜ன் கைட஼ ெசால் 55 ேதரந்்ெத௄ 3 இப்ேபாௌ ேநரம்ைற ௚௱ எண் v n 
மற்௥ம் எொரம்ைற அல்லாத ௚௱ எண் க்கான ித்ொரத்ைத நிைன௵ப௄த்ௌேவாம், இௌ ஐ r n 
௳ட கண்ூப்பாக ஶைறவாக இ௠க்ஶம் ேதர௵் ஷட்டல் ேதர௵் க௯த்தல் 1 ஷட்ட௩க்ஶ n r n r n 
சமம்  1 ேதர௵் ித்ொரத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ இந்த ித்ொரத்ைத ௙ண்௄ம் ௙ண்௄ம் r 
பயன்ப௄த்ௌேவாம் 50 ேதர௵் 4 ஷட்டல் 50 ேதர௵் 3 என்பௌ 51 ேதர௵் 4 க்ஶ சமம்.
 ௔ன்னர ்இைத 51 ேதர௵் 4 ஷட்டல் 51 ேதர௵் 3 க்ஶ பயன்ப௄த்ௌழேறாம் , ேம௩ம் 52 ேதர௵் 4 ஐப் 
ெப௥ழேறாம், அ௄த்ௌ இந்த இரண்௄ ெசாற்கைள௞ம் 53 ேதர௵் 4 ஐ இைணக்ழேறாம்.
  இரண்௄ ெசாற்கள் 53 ேதர௵் 3 மற்௥ம் 53 ேதர௵் 4  இந்த இரண்ைட௞ம் இைணக்ஶம் ேபாௌ 
நமக்ஶ 54 ேதர௵் 4 ழைடக்ஶம் எனேவ இ௥ொயாக 55 ேதர௵் 4 ஷட்டல் 55 ேதர௵் 3 எனேவ ெமாத்த 
ெதாைக 56 ேதர௵் 4 ஆக மா௣௳௄ம் எனேவ இங்ேக  நான்காவௌ ௳௠ப்பம் சரியானௌ இௌ 
எங்கள் ஏழாவௌ ேகள்௳ , 21 இன் மொப்ைபக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம் ஒன்ைறக் க௯த்தல் 10 
ஒன்ைறத் ேதரந்்ெத௄ 21 ேதரந்்ெத௄ 2 ைமனஸ் 10 ேதரந்்ெத௄ 2 ஷட்டைலத் ேதரந்்ெத௄, ேம௩ம் 
21 10 ைமனஸ் 10 ேதரந்்ெத௄ 10ஐத் ேதரந்்ெத௄ங்கள்.
 
அைனத்ௌ ெசாற்கைள௞ம் ேநரம்ைற ஶ௣௞ட௑ம் , அைனத்ௌ ெசாற்கைள௞ம் ஒன்றாக௵ம் 
எொரம்ைற ஶ௣௞ட௑ம் இைணப்ேபாம்,
 அதனால் ெவளிப்பா௄ 21 ேதர௵் 1 ஷட்டல் 21 ேதர௵் 2 ஷட்டல் என்௥ மா௣௳௄ம்.
  ேம௩ம் பல மற்௥ம் பல  ேதர௵் 10 இப்ேபாௌ இந்த ெசால் 2 க்ஶ 10 ைமனஸ் 1 க்ஶ 2 rth 10 
அல்ல என்பைத நாம் கவனிக்கலாம், ஏெனனில் இ௧௠ந்ௌ 10 வைர௜லான ஷட௄்த்ெதாைக 0 k 
க்ஶ சமம் என்பதால் இந்த ெசால்ைல எ௱தலாம்.

ல் 1 க்ஶ 1 க்ஶ ைமனஸ் 10 ேதர௵் 0 இப்ேபாௌ இௌ 1 ௔ளஸ் 1 க்ஶ சமம் 10 ைமனஸ் 1 என 10    k 
௚தல் 0 1 ஆக உள்ளௌ, எனேவ இ௥ொயாக 2 க்ஶ 10 ைமனஸ் 1 க்ஶ 2 ஐப் ெப௥ழேறாம், அதற்காக

இந்த வாரத்்ைதையக் கணக்ழ௄ழேறாம்.
 21 ேதர௵் ஒன்௥ ஷட்டல் 21 ேதர௵் 2 ஷட்டல் வைர 21 ேதர௵் 10 ஐ பாொயாக 2 ஆக 21 ேதர௵் 1 
௔ளஸ் 2 இ௧௠ந்ௌ 21 ேதர௵் 2 ஷட்டல் 2 இ௧௠ந்ௌ 21 ேதர௵் 10 ேதர௵் 10 இப்ேபாௌ 21 ேதர௵் 1 20 
க்ஶ சமம் என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம் மற்௥ம் 21 ேதர௵் என்பௌ 21 ேதர௵் 19 மற்௥ம் பல, 21
ேதர௵் 10 என்பௌ 21 ேதர௵் 11 க்ஶ சமம்.
 எனேவ இந்த ெதாைக பாொயாக 21 ஷட்டல் 21 ஷட்டலாக மா௥ம்.c 1 c 2 

இப்ேபாௌ நாம் 21 ேதர௵் 0 மற்௥ம் 21 ேதர௵் 21 ஆக பாொைய ஷடூ் க௯க்ழேறாம்  21 c 20 
எனேவ இந்த பஶொ சமமாக உள்ளௌ  ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥க்ஶ பவர ்21 ஆக இந்த ௚௱ l 
ெவளிப்பா௄ 2 க்ஶ பாொயாக 2 ஆக மா௥ம் 21 ைமனஸ் 21 ேதர௵் 0 என்பௌ 1 க்ஶ சமம் மற்௥ம் 21
ேதர௵் 21 என்பௌ 1 க்ஶ சமம் எனேவ இௌ 2 க்ஶ சமம் 20 ைமனஸ் 1 எனேவ நமௌ ெவளிப்பா௄ 2 
க்ஶ சமம் 2 க்ஶ 20 ைமனஸ் 1 ைமனஸ் 2 க்ஶ பவர ்10 ௔ளஸ் 1 எனேவ இௌ 2 க்ஶ சமம் 20 ைமனஸ்
2 க்ஶ பவர ்10 எனேவ இங்ேக ௚தல் ௳௠ப்பம் இந்த ேகள்௳௜ல் சரியான பொல் 
20 ேதர௵் 0 ைமனஸ் 20 ேதர௵் 1 ஷட்டல் 20 ேதர௵் 2 ைமனஸ் மற்௥ம் ௚ன்௑ம் ௔ன்௑ம் ஷட்டல் 
20 ேதர௵் 10 
இன் மொப்ைபக் 
கண்ட௣௞மா௥ ேகட௄்க் ெகாள்ளப்ப௄ழேறாம்  சக்ொக்ஶ 20 சமம் என்பௌ 20க்ஶ சமம் 20 ேதர௵் 
0 ைமனஸ் 20 ேதர௵் 1 க்ஶ ஷட்டல் 20 ேதர௵் 2 சௌரம் மற்௥ம் 20 ேதர௵் 10 க்ஶ க்ஶ x x x x 
ேதர௵் 10 ைமனஸ் 20 ேதர௵் 11 க்ஶ க்ஶ சக்ொ 11 ௚தல் 20 வைர 20 ஐ ேதர௵் சக்ொ 20 க்ஶ x 
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இப்ேபாௌ ஐ இந்த இ௠ெசால் 1 க்ஶ சமம் என்௥ ைவப்ேபாம் ௳ரிவாக்கம் எனேவ 0 என்பௌ x y 
க்ஶ சமம் ைமனஸ் 20 ேதர௵் 11 ஷட்டல் 20 ேதர௵் 12 வைர 20 ேதர௵் 20.
 எனேவ என்பௌ 20 ேதர௵் 11 க௯த்தல் 20 ேதர௵் 12 ஷட்டல் y 
20 ேதர௵் 20 இப்ேபாௌ 20 ேதர௵் 11 என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்க 
20 க்ஶ சமம் ேதர௵் 9 மற்௥ம் 20 ேதர௵் 12 என்பௌ 20 ேதர௵் 8 க்ஶ சமம் 20 ேதர௵் 8 க்ஶ சமம் 20 
ேதர௵் 8 க்ஶ சமம் 20 ேதர௵் 8 வைர நாம் கைட஼ கால வைர ெதாடரந்்ௌ எ௱ொனால் இௌ 
௙ண்௄ம் 20 ஆக உள்ளௌ, எனேவ என்பௌ 20 க௯த்தல் 20 ஷட்டல் 20 ஆஶம்  c 0 y c9 c 8 c7 
வைர 20 வைர நாம் இங்ேக 20 ஐ ஷட௄்ழேறாம் மற்௥ம் க௯க்ழேறாம் இப்ேபாௌ இங்ேக c0 c10 
ைமனஸ் ைமனஸ் 20 ைமனஸ் 20 ஷட்டல் 20 வைர ஷட்டல் 20 என்௥ c 10 c9 ca c 0 
எ௱ௌழேறாம்.

ஐத் த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, எனேவ என்பௌ 20 க்ஶ சமம் எனேவ என்பௌ 20   y 2y c 10 y c
10 க்ஶ பாொ சமம் எனேவ இங்ேக நான்காவௌ ௳௠ப்பம் இந்த ேகள்௳௜ல் சரியான பொல் 30 c 0
இன் மொப்ைபக் கண்ட௣௞ம்பூ ேகடக்ப்ப௄ழேறாம்  30 க௯த்தல் 30 இ௧௠ந்ௌ 30 c 10 c 1 c 
11 ஷட்டல் 30 இ௧௠ந்ௌ 30 க௯த்தல் ௳  ேம௩ம் 30 ஐ 30 ஆக ேசரத்்ௌ 30 c 2 c 12 o c c30 c0 
ஆக 30 ஆக 30 ஆக௵ம் 30 ஆக 30 ஆக௵ம் 30 ஆக௵ம் 30 c20 c10 c20 30 c1 c 19 c 11 c 19 
ஆக௵ம் ஒேர மாொரியாக இ௠க்ஶம்.
 இப்பூச ்ெசய்வதன் ௛லம் நாம் கைட஼ச ்ெசால் 30 இ௧௠ந்ௌ 30 ஐப் ெப௥ழேறாம், c20 c 0 
இப்ேபாௌ இந்தத் ெதாைக 

இன் ஶணகம் 20 க்ஶ 1 ௔ளஸ் க்ஶ சக்ொ 30 ௧௠ந்ௌ 1 க௯த்தல் க்ஶ இ௠நாம x x x 
௳ரிவாக்கத்ொல் உள்ளௌ என்பைத நிைன௳ல் ெகாள்ள௵ம்.
  சக்ொ 30 இப்ேபாௌ 1 ஷட்டல் ௚தல் பவர ்30 இ௧௠ந்ௌ 1 ைமனஸ் ௚தல் பவர ்30 வைர 1 x x 
ைமனஸ் சௌரம் ௚௱வௌமாக பவர ்30 க்ஶ சமம் என்பைத நாம் அ௣ேவாம், ேம௩ம் இதன் x 
ஈ௠௥ப்௖ ௳ரிவாக்கம் 

௚தல் ேமேல இயங்ஶம் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம்.k 0 
    
௚தல் 30 வைர.
 அூப்பைட௜ல் இௌ 30 c 10.
 எனேவ ெகா௄க்கப்படட் ெதாைக௜ன் மொப்௖ 30 எனேவ இந்த ேகள்௳௜ல் ௚தல் c 10 
௳௠ப்பம் சரியானௌ.
 1 ைமனஸ் 2 ஸ்ெகாயர ்௡ட் ௚௱வைத௞ம் பவர ்50 க்ஶ இ௠நாம ௳ரிவாக்கத்ொல் உள்ள x x 
இன் ஒ௠ங்ழைணந்த சக்ொகளின் ஶணகங்களின் ஷட௄்த்ெதாைகையக் கண்ட௣௞மா௥ 
ேகடக்ப்ப௄ழேறாம், ேம௩ம் இந்த ஼க்கைலத் ோரக்்க ௚த௧ல் 1 க௯த்தல் 2 சௌரத்ொன் ஈ௠௥ப்௖ 
௳ரிவாக்கத்ைத எ௱ௌழேறாம்.
  ௡ட் ௚௱வௌ ௚தல் பவர ்50 வைர இௌ ஒன்௥ம் இல்ைல , இௌ 0 ௚தல் 50  x 
வைர௜லான ேக.
ேக.
க்ஶ ேமல் உள்ள ரன்கைளத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல உடன் ெதாடர௖்ைடய k 
ஷட௄்த்ெதாைக௜ல் உள்ள ெசாற்கள் இன் ஒ௠ங்ழைணந்த சக்ொகைளக் ெகாண்ட x 
ெசாற்களாஶம் என்பைதத் ெதளிவாகக் கவனிக்க ௚ூ௞ம், எனேவ அூப்பைட௜ல் நாம் 50 c 0 
ஷட்டல் 50 ஐ 2 சௌரத்ொல் ஷட்டல் 50 இன் 2 இன் மொப்ைபக் கண்ட௣ய ேவண்௄ம்.c 2 c4 
  பவர ்4 ஷட்டல் மற்௥ம் 50 ஼ 50 ௚தல் 2 ௚தல் பவர ்50 வைர, எனேவ இந்த ெதாைக௜ன் மொப்௖ 
நாம் ௳௠ம்௖ம் பொல் இப்ேபாௌ 1 ஷட்டல் 2 ௚௱ சக்ொ 50 ஷட்டல் 1 க௯த்தல் 2 ௚௱வௌ  x x 
பவர ்50 என்பௌ 
0 ௚தல் 50 வைர௜லான ேக.
ேக.
க்ஶ ேமல் ரன்களின் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம்.

இ௧௠ந்ௌ க்ஶ பவர ் ௔ளஸ்  k x k 
க்ஶ ேமல் 0 ௚தல் 50 வைர 50 ஐ ேதர௵் ெசய்ய௵ம் ைமனஸ் 1 ௧௠ந்ௌ பவர ் ஆக 2 க்ஶ kk k k 

பவர ் ஆக க்ஶ பவர ் ஆக௵ம், இௌ இ௧௠ந்ௌ 2 இன் ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ சமம் சமம் 0 k x k k 
௚தல் 50 வைர மற்௥ம் ஷட 50 க்ஶ க்ஶ பவர ் க்ஶ ஐ ைவப்பதன் k ck 2 to power k x k x 
௛லம் 1 க்ஶ சமம் இங்ேக நாம் 50 ேதர௵் 0 ஷட்டல் 50 ேதர௵் 2 க்ஶ 2 சௌரம் ஷட்டல் 50 ேதர௵் 4 
இல் 2 வைர  பவர ்4 ௔ளஸ் மற்௥ம் 50 வைர௜லான 50 க்ஶ 50 2 ஐத் ேதரந்்ெத௄க்க௵ம் , 1 ஆல் 2 
இ௧௠ந்ௌ 3 க்ஶ பவர ்50 ௔ளஸ் ைமனஸ் 1 இ௧௠ந்ௌ பவர ்50 க்ஶ சமம்.
 எனேவ அூப்பைட௜ல் நம்௘டம் 3 ௚தல் பவர ்50 ௔ளஸ் 1 உள்ளௌ 2 ஆல் வஶக்கப்ப௄ழறௌ.
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 எனேவ இங்ேக இரண்டாவௌ ௳௠ப்பம் சரியான பொல் இௌ ைபேனா௘யல் ௳ரிவாக்கங்கள் 
பற்௣ய எங்கள் ௚தல் அமர௵்க்கானௌ, நான் அைத இங்ேக ௚ூக்ழேறன்.
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