
ऒߖڜࡍమ ߘߝ ڴ޶బܽद ࠭ంڒ   గణన పదमޔలޜ ऴߦరంࣃࠚफ  ߖऴతం అࣇ ߤఒకܽ ఇంజࣾ ࡹ࢐ܽ బܽदڒ ߘ
ల సంఖङ ߤఫంࣾ ࡱޑऴࣇ బܽद ఈڒ ࡔస ޴ంޔݡలవబߧ  త ah ahࠫࡍక పࡖమ ݟంߘ ݋࣊ తࠫࡍఒక ప ߘ
एړࡵ ړ ݋࣊ ంచడం߯ ఆ߄రపݟ ఉంܼ࠼.
  ఆࣣ ఫంࣾࡅ ߤకए  సछ ऒߖ࢐࠙  బܽद అ޴ ఒకڜߖ޳కܽ ఫంࣾڒ ߤవ۪ऐ ܿ ߤఆ ޴ఇ ޳ࡶ   ఫంࣾڒ ߤవ۪ऐ  బܽदڒ ,
ऒߖ޳  బܽद ࠬڕ నంబ࡛ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఆ సంఖङ एړࡵ ࢑࢑ధ ఇ࢑ ޙ࡯߱ࡍస ࡱ ంߩ సమసङ లۯ ߘయړߖݞ 
ఉపڵࡆంచబడ࠼ޑ.
ࠪ ంۨࡍڷ ऴతంࣇ ߤࣾܐదట ఇం࠴ ߘߝ  ऱܼ వछߖఉండ ڴࡱ ݋࣊ తࠫࡍప ࠾ࡍబܽद మڒ ߘޑݡ ంݟ, a b a 
కܽ ࠪङڜߖ޳ఒక ڕవర ݟంߘ ओߩఉం݄ అ ۃంߧ కएࡅ ݡ ల సంఖङڒల࠮  కएࡅ   ల b f a b ahڒల࠮ 
సంఖङ  కం݄ తڕए వ޳ࡶ ڴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
 
ఇ޴ అర बం ڝࣆۯవడం ۧࣆ ࡮లభం, ఉ޳హరణښ ߘߝ ڕవలం ۨڣࡔऴతంڴ ऴߖޒߦధङ ం వࣕࣆफߕऒ ఇకए , ߘ డ
ࡍߖ भషद సంఖङ ऒߕఉ ࡱڒల࠮ ࡹ ఒకए ޒऴప ࡹ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࠼ ܽ ఒకڜߖ޳కܽ ఫంࣾڒ ߤబܽद సహజంࡏࠬ ڴ 
ऴపޒ ఒకए ܽ ۫డగల࠮ ࡏలకం ఇకए డ సࠜङ ङࠪ ړߖ సࠜङ ޴ంతమంڜ బܽदڒ ,޴ంݟయబۯ ߵ  ࡯ڵࠫ ࡱ
ఉనऒ టऱࡅ ,ޙ࠼కए ࡍڒ  नܾ࡯ߕ ఎలऱߩओ కएࡅ ݋࣊ ݢ ࡍڒ  नܾ࡯ߕ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޳ࡶ ޴ b a 
సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद మనం ఒక అదనߩ పޙݟ߭ ߖޒࠫࡍ ఇߖ޳ ޴ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ 
ఉంܿం޴ .
 ఇڕࠬ ޴ ऴపతङ ࣾ 
గణనߘ కڵ࡯ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࣇ ߤࣾܐࠑ ߖߖ޳ऴతం అࣃࡱߧ ߖफ फࣃࡱߧ ߖఅ ߖߖ޵ ࠭࠲ ޳ࡶ ࡏ ࠭ ah bp 
వछߖఉండ ڴࡱޔత సࠫࠫࡍప ߘల ࠾ࡍబܽद మڒ ంݟ, a b 

ङࠪ ࠾ࡍఒకܽ మ ݟంߘ ఉం݄, అం݄ ఒకܽ ߤࣾܐࠑ ఒక ڕవర ݟంߘ ߯ ۃంߧ ࡍڒ  नܾ࡯ߕ  అ޴ߝ a b f ah a 
కएࡅ ࡍڒ  नړܾ࡯ߕ సࠪనం, మనం ࡍڷంۨ ࡏࣃ࡮ۧ ݞږऱ ࠪ ऱܼ డవ۪ऐ , ఇంࡹ޶ ఇۨऐ న సహజ b ah ah 

సంఖङ కएࡅ   ࠙గࣔࡌల సంఖङ ऒ࡯మన ߖనమھߘక ߘ  అڒ ࡏڴݟబܽद ఇకए డ మనం ఏࠫ ࣆۯफߕऒ  మనం ࠵
ऒߖ࠻࢑ష ޻ఇ ړߖ܉ߖ  పࡍగށంచవ۪ऐ   అం݄ ߤࣾܐࠑ పదम޳ ޒछ भ޳࡯ࢣࡍప ߖߖ޵ మనం ࡌ ం ah ah 
అంకగށతం ࡅకए  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంతం ࡅకए  అߘవర फ߄ࣃ ࡱߕరణంߖߖ޵ ࠭࠲ ڴ ࡛ۧ द ࡹ అߖ ah fta 
फࣃࡱߧ ࠭  , సహజ సంఖङ కएࡅ   ࠙గࣔࡌల సంఖङ కएࡅ తంށఅంకగ ߘ  ऴߦథࠫక ޳ࣄम ంతం ఏࠫܽ  
ङ޳࢑ ऒߕफࣆ࢑࠙ ߘߝ ߖనࣆࡱޘ ంۨࡍڷ ߖ޵ ڔࡍबలందࡏ సహజ సంఖङ ޒऴప , ߘ  కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ n 
ऒߖڜ ړ పవ࡛ ړ పవ࡛ ړసࠪనం, 2 ړ1 ړ1 ޴ߝబܽद అڒ సࠪనం ړంܽݟంࡓ ంܽړ n p p m 1 p m 2 pk mk 
యవ۪ऐۯ రకంڒ .
నऒࠚ࢑    व߯ࡱ ࠹ మߖڜ ࠾ࡍऒ  సహజ సంఖङ  రకం p one p two pk m one m two mkڒ అܿవంܽ ࡱ
ऴపޙङ కం , మనం व߯࠹ ల ऴకࠪߖऒ  ࢑సघ  ,फ࣋ࡍ
అం݄  ࣃब నంࡹ పవ࡛ ߘంߘ ݟంߘ ݟంݟ పవ࡛ వరڕ ఉంܿం޴ ऴకࠪߖऒ  పరసओ రం p 1 m 1 p p m 2 
ऐࡏࠪ फࣃऴ࢐ ړపవ࡛ 1 ߖ ఉంۧ࠭, ఆ߯ మనం ړపవ࡛ 2 ߖమనం 2 ڴ޶ం࠭ ݟంڝ ࠭, అߩओ  p m p 1 m ݡ
అ޴ ఎܿవంܽ ߘݞޙ కڵ࡯ంచ޶ అߩओ ङޙరకం ऴపڒ ఈ ݡ క࠳నڴ޴ పࡍగށంచబޔݡం޴ ఇ޴ సంڣङ  ah 
म޳ࣄ ంతంߖࡹ ऴߦథࠫక ఫޑ࡯లࡹ ఒకܽ  ړ࠿ ړߖ܉ߖ ऱڒ ݭలంࡹ ఎవߖߖ޵ ࡏ ఒక ऴߦథࠫక ڴࣆښ 
 ޴ఇ ࡹపంࡐ फࡍߪ ࠾ࡍమ ࡏంۧߧࡐߖ
࡛ڒ ऱ ऴ߾డڴ ڡࡍङ छ޳ ࣒ छ޳ ఒక ఆࣣ ࠾ࡍవందల మ ޴ࠫߖभ޺ప ࡌ ओߩఇ ,޴ంݟంచబߧࡐߖ ࡌ ऒߖఅ ߖߖ޵ ݡ  
࠙గࣔࡌలߘ కھߘనړߖݞ ఉపڵࡆంచవచऐ भ޳۫ ߖ ం.
కएࡅ   దరࣆڣफࣇ ߤࣾܐࠑ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ߘߝ ߘऴతం ఇకए డ  ࠑݥख ओ߮ۮ ߖఅ ݡంࡓ   ࠙జڒల సంఖङ  ߘ
కھߘనంڒ ݟబܽद ࠑݥख ङږ ݡంࡓ ߖݡంࡓ  ऱࡹࣃరऴޔచ ݡ࠮ ڴࡱ ࠗ ऴ࢐యవ۪ऐ ړ బܽद ߷ङڒ  క दܑࡕషߤ 
म޳ࣄ ంతం ޳छ ङޙఅࣣ ऴప ޴ఇ ࡌ క ऴߖޒߦధङ ం ڒబܽद అࠑݥ ޴ߝख కएࡅ ݡంࡓ   ࠙జకం అޙ࠼ అߖ x x 
ऴ࢐యవ۪ऐ .

ړశ ߖ ࡹపంࡐ फۮ ړ ړࡹ ړపओ సࠪనం, ఇకए ړߖݞ డ అۮ ړ ݋࣊  ޴ߝం޴న޴ మ࠾ࡍ   x 2 a 3 a 0 1 2 3 b 
అ޴ߝ  మ݋࣊  ࠾ࡍ లۮ ڕం޴న1 0.޴ 2
ओߩబܽद ఇڒ  भ޳࡯ࢣࡍప ߖమనం అ ݡ ం.a 
 

 మࡅ ࠾ࡍకए झࡽߩܿ ఈ ޒజ࡛ ల స࢙ࠫݟ  కएࡅ  ఇకए ,޴ఉంܿం ڴ ݋࣊  డ ࡱ࢑వ72 ࡱ b ab a 0 1 2 3
మࡱ࢑ ࠾ࡍవలڝࣆޓ ߘవ۪ऐ .b 0 1 2 
 అߩओ  ڴసహజం ݡ

డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ ߖఉంద ߤࣾܐࠑ ڕవర ݟంߘ .a b ah 
 ఈ ࡍߪ फ ࢑షߖ࠻ऒ  ऴపదࡍज ంచంڕࠪ ړߖ܉ߖ ݟ ఫంࣾߤ ఉంࡏࠬ ޴ ఇ࡮ ऴ࢐యగల0 0 ߘߝ ࡏ అߖ f 
ఎం۪ڕం݄, అం݄ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ ࠉ  ఖۨऐ ڕࠬ  తంڴ ఒకܽ వࣆफంڒ ޴బܽद ߘߝ ఈ ఎࠆ వߝڴ࡮ ߤ ah 
ओߦۮ ߖజ࡛ అ࢙ݟ ऒߕࣆ ޴ంۨన߅సంబం ړ ࡯ ऒߕࣆ సࠪనం ړ  a b ߖݡంࡓ సࠪనం మనం ࠙గࣔరం ړ
పࡍగ࣋ށफ ړ సంబం߅ంۨన޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ అߕࣆ ޴ߝऒ  en b ߖ జ࡛࢙ݟ ߘߝ ڼ࡮సࠪనం, అ ړ
ऒߕࣆ ޴ంۨన߅సంబం ړ ޴फ, అ࣋ށగࡍప ߖఅ ݡ࠮  a aړ ޴फ, అ࣋ށగࡍప ڴڷࡱߕ ߘ జ࡛࢙ݟ ߘߝ ,సࠪనం ړ

Pru
tor
@
IIT
K



సంబం߅ంۨన࢙ݟ ߘߝ ޴జ࡛ ڡࣄझ ऒߕࣆ ޴फ అ࣋ށగࡍప ߖ   a ړߖ޳ఒక ࠉ సࠪనం ఒక ړ ޴సࠪనం, అ ړ
సࠪనం, ఆ߯ మనం ࢙ݟజ࡛ ఎߖ޴ࠫߖ పࡍగ࣋ށफ, అړ ޴ సࠪనం ݡ࠮ అం݄ ߕࣆऒ  సࠪనం  మనం a b ړ
घࠫޛ ऒߕࣆ ޴ంۨన߅సంబం ړ ޴फ, అ࣋ށగࡍప ߖ޴ ऒߜసࠪనం అం݄ మనం ప ړ ంߖݡ పࡍగ࣋ށफ ࡓంړݡ a b 
సࠪనం, అߩओ फ a࣋ށగࡍమనం ప ߖసࠪనం అ ړߖ޳ఒక ࠾ࡍసࠪనం మ ړݡంࡓ ޴ంۨన߅సంబం ړ ݡ b 
ప޺भ޴ࠫߖ అߧۮ ߖओ నటऱޙ࠼, అړ ޴ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴.a
 మనం ఇర࢙ ߖڷࡱߕ పࡍగ࣋ށफ ఒకړߖ޳ సࠪనం మ࠾ࡍ అࡓ ޴ߝంړݡ సࠪనం.b 
खࠑݥ   ओ࣎ࡓక ݡంࡓ   फ a࣋۫ ߘ12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆڷ࠭ ݡంࡓ ړంܽݟ࠮ 
ऒߜతफం ప࠴ ߖࡹ ݋࣊ ࡱڒల࠮  తफం࠴ ߖࡹ ݋࣊ ం࠮ ݡలڒల సంఖङ బܽद12ڒ ࠼ఉంܼ ڴణంڷߘఅ ڕ b 
ఇࡓ ޴ంݡ ࠪङ छ޳ ऴతంࣇ ߤࣾܐࠑ ޴ఒకܽ  అ ࡹ ߵ छ޳ ऴతంࣇ ߤࣾܐࠑ బܽदڒ ࡌ కएࡅ ࡌ ల సంఖङڒల࠮   a 

కएࡅ  ల bڒల࠮ 
సంఖङ ऒߜసࠪనం అం݄ ప ޜ ంݡ అం݄ ࠑݥख సంఖङ ݡంࡓ  కएࡅ  ऒߜతफం ప࠴  ంݡ ࠙గࣔࡱࡌ ah 
ఉߕऒ ओߩబܽद ఇڒ ࠼ ऒߖڜ ߘߝ ݡ  ఇࣃफ ऒߖڜ ఆࣣ  ߘ ం ߭దभ సంఖङۮంڜ  ల߄ࣃ ڕరణ అߧऱښషߘऱ ڒబܽद ࠭࠲
 
పߜऒ ంݡ ࢘ల ఆࡏ వందల ࠭߯ओ  ఒక ࢘ల ఏݡ వందల ࡓ ࠢ࠻ంݡ అం݄ ࠢ࠻ ఐ޶ ࢘ల ߙట ఇర࢙ ఐ޶ 
అߖ ࠙గࣔࡌల సంఖङ ऒߜబܽद మనం ఈ పڒ ,ంܼ࠭ھߘక ߘ ంݡ ࢘ల ఆࡏ వందల సంఖङ भ޳۫ ߘ ం ࡓంݡ 
ङږ బܽदڒ ,޴ంݟయబۯ రకంڒ ڕ ߤపవ࡛ వ ݟంߘ ݡఏ ࡹరంڒࣃరऴޔచ ޶ఐ ࡹరంڒࣃరऴޔచ ݡ࠮ ڴࡱ ࠗ
ఏ࢙ݟ ߕ޼జ࡛ ߷రߘ 2 ࠹ంݟ పవ࡛ ఎ 3 ߘంݟ పవ࡛ 5 ࠉ పవ࡛ ࣄ మ7 ࠾ࡍ పవ࡛ ݟ వరڕ ఉంܿం޴, ఇకए డ 
ओߩఇ ࡏࠬ ఎకए ߖݟࣄࠉఎ ݡ డ ۫ࣃफ ఏ సంఖङ ݟంߘ న࢑޴ంۮ అ࢑  ࡏ  అߕࣆ ߕ࠼ऒ  ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ a b
అߕ࠼ ఏ సంఖङ  అߕࣆ ߕ࠼ऒ  ఒకܽ ࡓంݡ అߕ࠼ ఏߕࣆ ߕ޼ऒ  ఒకܽ ࡓంڒ ݡవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఏߕ޼ c d 
ऒߕࣆ  ఒకܽ ڒవ۪ऐ కएࡅ బܽदڒ  छ޳  రछߖ ࡌ ۨంచబݟన ࠪङ x faf f abcd ޴ఇ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ۃంߧ

ऒߜఅం݄ ప ߤࣾܐࠑ ݟంߘ ంݡ ࢘ల ఆࡏ వందల ࠙గࣔࡌల స࠭޳యం ࣊݋ వరڕ ఉంܿం޴, ఇ޴ a b 
ऒߕࣆ మధङ ݡ࠮ ݟంߘ   ఉనऒ కएࡅ ڷࡱߕ   ࣋కరణ తపओ  మࡖకܽ ߕࣆ  ޶ڒऒ  b tuples ړఒకܽ ݟంߘ 
మధङ  ఉనऒ ࢑ ఇߩओ पࡌߪ ݡ ంڴࡱڒ ఉߕऒ ఇకए ,࠼ డ ࡅకए ࡍڒ  नܾ࡯ߕ ఎߖऒ  ఉߕऒ అం݄ ఇకए ࠼ డ ࠬڕ b 
ऒߕఉ ࡱڒల࠮ ڷࡱߕ ఇకए ࠼ డ ࠬ࠮ ݡ࠮ ڕలࡱڒ ఉߕऒ ఇకए ࠼ డ ࠬ࠮ ݡ࠮ ڕలࡱڒ ఉߕऒ ࠼
మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠬࡓ ڕం࠮ ݡలࡱڒ ఉߕऒ ఖۨऐ ޴బܽद ఇڒ ࠼ తంࠑݥ ڴख .޶ڒ ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ 
 ࠙గࣔࡌల సంఖङ  పߜऒ ంݡ ࢘ల ఆࡏ వందల ࠙గࣔࡌల సంఖङ खࠑݥ  ओ߯࠭ ݡ࠮ ڴ࢑ధం ޻అ ݡంࡓ   ah 
ఒక ࢘ల ఏݡ వందల ࡓ ࠢ࠻ంݡ ఈ సంఖङ ङږ ݡంࡓ   బܽद ah wڒ ߩచదర ݡఏ ڷࡱߕ పవ࡛ ړࡹ ݡ࠮ ࠗ

ओߩఅ ,ݟంచంށగࡍప ڴݡఏ ړ పవ࡛ ݟంߘ ߖ పవ࡛ ݟంߘ ݡ࠮ ݟంచంށగࡍప ڴݡంࡓ ړ పవ࡛ ߖ e x ݡ a b 
అߕࣆ ޴ߝऒ  కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿంࡓ  ޴ంڒ ݡబܽद ࡅకए ࡍڒ  नߘ ڷࡱߕ ܾ࡯ߕంݟ abc b 

ఐݡ࠮ ړ޶ అం݄ అర࢙ ڒబܽद ߘߝ 
ङږ ޶ఐ ڴరऴసంޔచ ޴ం݄, అڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߖ޶ట ఇర࢙ ఐߙ ల࢘ ޶ఐ ࠢ࠻  ړࡹݡఏ ڴࡱ ࠗ
వङ ڔ फకࡍంచబޔݡం޴.
 చޔరऴసం ڒబܽद ఈ సందరग ంࡅ ࡹకए ࡍڒ  नߘ ݡ࠮ ܾ࡯ߕంߘ ڷࡱߕ ݟంݡ࠮ ݟ అޔ࢓ం޴ , అ޴ b 
࠭߯ओ  ఆࡏ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߄ࣃరణంڴ మనం ఈ ऴړం޳ࣄ ޴म ంߖޑऒ  అంకగށతం ࡅకए  ఈ ऴߦథࠫక ah 
म޳ࣄ ంతం మ࠾ࡍ ఆࣣ ࣇ ߤࣾܐࠑऴతం ࡅకए  అߘవర फనంࡖ߮ ڴए నవ۪ऐ కएࡅ    అߧऱښషڴ ߤ ఇۨऐ న fta 
సహజ సంఖङ కएࡅ   ࠙గࣔࡌల సంఖङ  మࣇ ߤࣾܐࠑ ࠾ࡍऴతం߯ ఇߩओ म޳ࣄ ߘߝ ݡ ంతం ࡐపంߦۮ ࡹओ  ,ߘ
ఒక࢘ళ ࡐ ߖపంࡹ పవ࡛ ߘంݟ వరڕ వङ ڔ फకࡍంచవ۪ऐ nڕపవ࡛ వర ݟంߘ  p 1 m 1 p 2 p m 2 p 3 m 3 
మߘ ࠾ࡍంݟ పవ࡛ వరڕ ఉంܿం޴, ఇకए డ ࡓంݡ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇకए డpk mk n 

నऒࠚ࢑ ݡంࡓ  व߯ࡱ ࠹ మ࠾ࡍ ఒక ࡓంݡ సహజ సంఖङ ల సంఖङࡌఆ߯ ࠙గࣔ ࡱ   p one p pk m m mk n 
కएࡅ  అ޴ߝ వߤ పऱ࣒  వ޳ ߤछ పऱ࣒ ݀ ࡌ  వߤ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  వߤ వరڕ ఇవछ బޔݡంڒ ,޴బܽद n m m mk ah 
ఇࣇ ߤࣾܐࠑ ޴ऴతం ࡅకए  ఒక అߧऱښషߤ, ఇ޴ సహజ సంఖङ కएࡅ   ࠙గࣔࡌల సంఖङ एړࡵ ߘ ంచడంࡹ ah 
ఉపࡆగపޔݡం޴  మߖڜࡍऒ  గణన పదभࡱޔ ఆࣣ ڒబܽद ߖ࢐ܽ ఆڕङ झߗ߭  కߝఅ ఇ࢑ ,ࡏఅంܼ ࡱޑऴࣇ 
వࣆफ࢓లߘ అߝక కހలࡹ ఉంచడం ޳ࡶ అߝక ڕࠈझ లࡹ అߝక బంޔలߘ ఉంచడం, 
ऐࡏږ ߘబܽद మనం ఆࣣ ऴపజలڒ నऒ ओߩ  ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘల ߤషښऱߧల అڒక రߝఅ ݡ
ऒߖڜ  రڒల సంޑښలߘ ఏࡌओ ङڕఆ ߖ࢐ܽ ڴరణం߄ࣃ బܽद ఆࣣڒ న࢑ࡷద࠴ యడంۯ ܿ झߗ߭  సమసङ  ࡱ
అంܼڒ ࡏబܽद ߖ޵ ߘߝऒ भ޳۫  ం , పంࡌࠪ ࣋ۯ ނߧठ ల సంఖङ  ఒښ బంޔలࠚ࢑ ߘనऒ  ߭݃दࡹऱ ప  ړ ऱ࣒  n nr n 
న࣒ ఒకܽ   ప࠳ ݟంڝఎం۪ ߖ࢐ܽ న࣒࠳ ऱ࣒  n r n r ah ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ߝڴ࡮ కߧన࣒ ఒకܽ ఎం࠳ 
ओߧۮ న ऱܿࡏࠬ ڴ ఒ࡮ښ వࣆफ࢓లߘ కڵ࡯ ఉండవ۪ऐ फࣃࡱߧ ߖఅ ࡱޔబం ࡮ښఒ ࠪ ߘߝ బܽदڒ  ࠭ r 
మࠚ࢑ ߖ࢐ܽ ࠾ࡍనऒ  కހలࡹ ఉంۧࠚ࢑ ࡯నऒ  ߭݃द࠴ ࡱదࡷనڒ ࢑బܽद ఈ సంఖङ   ప ऱ࣒  న࣒ 1 r n r n࠳ 
ఎంߧక ࠳న࣒ 1 ޳छ ఇవछ ࡌ బݟం࢓܌ࡏ ړߖ޵ ߘߝ ,޴ ఇࣃफ  n ߘ

నࣾऴޑల ޳छ फࣃۨࣇ ߘలޔబం ࡌ ऒߖڜ బܽदڒ ࠲రठం ࠪऴతࠪ ۯంۨࣇ ޴బܽद ఇڒ ࠭  r r , ࠭࠲ ऱࡏࣃ
फࣃऴ࢐ ߖఅ ࡽߧఆ ߖߖ޳ ࠭ మ࠾ࡍ మధङ  r ࠾ࡍఉంచడం మ ߘల ܘంࡓమనం ఉంܼ࠭  ఆࣣ ఆ ࡹ
थ܉న సం࠳సరళ ߘߝ బܽदڒ న࢑ࡷద࠴ ࠪన నࣾऴޑలߘ ఉం۪ߕޔऒ  r ࡮ښఒ అ࢑ ࡱޔబܽद ఈ బంڒ ߘ
ఉంܼڒ ࠼బܽद ߖ࢐ܽ ఈ ࢑షయంڴ పࡍగށంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఈ ڡࠈझ  లߘ  ప ऱ࣒  వ࡛ࠈ ࢓ࡱߖ ߤ ల మధङ  n n 
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छ޳ లࢁڣ ంచవ۪ऐۨࣇ ࡌ  n 
फࣃࡍ࢑వ ߖߖ޳ ߘߝ , దగ ߕ  ߘ ठర ࡓంݡ ߭݃दࡱ ఉߕऒ యڝߘంߘߝ ,ݟ ఇݡ࠮ ࡮ ఆࣣ ࢓ࡱߖ ݡ࠮ 
 ڷࡱߕ ߘߝ ,ޙࠉۮ ߖఅ ࡱद݃߭ ݡ࠮ ߘߝ ڴ࢑ధం ޻అ ,޴फంࣆۯߖప ࡮ఒక ߭݃द ޴ఇ ,ޙఉంۨ ߘల ࡛ࠈ
फࣃۯ ࡱ ࡛ࠈ ओߩబܽद ఇڒ ߘ మధङ  ࡱޑఅం݄ నࣾऴ ޴ంޜڷࡏఏࠫ జ ݡ  rߘలޑకం݄ మనం  ఈ నࣾऴ޶ఎం ࡹ
ఈ ߭݃दࡹऱ ऱࡹޔంܽ బం࡮ښఒ ړ  ఉంచడం వలన ࠬࡏ ఇకए డ  ࣃद ࡛ లߘ కڵ࡯ ఉߕऒ  r ࢓ࡱߖ ఈ ࠾ࡍమ ࡏ
ऱ  పࢁమ ڕࠬ ݟంߘ ల ࡛ࠈ ऱ࣒  వࡱ ࡛ࠈ ࢓ࡱߖ ߤ ఉߕऒ బܽद మధङڒ ࠼  n ߩంڵ࠭ ఒక ࠾ࡍరంభం మߦఒక ऴ ࡹ
ఉం࡯ݞ.
ࡍవ ߤన࣒ వ࠳ ࡏࠬ  दకࡱ ࡛ࠈ ࡽ మࣃ  ࠾ࡍद ఉండవ۪ऐ ڵ࡯క ߖ ࡛ ప  ࡹߖ޳ , ऱ࣒  న࣒ n r r n n࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ 
ఒకܽ ఎం۪࢑ ޳ࡶ ࡯࢐ڝషࡱ࠻ ఎం۪࡯࢐ڝ అۮ ࡏࠬ ߖపओ వ۪ऐ ప  ޴బܽद అڒ జంߖ ࡮ښఒ ݢంࡓ  ऱ࣒  r r 

అޔ࢓ం࠳  ޴న࣒ ఒకܽ ఎం۪ڝంݟ  ప ऱ࣒  క n rrr n cnࡍబܽद ఈ అమڒ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ 
ऴߦరంభం࡛ࠈ ࢓ࡱߖ ࡹ లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ 
మ࠾ࡍ ۨవ࡯ڵࠫ ࡹࡍ ఉనऒ दࣃ  ࠾ࡍమ ࡱ ࡛ࠈ  న࣒࠳  ࡛ లߘ  ప ऱ࣒ ప  ݟంڝన࣒  ఎం۪࠳  ऱ࣒  n 1 r n r 1 rrn 

అమరऐ ࡹ ݟంڝన࣒ 1 ఎం۪࠳ వ۪ऐ ओߩన࣒ 1 ఇ࠳   ऒߖڜ ఆࣣ ࡹకࡍఈ అమ ݡ  ߭݃द ڴࢁڣ ఉంݦr n vs ah 
అవڒశం ఉం޴, ఇߩओ  ݡ
ఏ ߭݃द ޶ࡶ ڴࢁڣ అߖ మనం ߖڜऒ  అదనߩ పߖޒࠫࡍ ߭ दܼ ࠭, అߩओ ల సంఖङࢡڒఅవ ݡ  ఏࠫ ڕ
జޔڷࡏం޳۫ ޾भ ం ڒబܽद అ޴ ఒక ࢙࢑ధङ ం  ఇ޴  ఆڕङ झߗ߭  సమసङ  
పంࡌࠪ ࣋ۯ ނߧठ ల సంఖङ నऒࠚ࢑   ߭݃दࡹऱ  ఒ࡮ښ బంࡱޔ ఉంܼ࠼ , n 
త޳छ  న࣒ 1 r n r࠳ ݞږ ޴ఇ , ݟంڝన࣒ ఒకܽ ఎం۪࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽदڒ ޶ఉండ ڴࢁڣ ఏ ߭݃द ࡌ
ఎం۪ڝం࠳ ݟన࣒ ఇకए డ కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿంࢁڣ ޴ ߭݃दࡶ ࡱక߱ࡓ ޙంݡ r n r n 
ऴపకए ࡱ ࡛ࠈ ࢓ࡱߖ ऴపకए ߘల ࡛ࠈ ݡంࡓ ఈ ߘߝ ڕహరణ޳ఉ  ,࢓ఉండ ߝ మధङ ࠾ࡍమ ߘࣃۯ ߝ నࣾऴతం ࡹ
ऒߕఉ ࡱޑబܽद నࣾऴڒ ޶శం ఉండڒబܽद ఈ అవڒ ޶ࡶ  న࣒ 1 r r n࠳ ࡹܽ࢒ ࡱࢁڣ న࣒ 1࠳ ࠼
ऒߖన ఎ࠼న࣒ ఒకܽ అ࠳ అం݄ ࡯ݞఆऴకࠫంచబ ۯల ࡛ࠈ ࢓ࡱߖ  n r ޴బܽद ఇڒ ࠼ఉంܼ ࡱ ࡛ࠈ ࢓ࡱߖ 
యవ۪ऐۯ ࡹ న࣒࠳  ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ఎం۪ڝం࠳ ݟన࣒ ఒకܽ ఎం۪ڝం࠳ ݟన࣒ ࠪࡌठ  ఆࣣ n r r n ࡱ
ङڕఆ ݡంࡓ ߘߝ బܽदڒ झߗ߭  సమసङ లڕ పࢲࡍए ऒߖࡌ  ఇ ऐۧ ठࡌࠪ ࣋ۯ ނߧఒకܽ పం ,ߘ ల సంఖङ  ah n 
నऒࠚ࢑  ߭݃दలࡹ ఒ࡮ښ బంࡱޔ ఉంܼ࠼ , అ޴  ప ऱ࣒  r n ߩఅదన ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݟంڝన࣒ ఒకܽ ఎం۪࠳ 
పڡࠈ ޙݟ߭ ߖޒࠫࡍझ ओߩఅ ,޴ఉం ڴࢁڣ  ޶ࡶ  ఈ సంఖङ ݡ  r n ޴ంޔ࢓క అߧన࣒ ఒకܽ ఎం࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ 
టऱ߯ࣅ ݡంڜబܽद పదڒ ऐࡗږ  ࢐లڷ࠭ ߖठࡍߖ ࡏ भషद వङ వङ ޴సࣔ ఈ 11 మం ޜफలڕ  pqr ߘफࣆڣफల దరڕ
भ޳۫ ం,   త޳छ ऒߖఎ ࡌ  రڴࡱڒ ऴపకए ఉనऒ ߝ  ࢑తफߕలߘ ఆऴకࠫంచ޶ ఈ పదڜంݡ మం޴ వङ  pqr ࡹफలڕ
వङ ࡏठڷ࠭ ࡍߖ ࡱफڕ भషदంڴ ఉంܼڜ ࠭࠲ ߯ߖ޳ ,ࡏంత పߕޔݡ߭ ߖޒࠫࡍऒ  దట࠴ బܽद మనంڒ ࠭
ఎ޴ࠫߖ మం޴ వङ వङ ޴మం ޴ࠫߖదట ఎ࠴ బܽदڒ ࠭ޑఉం۪ ߘफలڕ ओࡌఏ ڴࡱڒరڒ ޴ࠫߖఎ ߘफలڕ ܿ 
फࣃۯ ࠭ , అం݄ ࠭࠲ మߖ࣎ ࠾ࡍ ࠫనࣔ࠼ంۨ ࠫనࣔ࠼ంۧ࠭.pq r 
ఆࣣ వङ ࡏడగల۫ ࡮ఇ ࡏࠬ  ړ फ ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐ޶ ఆࡏ ఏݡ ఎ޴ࠫߖ ఇߩओ ऒߖఎ ݡ  సबࡱ࡮ 
ऒߕఉ ࡯ڵࠫ ओߩఇ ڕమన ࡆ మధङ ݡ ऒߕఉ ࡱ࡮సब ݡఏ ࡹ ऴపకए ࠾ࡍమ ࠼ న ݞږ మనࡓ ڕంݡ సबࡱ࡮ 
ఉߕऒ घࠫޛ తफం࠴ బܽदڒ ࠼ ऒߕఉ ࡱ࡮సब ޴ ऒߖ޵ మనం ࡹܽ࢒ ,࠼  ఉంచవ۪ऐ  మڒ ࠾ࡍబܽद pq r ok 
ఇࠫޛ ޴घ ऒߖఎ ࡹలࢡ޻న ऴప࡯ڵࠫ ޴  ڴࡱ߄࢑ 
యవ۪ऐۯ घࠫޛ బܽदڒ  घࠫޛ ࡹݡ࠮ ޴  p ߘటऱࣅ ݡ࠮ ڴࡱ߄࢑ ݡఏ ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ޴
ఉంచవ۪ऐ తफం సంఖङ࠴ బܽदڒ    ఐࠫޛ ࣒ܾ࡯घ  ڕవర ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ݡఏ ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ޴
దभ సంఖङ߭ ޴ఇ ,࠼ޑరࠪ ڴంశంڒరڒ నऒࠚ࢑ ࡏఆࣣ ఆ ࡹ  ۨࣔऒ ङ࠮క ࡱ छ޳ ࡽߜ۸ ߤషښߖ  రంࣃऴప ࡌ
జత ۨࣔऒ ޒऴప ,࠼ޑయబడۯ ల మధङ  
కߗసం ࡓంࢁڣ ݡలޜ ۨࣔऒ ల మధङ ऐࡌۯ ߘలࢁڣ తफం 18࠴  . ࡯
 ۨࣔऒ ऒߖఎ ߘలࢁڣ ࠾ࡍమ ࡱ అమరऐ ڴࡱ߄࢑  వ۪ऐ సమసङ ߘߝ , फࣃۯ వృతంࡌనߩ ऱࢁమ ߘ  ,ߘ
ఆࣣ క࠮ङ छ޳ ࡽߜ۸ ߤషښߖ छࡔ࢘ ࡏఆ ݦయబۯ రంࣃऴప ࡌ ऒࣔۨ ࡏ ऒߕఉ ࡱ  ,࠼
ఇߩओ ऒࣔۨ ݡ ల మధङ  మనం ऴపޒ జత ۨࣔऒ ల మధङ  ప޺भࢁڣ ޴ࠫߖలࡌۯ ߘऐ .࡯
 కߗసం ࡓంࡱࢁڣ ݡ ఉߕऒ ओߩఅ ࠼ ఈ ۨࣔऒ ݡ ओࡌల ఏࢁڣ ࠾ࡍమ ࡱ ऱܿ ఎߖऒ యవ۪ऐۯ ڴࡱ߄࢑  బܽदڒ 
ఆࡏ ۨࣔऒ పओۮ ߖఅ ݡంࡓ ఒకܽ ࡱ వछߖ ంڒ ݟబܽद ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ మ࠾ࡍ ఐ޶ b s s s s s 
ఆ ࣾࠫంచంݟ మ࠾ࡍ ఆࡏ ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ ఈ ࡱࢁڣ ఉߕऒ ऒࣔۨ ߘలࢁڣ ఈ ࡔస ࠻ ల మధङ  s 
తపओ ओߧ۱ ڴࡍసߖ ంۧڒ ࡯బܽद ۨࣔऒ ల మధङ ऒߕఉ ࡱ࡮సब ޶ఐ ڕࠬ  ంచవ۪ऐށగࡍప ߖߖ޵ బܽदڒ ࠼   
ఎߩࡏ రంڷ 
18 ఒ࡮ښ బంࡹޔऱ  ఉంచడం సమసङ ఉనऒ ڴࢁڣ అ࢑ ,޴ఉం ڴ ऱࡹޔంܽ బం࡮ښఒ ߖ࢐ܽ   ఐ޶ ߭݃दڴࡱ 
పࡍగށంచవ۪ऐ  ఇߩओ జత మధङ ޒ࢑షయం ఏࠫటం݄, ऴప దܽ࠴ ݡ  కߗసం ࡓంࡱࢁڣ ݡ ఉంڒ ࡯ݞబܽद 
అకए  ࡯ఉంۧ ݡంࡓ ݡంࡓ దట࠴ డ ࡱࢁڣ ఉߕऒ ల࠻࢑ష ݦఉం ࡮ښఒ ޴ࠫߖभ޺దట మనం  ప࠴ బܽदڒ ࠼
ఉనऒ ࡮ښఒ ޴బܽद మనం పڒ ంܼ࠭ڕఎం۪ ߘలࢁڣ ݡంࡓ ݟంߘ  ڕం݄ మనڕఎం۪ ߖ࢐ܽ 
అర ڕకߧబܽद ఈ ఎంڒ ޴ంޔ߱࡯ڵࠫ बం ޶ࡶ ऴߦథࠫకంڴ ఇ޴ ఒక ࠪర ठంࡹ ࠪऴత࠲ ఇߩओ   ޴ఉం ࡯ڵࠫ ݡ
ऒߕఉ ࡯ڵࠫ ࡱࢁڣ ޴ࠫߖఎ ڕవర ࡮ۧ ओߩఇ ࠼  ߘలࢁڣ ޴ࠫߖన ఎ࡯ڵࠫ ݡ
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ఐ޶ ߭݃दࡹऱ  
ఎ޴ࠫߖ పऱ࣒  ఐ࠳ ޶న࣒ ఒక ࣄ ఐ࠳ ޶న࣒ ఒకܽ అం݄ 12 ڴࡱ߄࢑ 4 ࣄ ఉంచవ۪ऐ  ఈ ࠭࠲ బܽदڒ ,
సమసङ ऱࡹޔబం ښఒ ߘ  ఉంచడంࡹ సమసङ ऐࡌࠪ ڴ ࠭.
 ऴపޙङ క࠳న ߭݃दࡹऱ ఇకए ࠭࠲ ڴఅదనం ړ డ ߖڜऒ  అదనߩ షరޔలߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭, ऴపޒ జత ۨࣔऒ ల మధङ  
छ޳ ఉంచడం ڴݟ࢑ ߖ࢐ܽ బܽदڒ ࠼ఉంܼ ࡱࢁڣ ݡంࡓ ऒߕڕࣆޓ ऴగతफ܉ ࠭࠲ ࡌ   w ࡱࢁڣ బܽद 10ڒ ࠭
అకए ,ߖڕఎం۪ ߖ࢐ܽ డ ఉంۧࡏ, ఎం޶కం݄ అవߗऒ  ఒ࡮ښ ఉߕऒ ठࡌࠪ ߝڕఆ߯ ఎం۪ ,࠼ ల సంఖङ  ఇߩओ ݡ
ఒకܽ ࠪऴత࡯ڵࠫ ࠲ ఉనऒ ప  ޴ ऱ࣒  r n cr ࠭ࣃۯ ߖఆ ప ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓న࣒ ఒకܽ అ࠳ న࣒ ఒక࠳ 
ఇకए డ 
ऴపږޒల ࡌߪप ంక పࢲࡍए ల సంఖङࡌ పऱ࣒ ߤవ  ݟనంھߘక ߘ  ݀ పऱ࣒  ऴޓ ప ऱ࣒ ओߩఇ ޴ߝఅ ࡛ࠂ   x x x x ݡ
పړ޴ సࠪనం, ఇ޴ పߖ޴ పంۯ ނߧయడంࡹ సమసङ ంచవ۪ऐށగࡍప ڴ , ప޴ ఒకܽ ఉߕऒ  బܽद ఒకܽ xڒ ࠼
ऒߕࣆ వ۪ऐڒ   ఎం޶కం݄ మనం ऴపږޒల ࡌߪप ంڒలߘ ఉం۪ڒ ࠭ޑబܽद ఒకܽ ڒవ۪ऐ ऒߕࣆ    ఒకܽ x 
ऒߕࣆ ݡంࡓ ޴ప ݟంߘ  ఒకܽ ߘంݟ ప޴ వరڕ ఉండవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలన ऴߦథࠫకంڴ ఇ޴ ఒకࡍࣃ x 
పంۯ ނߧయడం సమసङ నऒࠚ࢑ ڷࡱߕ బܽदڒ   ߭݃दࡹऱ  ఉంۧ࡯झ న పࠚ࢑ ޴నऒ  ࠼ఉంܼ ࡮ښన ఒ࠳
 ޴బܽद ఇڒ
ప޴ ఒ࡮ښ ఉంݦ బంޔలߘ పంࣄۯ ނߧన݄ऱ ࠚ࢑ ڷࡱߕనऒ  ߭݃दࡹऱ  అం݄  ప ऱ࣒  న࣒ 1 n r cn࠳ న࣒ 1࠳ 
అం݄ 13 c 3.
ऒߖޑ࡯ఈ ఫ ړߖ܉ߖ బܽद మనంڒ   అ܉थ తࡹࣄ࢐ ఒక సࠬకరߖހऒ  ऴ࢐యڵݟ߰ ړߖݞంచవ۪ऐ  బܽद nڒ 

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠬకరߖހऒ  పࡍగށంచంݟ  ఆ࡛ అ޴ߝ ऴపږޒల ࡌߪप ంకం అ࠼న ۲ట ߘߝ ఈ x 1 x 2 xn r 
సࠬకరߖހऒ  నంబ࡛ వߤ అࣃࡱߧ ߖफ पࡌߪ లږޒऴప ڕ ߤఆ߯ సࠬకరణం నంబ࡛ వ ,ߘ ంڒల పࢲࡍए  లࡌ
సంఖङ ప  ߘ ऱ࣒ అం݄  ప ߤన࣒ వ࠳  ऱ࣒  r n cr r n cn ޴కం݄ ఇ޶ఎం ޴ంޔ࢓అ ߤన࣒ వ࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ 
ఇڼ࡮ ఉంܿం޴.
 
एڕఒకܽ కం݄ ఎ ࡱ ࠭࠲ వ ޳ࡶ సࠪనం అߝ పࡐࣃ ,ޙݟ߭ ߖޒࠫࡍపङ  వࣆफ࢓లڡࠈ ߘझ  లࡹ xi r n 
పంۯ ނߧయడంࡹ సమసङ  ఉంܿం޴, అం݄ 1ږߘࣃ ړల ࡌߪप ంڒల పࢲࡍए ల సంఖङࡌ ऒߕࣆ  అం݄ r ޶ڒ 
అ۪ऐ ޶ఐ ࡱࡌఅࣾ ޴న࣒ ప࠳ న࣒ 1࠳ న࣒ 1࠳ న࣒ 1࠳ ల ߩనࡌవృޔफࡱ cn rr cr n 
అߘమޒంచబడ࠼ޑ సࡔ ఐ޶ అ۪ऐ  అం݄ ఈ aieou ࡯࢐ڝఎం۪ 10 ࡹ޶మనం అం ࠾ࡍమ ࡱ
సంఖङ లߗऒ ऒߖ޵ ࢑షయం దܽ࠴ బܽदڒ ࢓గలڒ వృతంࡌనߩ   ఎߖऒ యవ۪ऐۯ ڴࡱ߄࢑   ޒऴప ޴ండవࡓ 
అ۪ऐ సం ఒకएߗక ߘ వ࣋फ సంఖङ ࣄవలڝఎం۪ ߕࡕࣃ  ఎంత,  
ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ డ ప޴ కߧ࡯ ఐ࠳ ޶న࣒ వࣄ ߤ పߖ޴ ۫࣋फ, ప޳ऒ  ండవࡓ సࠪనం అం݄ ړ޴ప ࣄ ڷࡱ
సందరग ం࠼ࢗ ࡹङ  ఒకܽ  ఇ޴ ప࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ࣄ ప࠳ ޴న࣒ ఐ޶ అం݄ ࠫޛघ  ޶ఐ ࣄ ޴
అ޴ߝ ఒښ వࣆफࠚ࢑ ࡱ࢓నऒ  ߭݃दࡹऱ ठࡌࠪ ࣋ۯ ނߧపం ړ ల సంఖङ एڝߘక ߘ ంݟ, అం݄ ڡࠈझ  ఒకܽ గࡍషदంڴ n 
ఒక వࣆफߘ࢓ ప दܿڝగڝ ߖ޵ ࡮ڼ࡯సం ࢐దనߘ ఇకए డ ۫޳भ ం ڒబܽद ڡࠈझ  ఒకܽ ۯయగల޶.
  ఏߕ޼ వࣆफ޳ࡶ ࢓ ఒక వࣆफڒ ޶ࡶ ࢓బܽद ߭݃दࡹ ఒక వࣆफڕࡶ ࢓ం݄ 

ఒ࡮ښంܽ వࣆफ࢓ల࠳ ߘన࣒ ఒక ࠚ࢑నऒ  ߭݃दࡹऱ  ఉంచడం సమసङ , అߩओ  r n r , ߘల࢓फࣆవ ࡮ښమనం ఒ ݡ
झڡࠈ ߤన࣒ వ࠳  లࡹ  ప ऱ࣒ యవ۪ऐۯ ނߧపం ڴࡱ߄࢑ ݡంࡓ న࣒࠳   మ࠾ࡍ ఒక ߭݃दࡹ ఒక n r n cr 

వࣆफ࢓ ఉం݄ మనం ఉంۨనటऱޙ࠼, అߩओ  మనం ݡ
झڡࠈ ߤన࣒ వ࠳  ల࠳ ࡹన࣒ వڡࠈ ߤझ  లࡹ  ప ऱ࣒  n n r n cr ނߧపం ࡹ ࣒࢘ ߤన࣒ వ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ 

యవ۪ऐۯ ठࡌࠪ తफం࠴ రంڒऴతం ऴపࣇ ߩబܽद అదనڒ  ల సంఖङ   ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ న࣒࠳  ऱ࣒  అޔ࢓ం޴  r n cr r
 ప ऱ࣒ ऒߖݞవڝఎం۪ ࠭࠲ ڴ޶న࣒ ࠭ం࠳ ఆ࡛ࣄ ޓన࣒ ऴ࠳   పࡍగށంۧ࠭ ࡏࠬ ޳ࡶ ఒక ࡍߖ भషद ࠪర ठంࡹ n 
నऒࠚ࢑  అంࢡల ߘ ޑࠉ܉ంࠚ࢑ ݟనऒ  వࣆफ࢓లߘ అమరऐ డం అۮ ߖపओ వ۪ऐ ठࡌࠪ ߖࡶ బܽद ऴకమంڒ ,  ࡱ
తڕए వڴ ఆర न࡛ फࣃޓࡍ޳ ړࣄ ݟయబۯ  फࣃఅࣣ ऴప  ࠼ రణ మ࠾ࡍ కల࠼కߘ ऴߦరంࠚంۨన తࡌछ త ఇߩओ  ݡ
నऒࠚ࢑ ࠭࠲  బంࡱޔ మࠚ࢑ ࠾ࡍనऒ  ߭݃द࠴ ࡱదࡷన ߖ࢐ܽ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ ڕࠈझ లړࡹ బంޔల
సమసङ  పంݞږ ڴނߧ పࡍగށంచబޔݡంڒ ,޴బܽद ߘߝ ఈ ࠙వనలݞږ ߘ ఇࣃफ ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ ߘ  ahݡ
నऒࠚ࢑  వࣆफ࢓లࠚ࢑ ߘనऒ  ߭݃दڴࡱ పంۯ ނߧయߖݞऒ  పࡍగࣃށफ ࠭.

నऒࠚ࢑  ߭݃दࡹऱ छࡔ࢘ ړ ठࡌࠪ ࣋ۯ ނߧపం ߘల࢓फࣆవ ࡏ ల సంఖङ ,  ऴపޒ ߭݃द గࡍషदంڴ ఒక వࣆफߘ࢓  n 
ప दܿڝగల޶ , కߘక ఇ޴ అޔ࢓ంࡅ ߖ޵ ,޴కए ఇకए ߘ࢓܌ࡏ  డ ఇࣃफ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ࠬࡏ ఇంతڕ npr 
࠭ం޶ మనం ࣄۯన ߘ ߖ޳ంݟ వङ ङޑ ऒߖࣃ  ۫డవ۪ऐ .
 ఒ࡮ښంܽ వࣆफ࢓లߕڕࣆޓ ߘऒ ࠭ ఇߩओ छࡔ࢘ ࠭࠲ ݡ ऒߕంܿڕࣆޓ ߘల࢓फࣆవ ࡏ ࠭ ఇంత࠭ڕం޶ 
छࡔ࢘ ݞږ ओߩఇ ࢑ݦఉం ڴࡏ ऒߕఉ ݞږ ݡ ఆర ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ࠼ न࡛ క తపओࡍన అమࣄۯ   మ޶ڒ ࠬࡔ, 
फࣃఇ ࢓܌ࡏ కࡍڒ߅అ ړߖ޵ నऒࠚ࢑ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ  ߭݃दۮ ࡱపओ ంݟ ఇߩओ ऒߕఅంܿ ࡏࠬ ݡ  n r ࡹ޶ఇం  ࡏ
ఆࠏणڡ द లߘ ఉంచంݟ 
బܽद ఇకएڒ ޴ఉంܿం ࢓फࣆఒక వ ڴషदంࡍగ ࡹद݃߭ ޒకం݄ ऴప޶࢑షయం ఎం ޻అ ޴బܽद ఇڒ డ కం݄ r n 
తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ఇకए డ ۮపओ వ۪ऐ ఎకए ࡏࠬ న࢑ࡷద࠴  డ ఉంۨߕ అ޴ n 
కएࡅ ల࢓फࣆవ ݟంߘ  ఒక అమࡍక తపओ  మࠬࡔ r 

Pru
tor
@
IIT
K



  ߖߖ޵ బܽदڒ ޶ڒ
నऒࠚ࢑ కएࡅ ల࢓फࣆన వ࠳  ఆర न࡛ కల సంఖङࡍన అమࣄۯ  ంచవ۪ऐށగࡍప ڴ , ఇ޴ ऴߦథࠫకంߘ ڴంݟ n n 

తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ.npr 
  ऴߦథࠫకంࣆۯ ࡏࠬ ڴफనऒ ఇకए ࡏࠬ ,ఏࠫటం݄ ޴ డ ߘంڡࠈ ݟझ  లߘ ఎం۪ڕంܿߕऒ  n r ࡏ
మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠬݞږ ࡏ సంఖङ  ࠭ఖङ ం అߩۮ ݞږ ߖफߕऒ ఇకए ߖ࢐ܽ ࠭࠲ అం݄ ࡏ డ ఏ ऴకమంࡹ 
ఉంۧ࠭ అం݄ ࠭࠲ ఇ࡮ంܽ ࢐దనߘ ఇవछ గల࠭ ݞږ ఇం޴࢐ ࡹ޶ంచవ۪ऐ  ఈ ऴړం࢑ ޴ధంݞږ ڴ 
ఒక࠴ ࡏదܽ వࣆफߘ࢓ ఏߕ޼ ߭݃दలࡹ ఉంచవ۪ऐ , ఆ߯ ࡓండవ వࣆफ࠳ ߘ࢓న࣒ వڡࠈ ߤझ  లࡹ n n 
ఉంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అం޶వలన ఆࠏणڡ द ࠳ ߘన࣒  ప ऱ࣒  వڡࠈ ࢘ ߤझ  లࡹ ఉంచవ۪ऐ  తफం rth n r࠴ బܽदڒ 
ఏࡌओ టऱ సంఖङ छ޳ ऴతంࣇ రڒణڷ ړࡹ  తపओ ࡌ  మࡖకܽ ޶ڒ.n 
న࣒  ప࠳ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳  ऱ࣒  వߤ వరڒ ڕరకం తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔరకం ࠳న࣒ ڒరకం n r n n n r 
छ޳ ठࡌࠪ ࣋ۯ ނߧపం ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ ల సంఖङ నऒࠚ࢑ ړࡹ   వࣆफࡱ࢓ అసࡷన ߭݃दࡱ అం݄ npr ah nd 
ఏ ߭݃द అߕ࠼ పవ࡛ ړ ఎߖऒ  ఆࠏणڡ द లߘ ప दܿڝగల޶ n 
బܽद ఇకएڒ డ ࠬࡏ ఆࡏठङ నऒࠚ ڴभ޴ڜ ݋ం࠱ ంڴ ఉనऒ ऱܿ ۫డవ۪ऐ झڡࠈ ߕ޼ఏ ߘ࢓फࣆదܽ వ࠴ ,   లࡹ n 
ఉంచవ۪ऐ ఉంచవ۪ऐ ߕߞࡹߖ޻ ߘ࢓फࣆండవ వࡓ ,  ఇతర ߭݃दࡱ మ࠴ ࠾ࡍదࡷనڒ ࢑బܽद మన ऴపޒ n 
వࣆफࡹ ߘ࢓ ఉంచవ۪ऐ , అం݄ ߘంࡏࣃ ړࡹ ړࡹ ݟऱ అం݄ శړ फࡌࠪ ړठ కएࡅ గణన ࡱ  n n n n nr n r 
మࡖక ࠪరठం 

నऒࠚ࢑  వࣆफ࢓లࠚ࢑ ߘనऒ ంڴ పంࡌࠪ ࣋ۯ ނߧठ ల సంఖङ .r n 
  ऴపޒ ߭݃दࡹ 
ఆࠏणڡ द ల ऴకమం ࠭ఖङ ప  ޴బܽद అڒ ޴న࠳ ऱ࣒ ప  ޴సࠪనం, అ ړ ࡽయࡍदڝ߷ ړ న࣒࠳  ऱ࣒   వరڕ n r 1 cr r n 1
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  n r.޴ఉంܿం ڕన࣒ 1 వర࠳ 
బܽद ఈ సమసङڒ  షएࡍప ߘ ओ࡯క ࡱ࢒ ړߖݞంచࡍ ంచం࠴ ߘߝ  ݟదట 
ఆࠏणڡ द ࡱ ఒ࡮ښ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం, అ࡮ అڡࠈ ޙ࠼झ  లߖܽ࢒ ࡹ ఉంࡌࠪ ۯठ ల సంఖङ   ప ऱ࣒  n n r 
న࣒ 1 అం݄  ప࠳ న࣒ 1࠳ ऱ࣒ రకం cn n r nڒ రకంڒ న࣒ 1࠳  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ రకంڒ న࣒ 1࠳  r 
ఇߩओ నऒࠚ࢑ ࡱ࢓फࣆవ ݡ ంڴ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ऴకమబ޵मకరణ ࢑షࡱ࠻ ࠭ఖङ   i ࡱ࢓फࣆవ ޙ࠼అ న࢑࠳
నऒࠚ࢑ ంڴ ఉం݄ వࣆफ࢓ల ࡅకए తफం ఆర࠴  न࡛  ల సంఖङ  న r r࠳ऴకమబదम ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴరకంڒ 
࢑షࡱ࠻ అޙ࠼ 

వࣆफ࢓ల ࠴తफం ఆర न࡛  ల సంఖङ ठࡌࠪ తफం࠴ బܽदڒ ޴న࠳రకڒ  ల సంఖङ   ప ऱ࣒ ऒߖڒరڒ  న࣒࠳   r r n  r 1 n 
ప  ޴అ ,޴ంݟంచబ܊࢑భ ڴంశంڒరڒ రకంڒ న࣒ 1࠳ ऱ࣒  r n r n ޜరకంڒ ߤన࣒ వ࠳ రకంڒ ߤన࣒ వ࠳ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ ,޴ంޔݡంచబڵ࠙  సరࢁకృతం ࣋ۯफ అ޴  ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳  ऱ࣒  అޔ࢓ం࠳  ޴న࣒ n r n r 
మనం  ప ڒఇం ࠾ࡍమ ݡంࡓ ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ݞږ ߖఅ ߤన࣒ వ࠳  ङڕకܽ ఆڜߖ޳ఒక ߘߝ , झߗ߭  n r pr ah 
సమసङ కएࡅ ߤవ ߵ݅ ,  ం޳ంڕࣆޓ ߘ  ఒ࡮ښ ఉంݦ వࣆफࡱ࢓ మࡅ ݀ ߵ݅ ࠾ࡍకए పङࡐࣃ ݡంࡓ   
వࣆफࡱ࢓ ఉߕऒ కएࡅ రకం ࠾ࡍమ న࢑ࡷద࠴ ࠾ࡍమ ࠼  ఒ࢑ ښధ࠳న వࣆफࡱ࢓ , ఇకए డ  ప ऱ࣒k  k n n 1 

 ప ऱ࣒  అం݄ ࠴తफం ఆࠏणڡ द ల సంఖङ  ఉంܿంࡹܽ࢒ ,޴  ఒ࡮ښ ఉంܼࡓ ࠼ంݡ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ n 2 nk n n 1 n 
మ࠾ࡍ అ࢑ అߗऒ  ఆࣣ ࠚ࢑నऒ  రకం తࡌछ త వࡏసڴ nu  
ఈ వࣆफ࢓ల అమࡍకల సంఖङ  ఒకܽ ࠳న࣒ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ ࠳న࣒ 1 n ncn n n 1 cn 2 n n 1 nk 

ఇڒ ޴రకం ڒరకం ࡓంڒ ݡరకం ڒరకంڵ࠙ ޜంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఇ࢐  ޴సफړߖ࢐ cnk , n n 1 n nk n 
ఆࠏणڡ द ల అమࡍకޜ సࠪనం , ࡹߖ޵ ఒక వࣆफࡱ࢓ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ n 
ఇڒ ޴రకం వࡵ ఒక ڒరకం మࡓ ࠾ࡍంڒ ݡరకం ڒరకం ޳छ ङڕబܽद ఈ ఆڒ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ࡌ झߗ߭  n n nk 
సమసङ ఇపओ ڕమన ࡱ ऒߕఉ ڵ࡯క ߘల ߤషښऱߧ࢑࢑ధ అ ښܽ షएࡍంۨ పڵࡆఉప ߘకࡍఈ అమ ࠼  నݟంచబࡍ
ऒߖڜ  సమసङ లࡏࢡ۫ ࡏࠬ ߘ , అం݄ ࠬࡓ ࡏంࡔ࢘ ݡछ ऒߕఉ ڵ࡯క ߖނߧల పం࢓फࣆవ ࡹలހక ࡏ ࡍߖ ,ࡏ भషद 
࢑ష࠻లࡍߖ ߘ भషद ऴకమంڝࣆޓ ࡹవడం ޳छ ओࡌఏ ࡌ ऱܿ ۯయడం మ࠾ࡍ అం޶వలన ఈ ࠙వనలߘ 
ఉపڵࡆంۨ పࡍషए క సమసङߝఅ ڼ࡯ంచగࡍ  ࡱ
ऴపࣆफతం ఉߕऒ फࣃऴప ࠼ రణల కల࠼కల ఆڕङ झߗ߭  సమసङ కएࡅ గణన ࠾ࡍమ ࡱ ऒߖڜ   ߕ ల߯ޑऴࣇ 
చరऐ Pru ߘంۧڵ࠭ ࡹఈ సమయం ߘ
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