
 അതിനാൽ ആദّം കുറ്׺ എ؉ൽ രീതികൾ ഉപേയാഗി്׺ ആരംഭിׯാം, അതിനാൽ അവയിെലാؗാണ് 
ഇײ؀ൻ തതٔം എ്ؗ വിളിؗുׯത്, അതിനാൽ ഈ ത׹ٔ؋ൾ ആഹ് ഫംഗ്ഷനുകളുെട എ؉ം 
കണׯാؗുׯതിെന അടിرാനമാׯിയുتതാണ് ഒരു ഫിനി്ئ െസئിൽ നി്ؗ മെئാരു ഫിനി്ئ 
െസئിേല്ׯ  ഓ, ഫംഗ് ഷന്െറ സٔഭാവെ؋ ആْശയി്׺, അത് ഒؗിൽ നി്ؗ ഒരു ഫംഗ് ഷൻ ആകാം 
അെ׸بിൽ ഇത് ഒരു ഓൺ ടു ഫംഗ് ഷൻ ആകാം എؗർ،ം, അതിനാൽ അതിെന ആْശയി്׺ നി׹ൾ്ׯ 
നآർ ഉ؇ായിരിുׯം, അതിനാൽ ആ സംഖّകൾ െപാരു؋െؚടുെؗ׸ിൽ വിവിധ എ؉ൽ ْപശ് ന׹ൾ 
െചإാൻ ഇവ ഉപേയാഗിുؗുׯ. ഇײ؀ൻ തതٔെുׯ؋റി്׺ ഞാൻ ആദّം പറയെ؂ , അതിനാൽ a, b 
എؗിവ പരിമിതമായ ഗണ׹ളായിരിׯെ؂ , മുതൽ വെര േല്ׯ ഒ്ؗ മുതൽ ഒ്ؗ വെര മാؚിംഗ് a b f 
ഉെ؇׸ിൽ, യുെട മൂലക׹ളുെട എ؉ം ന്െറ മൂലക׹ളുെട എ؉േׯ؋ാൾ കുറേവാ തുലّേമാ a b ah 
ആണ്. ഇത് മനشിലാׯാൻ വളെര ലളിതമായ ഒരു കാരّമാണ് , ഉദാഹരണ؋ിന് ഞാൻ ഒരു ഡയْഗമാئിക്
ْപാതിനിധّം ഉ؇ാുؗുׯ, എനി്ׯ ഇവിെട ചില ഘടക׹ൾ ഉ؇് , അതിനാൽ അവ ഓേരാؗും 
ഓേരാؗിനും ഒരു ഫംഗ് ഷനാണ്, അതിനാൽ സٔാഭാവികമായും നി׹ൾ്ׯ ഓേരാؗും കാണാൻ കഴിയും 
മൂലകം ഇവിെട ഒരു അംഗ؋ിേല്ׯ മാ്ؚ െചയ് തിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ചില അംഗ׹ൾ 
അവേശഷിുؗുׯെ؇׸ിൽ , യുെട കാർഡിനാലിئി എേؚാഴും െസئിന്െറ കാർഡിനാലിئിേയׯാൾ b a 
കൂടുതേലാ തുലّേമാ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നأൾ ഒരു അധിക നിയْؓണം ഏർെؚടു؋ിയാൽ ഇത് 
അതിൽ കുറേവാ തുലّേമാ ആയിരിുׯം. അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ േനരിت؂ു കൗ؇ിംഗ് ഉ؇്, അതിെന 
ബിജײൻ തതٔം എ്ؗ വിളിുؗുׯ അെ׸بിൽ ഞ׹ൾ അതിെന എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ah bp 

എؗിവ പരിമിതമായ ഗണ׹ളായിരിׯെ؂ , മുതൽ വെരയുت ഒരു ൈബജײൻ a, b a b f 
നിലവിലുെ؇׸ിൽ, അതായത് ഒ്ؗ മുതൽ ഒ്ؗ വെര, തുടർ്ؗ മാؚിംഗിേല്ׯ, തുടർ്ؗ ah 
കാർഡിനാലിئി  എؗത് യുെട കാർഡിനാലിئി്ׯ തുലّമാണ്, നമു്ׯ െയ കുറി്׺ പലതവണ a bah ah 
സംസാരിׯാം, തؗിരിؗുׯ ഒരു സٔാഭാവിക സംഖّയുെട ഹരിׯലുകളുെട എ؉ം കെ؇؋ാൻ 
ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗ ْപശ് ന׹ളു؇്, അതിനാൽ ഇവിെട നأൾ എؓാണ് െചؗുإത് എؗതിന് 
സമാനമായ കാരّം പരിഗണിׯാം. അതായത്, ബിജײൻ രീതിയിലൂെട, നമു്ׯ ഇത് പരിഗണിׯാം, 
അതിനാൽ ഗണിത؋ിന്െറ അടിرാന സിؑാؓ؋ിന്െറ ْപേയാഗ׹ൾ സാധാരണയായി ഞ׹ൾ ah 
അതിെന ചാർ؂ിൽ എ്ؗ വിളിുؗുׯ  , ഒരു സٔാഭാവിക സംഖّയുെട ഹരിതക׹ളുെട എ؉ം fta 
കെ؇ؗു؋തിന് ഗണിത؋ിന്െറ അടിرാന സിؑാؓം എؓാണ്  എبാ വിദّാർ،ികൾുׯം ഇത് 
പരിചിതമാെണ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു, ഓേരാ സٔാഭാവിക സംഖّയും ര؇ിേനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ n 
ആയതിനാൽ എؗത് േല്ׯ മുതൽ േല്ׯ േല്ׯ പവർ േല്ׯ പവർ n p 1 p 1 m 1 p 2 m 2 pk m 2 pk 

േല്ׯ ഘടിؚിׯാം  വّതّസ് ത ൈْപമുകൾ ഉം ചില സٔാഭാവിക സംഖّകൾ mk p one p two pk m one 
ഉം നأൾ ൈْപമുകളുെട ْകമം അവഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ , ന്െറ رാന്؋ േല്ׯ m two mk p 1 m 1 

ആയി േല്ׯ േല്ׯ എؗി׹െനയുت ൈْപമുകളുെട ْകമം നأൾ p p p m 2 
അവഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, അ؋രം ഘടകവത്കരണം അദٔിതീയമാണ്.  ْകമം പരُ١രം മാുئക ആദّം
നأൾ പവർ േല്ׯ ഇടുക, തുടർ്ؗ എؗ പവർ േല്ׯ എ്ؗ എഴുതുؗു, തുടർ്ؗ ഇത് m 2 p 2 m 1 p 1 
ഒരു വّതّാസവും വരുؗു؋ിب, തുടർ്ؗ ഈ ഘടകവൽׯരണം അദٔിതീയമായി കണׯാׯെؚടുؗു, 
ഇത് സംഖّാ സിؑാؓ؋ിെല അടിرാന ഫല׹ളിൽ ഒؗാണ്.  യൂױിഡിന്െറ കാല്؋ അത് ഒരു 
എലിെമന്ററി േകസിനായി െതളിയി׺ത് ആരാെണ്ؗ അറിയാമായിരുؗു , പൂർ؉രൂപ؋ിൽ അത് കാൾ 
െْഫഡറിക് ഗّാസ് ആയിര؋ി എ؉ൂئി ഒؗിൽ െതളിയിു׺. യുെട ആ؛ിേׯഷൻ ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ 
കാണിു׺തരാം ൈബജײൻ തതٔം ഇവിെട  എഴുപ؋ിര؇് എؗതിന്െറ വിഭജന׹ളുെട എ؉ം 
കെ؇ുؗു؋, അതിനാൽ എഴുപ؋ിര؇ിെന ര؇് കّൂബായി മൂ്ؗ ചതുര׹ളാׯി എഴുതാം, 
അതിനാൽ ഫാക് ടൈറേസഷൻ സിؑാؓം വഴി ഇത് ഇതിന്െറ അദٔിതീയ ْപതിനിധാനമാണ്, അതിനാൽ 

എഴുപ؋ിര؇ിന്െറ ഹരി׺ാെണ׸ിൽ എഴുതാം.  എؗ രൂപ؋ിൽ, 2 എؗ പവർ ൽ നി്ؗ x x x a-
3-േല്ׯ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, ഇവിെട എؗത് 0 1 2 3- ന്െറയും എؗത് 0 1-ഉം 2-ഉം ഗണ؋ിൽ a b 
െപടുؗു. അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ എؗത് പരിഗണിׯാം. 72 , എؗിവയുെട വിഭജന׹ളുെട കൂ؂ംa b 
ഈ ടّൂؚിൾസ് എബിയുെട ഗണമാണ്, അവിെട യ്്3 2 1 0 ׯ മൂലّ׹ളും മൂലّ׹ളും 0 1 2 എടുׯാം. a b 
അേؚാൾ സٔാഭാവികമായും മുതൽ വെരയുت ബിജײൻ ഉെ؇്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ a b ah 
കഴിയും. ഈ മുഴുവൻ കാരّവും ْപദർശിؚിുׯക വാُവٝ؋ിൽ ഞ׹ൾ്ׯ ഫംഗ് ഷൻ ഉ؇് നി׹ൾ്ׯ 
ഇതുേപാെല എഴുതാൻ കഴിയും ഞാൻ 0 0 എ്ؗ തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഇത് കാണുക, അതായത്f 
ഒരു പൂജّം ബി പൂജّം നി׹ൾ്ׯ കൃതّമായി ഒ്ؗ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ഈ എഫ് ഒ്ؗ ആെണ്ؗ 
ഞാൻ പറയണം, അത് ഹരിؗുׯ ഒؗാണ് എؗതിന് തുലّമാണ് പൂജّം എؗത് നأൾ ഹരിؗുׯ a b 
ര؇് ആയി കണׯാׯിയാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്  എؗതിന് തുലّമായത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, th en 

എؗത് പൂജّ؋ിന്  തുലّമാണ്  ര؇്  ബി തുലّമാണ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്.  നأൾ ഒآത് b 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് യ്്ׯ തുലّമാണ് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് എؗത് നأൾ പْؓ؇് a b 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ , അത് യ്്ׯ തുലّമായത് ര؇ിന് തുലّമാണ്, എؗത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, a b 
പതിെന؂് എ്ؗ പറയുകയാെണ׸ിൽ അത് യ്്ׯ തുലّമാണ് ഒؗിന് തുലّവും ബി എؗത് നأൾ a 
ഇരുപ؋ിനാലും കണׯാׯിയാൽ ര؇ിന് തുലّമാണ്, അത് എ യ്്ׯ തുലّമായത് മൂ്ؗ, ബി എؗത് 
നأൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ അത് മുؚ؋ിയാറിന് തുലّമാണ്. എഴുപ؋ി ര؇് േകാർസ്േപാ 
ആണ്  മൂ്ؗ ര؇ിേല്ׯ അവസാനിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ െസئിെല 12 ഘടക׹ളും െസئിന്െറ െമാ؋ം പْؓ؇് മൂലക׹ളുെട a b 
എ؉വുമായി െപാരു؋െؚടുؗു, അതിനാൽ ഇത് ര؇് മാؚിൽ ഒ്ؗ ആണ്  അെതാരു വിഭജനമാണ്, 
അതിനാൽ ബിജײൻ തതٔമനുസരി്׺, ൈബജײൻ തതٔമനുസരി്׺ യുെട മൂലക׹ളുെട എ؉വും a b 
യുെട മൂലക׹ളുെട എ؉؋ിന് തുലّമാണ്, അത് പْؓ؇് ആണ്, എഴുപ؋ി ര؇് എؗ സംഖّയുെട ah 

Pru
tor
@
IIT
K



ആെക പْؓ؇് ഹരണ׹ളു؇്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞാൻ കുറ്׺ നൽകാം  ഓ , കുറ്׺ വലിയ 
സംഖّകളിേലتുׯ ലളിതമായ ْപേയാഗ׹ൾ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ  പْؓ؇ായിര؋ി അറുനൂئി 
മുؚ؋ിെയാؗായിര؋ി എഴുനൂئി അൻപ؋ി ര؇് എؗത് അൻപ؋ി അإായിര؋ി നൂئി 
ഇരുപ؋ിയ؀് ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ േനാׯാം ഈ പْؓ؇ായിര؋ി അറുനൂറ് ആകാം ര؇് കّൂബ് 
ആയി ഫാക് ടൈറസ് െചയ് ത് മൂ്ؗ സ് കٔയറിേല്ׯ അ؀് സ് കٔയറിേല്ׯ ഏഴ് ആയി പവർ ഒ്ؗ 
എؗതിനാൽ ഏത് ഡിൈവസറും േഫാം 2 മുതൽ പവർ എ 3 മുതൽ പവർ ബി 5 േല്ׯ പവർ സി, 7 പവർ 
ഡി േല്ׯ എؗി׹െനയാണ് നി׹ൾ ഇേؚാൾ എബിസിഡി കാണുؗത്.  അവരുേടതാണ്  േല്ׯ ഏത് a 
സംഖّയും പൂജّം ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ ആകാം ഏത് സംഖّയും പൂജّം ഒ്ؗ ര؇് ഏത് സംഖّയും പൂജّം b c 
ഒ്ؗ ര؇് ആകാം ഏത് സംഖّയും പൂജّം ഒ്ؗ ആകാം, അതിനാൽ ന്െറ നിർവചി׺ിരിؗുׯ d x faf f 
മാؚിംഗ് ന് തുലّമാണ് അേؚാൾ ഇത്  എؗതിൽ നി്ؗ ഒരു ൈബജײൻ, അത് പْؓ؇ായിര؋ി abcd a 
അറുനൂറിന്െറ ഗണ؋ിൽ നിؗും എؗ ഗണ؋ിേല്ׯ വരുؗ നാല് ടّൂؚിളുകളുെട േശഖരം അبാെതb 
മെئാؗب  പൂജّ؋ിനും ഒؗിനും ഇടയിലാണ് അവ ഇേؚാൾ പൂർ؉സംഖّകളാണ് യുെട എْത b 
മൂലക׹ൾ ഇവിെടയു؇്, ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ നാല് ഘടക׹ളു؇് ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ മൂ്ؗ ah 
ഘടക׹ളു؇് ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ മൂ്ؗ ഘടക׹ളു؇് ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ ര؇് ഘടക׹ളു؇്, 
അതിനാൽ ഇത് കൃതّം എഴുപ؋ിര؇ാണ് . ഹരിׯലുകളുെട എ؉ം പْؓ؇ായിര؋ി അറുനൂറിന്െറ 
സംഖّകളുെട എ؉ം എഴുപ؋ിര؇് ആഹ്, അതുേപാെല തെؗ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം മൂ്ؗ മുؚ؋ി 
ഒؗായിര؋ി എഴുനൂئി അ؋آി ര؇് ആഹ്, ഈ സംഖّ ര؇് കّൂബ് മൂ്ؗ ആയും പവർ നാല് ഏഴ് 
സ്കٔയറിലുമാണ് , എ׸ിൽ െന പവർ ആയി മൂ്ؗ ആയി കണׯാുׯക, പവർ ആയി ഏഴ് w  e x- a c c 
ആയി കണׯാുׯക, അേؚാൾ പൂജّ؋ിന് താെഴേയാ തുലّേമാ ആയിരിുׯം  ര؇ിേല്ׯ abc 
അ׹െന യുെട കാർഡിനാലിئി നാലിൽ നി്ؗ അ؀ിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ ആണ്, അത് അറുപത് ആണ്, b 
അതായത് അൻപ؋ി അإായിര؋ി നൂئി ഇരുപ؀്؋ ഞാൻ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, അതിെന 
ചതുരാകൃതിയിൽ അ؀് കّൂബ് ആׯി ഏഴായി ْപകടിؚിׯാം.  സ്കٔയർ ആയതിനാൽ ഈ േകസിൽ b 
യുെട കാർഡിനാലിئി മൂؗിൽ നി്ؗ നാലിൽ നി്ؗ മൂؗായി മാറും , അത് മുؚ؋ിയാറാണ്, അതിനാൽ 
െപാതുേവ , ആ ഗണിത؋ിന്െറയും ആഹ് ൈബജײൻ തതٔ؋ിന്െറയും ഈ അടിرാന 
സിؑാؓ؋ിന്െറ ْപേയാഗമായി ഇനിؚറയുؗ സിؑാؓം നമു്ׯ ْപُാٝവിׯാം. യുെട ഒരു fta 
ْപേയാഗമായി നൽകിയിരിؗുׯ സٔാഭാവിക സംഖّയുെട ഹരിׯലുകളുെട എ؉؋ിലും ൈബജײൻ 
തതٔ؋ിലും ഞാൻ ഇേؚാൾ ഒരു സിؑാؓ؋ിന്െറ രൂപ؋ിൽ ْപُാٝവിു׺ മുതൽ പവർ m 2 p 3 m 3 
നും 
അ׹െന േല്ׯ േല്ׯ ര؇ിേനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ pk mk n p one p two pk 
വّതിരിװമായ ൈْപമുകളും സٔാഭാവിക സംഖّകളും തുടർ്ؗ ഹരിׯലുകളുെട m one m two mk 
എ؉ം  എؗതിന്െറ എؗത് ഒ്ؗ ؛സ് വൺ ആയി ടു ؛സ് വൺ ആׯി ؛സ് വൺ വെര n n m m mk ah 
നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ൈബജײൻ തതٔ؋ിന്െറ ഒരു ْപേയാഗമായിരുؗു, ഇത് ഒരു 
സٔാഭാവിക സംഖّയുെട ഹരിׯലുകളുെട എ؉ം കണׯാׯാൻ ഉപേയാഗْപദമാണ്.  കുറ്׺ എ؉ൽ ah 
രീതികൾ ഓ, അതിനാൽ അവെയ ഒകّുؚൻസി തതٔ׹ൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അത് നിരവധി വُٝു  െളׯ
െസുبകളിേല്ׯ ഇടുകേയാ അെ׸بിൽ നിരവധി പؓുകൾ നിരവധി േബാ٧ുع കളിൽ ഇടുകേയാ 
െചുؗുإ, അതിനാൽ നأൾ ആളുകെള ഇരുു؋േآാൾ ഇതിന് ൈവവിധّമാർؗ ആ؛ിേׯഷനുകൾ 
ഉ؇് അേإാ ചില സൂചനകൾ ْകമീകരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഓ െപാതുെവ അവെയ ഒകّുؚൻസി 
ْപٍ׹٠ൾ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് േനാׯാം വിതരണം െചؗുإതിനുت വഴികളുെട 
എ؉ം  വّതُّ ٝേബാ٧ുع കളാׯി ؛സ് ൈമനസ് ൈമനസ് ഒ്ؗ തിരെ؁ടുുׯക .  ؛സ് n nr n n r n 
ൈമനസ് ഒ്ؗ തിരെ؁ടുؗുׯതിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ْപٍ٠ം വّװമാׯാം, അതിനാൽ r ah, 
ഞാൻ സൂചിؚി׺തുേപാെല നി׹ൾ്ׯ സമാനമായ ഒബ് ജക്ുئകൾ ഉ؇ായിരിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ 
നുأെട സമാന േബാളുകൾ എ്ؗ വിളിׯാം , അവ വّതിരിװമായ േബാ٧ുع കളിൽ رാപിׯണം. r 
അതിനാൽ ഈ നآർ നൽകിയിരിؗുׯത് ؛സ് ൈമനസ് 1 തിരെ؁ടുുׯക ൈമനസ് 1 r n n 
തിരെ؁ടുുׯക ഇതിന് ഒരു െതളിവ് നൽകാം, നമു്ׯ േബാളുകെള നْײത׹ൾ r r 
ْപതിനിധീകരിׯാം, അതിനാൽ ഇത് ْപതിനിധീകരിؗുׯതിനുت ഒരു മാർഗമാണ്, ചിലേؚാൾ ഞ׹ൾ 
ഇത് ആؚിളായി എഴുതുؗു, അതിനിടയിൽ നأൾ ഓറ؀ും മുئം വയ്ുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ r 
ഏئവും ലളിതമായ െനാേ؂ഷൻ നْײത׹ൾ ഇടുؗു, അതിനാൽ ഈ േബാളുകൾ അവ സമാനമാണ്, r 
അതിനാൽ അവെയ ഇതുേപാെല കണׯാׯാം  കൂടാെത ؛സ് വൺ ലംബ ബാറുകൾׯിടയിലുت n n 
ഇട׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ ഈ േബാ٧ുع കൾ സൂചിؚിുׯക. എനി്ׯ ര؇് േബാ٧ുع കൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, n 
അതിനാൽ ഞാൻ ഇതുേപാെല മൂ്ؗ ആഹ് മൂ്ؗ ലംബ ബാറുകൾ ഇ؂ാൽ ഇത് ഒരു േബാ٧عായി 
ْപവർ؋ിുׯം, മൂ്ؗ േബാ٧ുع കൾ എ്ؗ പറ؁ാൽ ഇത് ഒരു േബാസായി ْപവർ؋ിുׯം അതുേപാെല 
തെؗ ഞാൻ നാല് ബാറുകൾ ഉ؇ാുׯം അതിനാൽ ഇേؚാൾ സംഭവിؗുׯത് നْײത׹ളാണ്  
അതിനിടയിൽ ഞ׹ൾ കാരണം ഈ േബാ٧ുع കളിൽ ഒേര േപാെലയുت ഈ നْײത׹ൾ r 
 ഈ r ׯൾ്׹ളു؇്, നി׹തْײഇവിെട ന ׯൾ്׹ത് ഇതുേപാെലയാണ്, അതിനാൽ നിؗുׯാപിر
ലംബ ബാറുകളിൽ നി്ؗ ؛സ് വൺ ലംബ ബാറുകൾ വീ؇ും ഉ؇ായിരിുׯം, അതിനിടയിൽ ഒരു n 
തുടׯവും ഒരئവും ഉ؇ായിരിׯണം.  നി׹ൾ്ׯ ൈമനസ് വൺ ലംബ ബാറുകളും നْײതവും n r 
ഉ؇ായിരിׯാം, അതിലൂെട ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, അതിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ ൈമനസ് െചإണം r n 
അെ׸بിൽ കാരّ׹ൾ തിരെ؁ടുׯണം എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ പറയാം ര؇ും ഒേരേപാെല ശരിയാണ് r 
അതിനാൽ അത് ؛സ് ആയി മാറുؗു  ൈമനസ് ഒ്ؗ തിരെ؁ടുുׯക ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ r n rrr n cn
ൈമനസ് ഒ്ؗ അതിനാൽ ഈ ْകമീകരണ؋ിന് തുട؋ׯിൽ ലംബ ബാറുകൾ ഉ؇് , അവസാനം 
േശഷിؗുׯ ൈമനസ് 1 ബാറുകളും നْײത׹ളും ؛സ് ൈമനസ് 1 തിരെ؁ടുുׯക ؛സ്n r n r rrn 

Pru
tor
@
IIT
K



ൈമനസ് 1 തിരെ؁ടുുׯക എؗതിൽ ْകമീകരിׯാം  ൈമനസ് 1 ഇേؚാൾ ഈ r n vs ah 
ْകമീകരണ؋ിൽ ചില േബാക് സ് ശൂനّമാകാൻ സാധّതയു؇്, ഒരു േബാക് സും ശൂനّമെ്ؗب ഞ׹ൾ 
കുറ്׺ അധിക നിയْؓണം ഏർെؚടുു؋െമ്ؗ കരുതുക, തുടർ്ؗ സാധّതകളുെട എ؉؋ിന് എ്ؓ 
സംഭവിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, അതിൻെറ ഒരു വّതിയാനമാണ്.  ഈ  ഒകّുؚൻസി ْപٍ٠ം വിതരണം 
െചإാനുت വഴികളുെട എ؉ം വّതിരിװ േബാ٧ുع കളിൽ ഒേര േബാളുകളാണ്, അതിനാൽ ഒരു n 
േബാ٧ുع ം ശൂനّമായി തുടരിب, അതിനാൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ തിരെ؁ടുുׯക ൈമനസ് ഒ്ؗ r n 
തിരെ؁ടുുׯക, അത് ൈമനസ് 1 തിരെ؁ടുുׯക ൈമനസ് ഇവിെട എؗത് േനׯാൾ r r n r n-
വലുേതാ തുലّേമാ ആണ് ശൂനّമായ േബാ٧ുع കൾ ഇെ׸بിൽ ഈ ْപُാٝവനയും ഞാൻ െതളിയിׯെ؂, ര؇്
ലംബമായ ബാറുകൾ സമീപ്؋ ഉ؇ാകിب , ഉദാഹരണ؋ിന് , ഈ ര؇് ബാറുകളും ഞാൻ 
അടു؋ടു؋ാണ് നിർأി׺ിരിؗുׯത്, അതിനിടയിൽ ഒരു നْײതവുമിب, അതിനാൽ ഈ സാധّത 
ഉ؇ാകിب, അതിനാൽ നْײത׹ൾ ഉ؇് ൈമനസ്  സ് െപയ് സുകളിൽ ൈമനസ്  ല   ബ r r 1 n 1
ബാറുകൾ ൈകവശെؚടു؋ണം, അ  ◌ായത് ൈമനസ് ഒؗിൽ എْത ലംബ ബാറുകൾ ഉ؇്, അ   ◌ിനാൽ n 
ഇത് മ നസിൽ െചإാം, ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ തിരെ؁ടുുׯക, അ   ◌് ൈമനസ് ഒ്ؗ r n r 
തിരെ؁ടുുׯക ൈമനസ് വ   ◌ികൾ  ഓ, അതിനാൽ ഞാൻ ര؇് ഒകّുؚൻസി ْപശ് ന׹ൾ്ׯ r n 
പരിഹാരം നൽകിയി؂ു؇് ഒ്ؗ, വّതിരിװ േബാ٧ുع കളിൽ ഒേര േബാളുകളാണ് വിതരണം n 
െചإാനുت വഴികളുെട എ؉ം, അത് ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ തിരെ؁ടുുׯക, ൈമനസ് ഒ്ؗ r n n 
തിരെ؁ടുുׯക , ഞ׹ൾ അധിക നിയْؓണം ഏർെؚടു؋ിയാൽ േബാക് സ് ഇب  ശൂനّമാണ്, അേؚാൾ
ഈ സംഖّ ൈമനസ് ഒ്ؗ തിരെ؁ടുുׯേآാൾ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയി മാറുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ r n 
ഈ 11 വّװികളുെട ഒരു ആ؛ിേׯഷൻ േനാׯാം, മൂ്ؗ നിർؐിذ വّװികൾ ഉൾെؚെട , പതിെനാ്ؗ 
സീുئകളിൽ ഇരിׯണെമ്ؗ പറയുؗു , അതിനാൽ എْത വഴികളിൽ അടു؋ വിു؋കൾ pqr pqr 
ൈകവശം വയ്ׯരുത് ഈ പതിെനാ്ؗ ആളുകളിൽ നി്ؗ 
അ׹െന െചإാൻ കഴിയും , അതിൽ മൂ്ؗ വّװികൾ ْപേതّകമാണ്, ഞ׹ൾ ചില നിയْؓണ׹ൾ 
ഏർെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആദّം െചؗുإത് എ؂് േപെര ശരിയാണ്, അതിനാൽ ആദّം 
ഞ׹ൾ എ؂് വّװികെള എ؂് ഫാക്േئാറിയൽ രീതിയിൽ ْകമീകരിുؗുׯ , അതായത് എؗിവ pq, r 
ഒഴിെക ഞ׹ൾ ഒഴിവാׯിയിരിുؗുׯ  നി׹ൾ്ׯ ഇതുേപാെല കാണാം ആഹ് ഒരാൾ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ 
നാല് അ؀് ആറ് ഏഴ് എ؂് ഇേؚാൾ എْത رല׹ൾ വി؂ുേപായി എ്ؗ നമു്ׯ ഇേؚാൾ ഏഴ് 
 ,്؇ളു׹ലر ്؇ര ׯൾ്׹ളു؇് അതിനിടയിലും ൈസഡിലും ഞ׹ലر
അ׹െന ആെക ഒآത് رല׹ൾ ഉ؇് അതിൽ നമു്ׯ ഇത് ഇടാം ഉം ഉം pq r ok 
അ׹െന എْത രീതിയിൽ െചإാം , േശഷിؗുׯ ഒآത് رല׹ളിൽ മൂ്ؗ സീുئകൾ ഒآത് പി ْതീയിൽ,
ഒآത് മുതൽ എ؂് എؗി׹െന ഏഴ് വഴികളിൽ رാപിׯാം, 
അ׹െന െമാ؋ം സാധّതകളുെട എ؉ം  ഐലിئികൾ ഒآതിൽ നി്ؗ എ؂ിൽ നി്ؗ ഏഴിേല്ׯ എ؂് 
ഫാക് േടാറിയൽ ആയി മാറുؗു, ഇത് തീർ׺യായും ഒരു വലിയ സംഖّയാണ്, ആറ് വّതُّ ٝചി׹صൾ 
ആശയവിനിമയ ചാനലിലൂെട ൈകമാئം െചإെؚടുؗു , ഓേരാ േജാഡി ചി׹صൾׯിടയിലും 
കുറ؁ത് ര؇് ശൂനّതകളുت ചി׹صൾׯിടയിൽ െമാ؋ം 18 ശൂനّതകൾ േചർׯണം  .  എْത 
വിധ؋ിൽ ചി׹صളും ശൂനّതകളും ْകമീകരിׯാം എ്ؗ ഞാൻ വീ؇ും ْപٍ٠ം ആവർ؋ിׯെ؂, ആറ് 
വّതُّ ٝചി׹صൾ ഒരു ആഹ് കൂّأണിേׯഷൻ ചാനലിലൂെട ൈകമാേറ؇തു؇് , ആ 
ചി׹صൾׯിടയിൽ , ഓേരാ േജാഡി ചി׹صൾׯിടയിലും പതിെന؂് ശൂനّതകൾ ഞ׹ൾ തിരുകണം. 
കുറ؁ത് ര؇് ശൂനّതകെള׸ിലും ഉ؇് , ഈ ചി׹صളും ശൂനّമായ ْകമീകരണ׹ളും എْത 
വിധ؋ിൽ െചإാം, അതിനാൽ ആറ് ചി׹صൾ പറയെ؂ ഒ്ؗ ര؇് എ്ؗ പറയെ؂, ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ b s 
െസ നാല് , അ؀് ഓ ײമിׯണം, ആറ് ശരിയാണ് ഞ׹ൾ ഇവിെട ഈ സ് െപയ് സ് ഉേ؇ാ ശരി ഈ 
ശൂനّത ചി׹صൾׯിടയിൽ മാْതം േചർׯണം , അതിനാൽ ചി׹صൾׯിടയിൽ നി׹ൾ്ׯ അ؀് 
 തിെല ഒരുؗുׯപؓുകൾ വയ് 18 تാം  ഒേരേപാെലയുׯളു؇്, അതിനാൽ ഇത് പരിഗണി׹ലر
ْപശ് നമായി ചുവ്ؚ നിറ؋ിൽ,  അവ ഒേര േപാെലയുت പؓുകൾ അ؀് േബാ٧ുع കളായി കണׯാׯാം, 
ഇേؚാൾ ആദّം കാരّം, ഓേരാ േജാഡികൾׯിടയിലും കുറ؁ത് ര؇് ശൂനّതെയ׸ിലും 
ഉ؇ായിരിׯണം എ്ؗ എഴുതിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ആദّം ര؇് ര؇് ഇടുക.  അവിെട 
ശൂനّമായതിനാൽ ആദّം  നأൾ പതിെന؂് സമാന കാരّ׹ളിൽ നി്ؗ ര؇് ശൂനّത വീതം 
തിരെ؁ടുുؗുׯ, പ്؋ സമാന കാരّ׹ൾ തിരെ؁ടു؋ാൽ നമു്ׯ അവേശഷിുؗുׯ , അതിനാൽ 
അവെയبാം ഒരുേപാെലയായതിനാൽ ഈ തിരെ؁ടുؚിന് അർ،മിب അടിرാനപരമായി ഇത് ഒരു 
വഴിയിൽ മാْതം അർ،മാؗുׯത് ഇേؚാൾ എ׹െന അവേശഷിുؗുׯ  പലതും ഇേؚാൾ എ؂് ശൂനّത 
അവേശഷിുؗുׯ, ബാׯി എ؂് ശൂനّത അ؀് േബാ٧ുع കളിൽ എ؛ ؂്സ് അ؀് ൈമനസ് ഒരു സി അ؀് 
ൈമനസ് ഒ്ؗ , അതായത് 12 സി 4 വഴികളിൽ رാപിׯാം, അതിനാൽ ഈ ْപٍ٠ം ഞ׹ൾ 
പുനർനിർأി׺ിരിؗുׯത് ഒേര േപാെലയുت പؓുകൾ رാപിؗുׯതിന്െറ ْപٍ٠മായി നി׹ൾ്ׯ 
കാണാൻ കഴിയും വّതّസ് ത േബാക് സുകളിേലുׯം ഓേരാ േജാഡി ചി׹صൾുׯമിടയിൽ ര؇് 
ശൂനّതകൾ ഉെ؇്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ ഇവിെട ചില അധിക നിബؖനകൾ ഉ؇ായിരുؗു, അതിനാൽ ആ 
ഭാഗം െവേجെറ 10 ശൂനّതകൾ ഇ؂ുെകാ؇് ഞ׹ൾ ْശؑിു׺. തിരെ؁ടു്؋ അവിെട വയ്ؗുׯത് 
അവെയبാം ഒരുേപാെലയാകുؗതിനാൽ , തിരെ؁ടുׯാനുت വഴികളുെട എ؉ം ഇേؚാൾ ഒ്ؗ 
മാْതമാണ് , അവേശഷിؗുׯത് ؛സ് ൈമനസ് ഒരു ൈമനസ് ഒؗായി മാറുؗു, ഞ׹ൾ ഇവിെട r n CR 
ആ കാരّം െചᅃٝു, െനഗئീവ് അبാ؋ പൂർ؉സംഖّ പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം കെ؇ു؋ക  ഒ്ؗ ؛സ് x x
ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ ؛സ് നാല് എؗത് പ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഇത് പ؋ിന് വിതരണ؋ിന്െറ x 
ْപٍ٠മായി കണׯാׯാം, പ്؋ ഒ്ؗ ഉ؇്, അതിനാൽ ഒ്ؗ പൂജّമാകാം, കാരണം ഞ׹ൾ െനഗئീവ് x 
അبാ؋ പൂർ؉സംഖّകൾ ഇടുؗു, അതിനാൽ ഒ്ؗ ആകാം  പൂജّം ഒ്ؗ മുതൽ പ്؋ വെര ര؇് x x 
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പൂജّം ഒ്ؗ മുതൽ പ്؋ വെരയാകാം, 
അ׹െനെയ׸ിൽ അടിرാനപരമായി ഇത് ഒരു തവണ വിതരണം െചؗുإതിെല ഒരു ْപٍ٠മാണ്, 
അതിനാൽ പ്؋ വّതُّമٝായ ഒ്ؗ സമാനമാണ് , അവ നാല് വّതُّ ٝേബാ٧ുع കളായി رാപിׯണം, 
അതിനാൽ ഇത് പ്؋ സമാനമായ പؓുകൾ വിതരണം െചؗുإതിന് തുലّമാണ് നാല് വّതُّ ٝ
േബാ٧ുع കളിൽ, അതായത് ؛സ് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 , അതായത് 13 അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ n r cn c 3. 
ഫലം യഥാർ،؋ിൽ അ׾ാത׹ളിൽ ഒരു സമവാകّം എഴുതാൻ വിപുലീകരിׯാം, അതിനാൽ n x 
 x 2 xn r ؋ാبീവ് അئക  ആർ എؗത് െനഗുׯസ് എؗ സമവാകّം പരിഗണി؛ സ്؛ 1
പൂർ؉സംഖّയായിരിؗുׯിട്؋ ഞാൻ ഈ സമവാകّെ؋ നآർ ഒ്ؗ എ്ؗ വിളിׯെ؂, തുടർ്ؗ 
സമവാകّം നآർ വ؉ിേലتുׯ െനഗئീവ് അبാ؋ പൂർ؉സംഖّകളുെട സംഖّെയ വിളിׯാം , അത് r
 സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ്, കാരണം n CR r n cn؛ ം , അത്ുׯസ് ൈമനസ് വൺ ആയിരി؛
ഇത് സമാനമാണ്  1-േലتുׯ  േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّാ പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം പൂജّമب, അതായത് r 
ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 ْകി.  അ؀് സٔരാײര׹ളിൽ നി്ؗ ൈമനസ് പ്؋ cn rr n  
അײര׹ൾ െതരെ؁ടുׯണം  ഓേരാ സٔരാײരവും ഒരിׯെല׸ിലും 
തിരെ؁ടുേׯ؇തുെ؇׸ിൽ സംഖّ എْതയാണ് , അതിനാൽ ഇവിെട നി׹ൾ പരിഹാരം 
കാണുകയാെണ׸ിൽ ഇവിെട പ്؛ ؋സ് അ؀് ൈമനസ് വൺ സി പ്؋ , അതായത് പതിനാലു സി 
പ؋ിന് തുലّമാണ്, അതായത് ര؇ാമെ؋ േകസിൽ ആയിരം ഒ്ؗ  ഇത് പ്؋ ൈമനസ് ഒ്ؗ സി പ്؋ 
ൈമനസ് അ؀് , ഒآത് സി അ؀് , ഒേര ഒنക്ٙുئകൾ വّതّസ് ത േബാക് സുകളായി വിതരണം n 
െചؗുإതിനുت വഴികളുെട എ؉ം കെ؇ു؋ക, അതായത് േബാക് സ് ഒരാൾ്ׯ പരമാവധി ഒരു ഒنക്്ٙئ 
പിടിׯാൻ കഴിയും, അതിനുت വാദം നമു്ׯ ഇവിെട നൽകാം.  ഒؗുകിൽ ഒബ് ജക് േئാ ഒരു ഒബ് ജക് േئാ 
ഇب, അതിനാൽ േബാക് സിൽ ഒബ് ജക്്ئ ഇെ׸بിൽ , സമാനമായ കാരّ׹ൾ ൈമനസ് ഒരു r n 
വّതിരിװ േബാക് സുകളിൽ رാപിؗുׯതാണ് ْപശ് നം, തുടർ്ؗ നമു്ׯ സമാനമായ ഒബ് ജക്ുئകൾ r 

ൈമനസ് വൺ േബാക് സുകളിൽ ؛സ് ൈമനസ് ര؇് സിആർ വഴികൾ വിതരണം െചإാം . n r n 
േബാക് സ് ഒؗിന് ഒരു ഒബ് ജക്്ئ ഉെ؇׸ിൽ, നമു്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ സമാന ഒബ് ജക്ുئകൾ ൈമനസ് r n 
വൺ േബാക് സുകളിൽ ؛സ് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് ഒരു വഴിയിൽ വിതരണം െചإാം, r n CR 
അതിനാൽ സ׸ലന തതٔം അനുസരി്׺ െമാ؋ം വഴികളുെട എ؉ം ؛സ് ൈമനസ് ര؇് സി ؛സ് r n 
ആണ്  ؛സ് ൈമനസ് മൂ്ؗ ൈമനസ് മു്آ ഞ׹ൾ തിരെ؁ടുؗുׯത് പരിഗണിു׺ അെ׸بിൽ r n CR 
ഒരു ْപേതّക ഇന׹ളുെട പ؂ികയിൽ നി്ؗ വّതിരിװമായ ഇന׹ൾ ْകമീകരിؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ ഒരു 
ْപേതّക രീതിയിൽ പറയാം, 
അ׹െന ഒؗുകിൽ ْകമരഹിതമായ വഴികൾ കുറ്׺ ഓർഡർ െചᅃٝാൽ അത് യ്്ׯ കാരണമായി.  ഓ c-
െപർമّൂേ؂ഷനും േകാآിേനഷനും ഇേؚാൾ വّതُّ ٝപؓുകളും വّതُّ ٝേബാ٧ുع കളും 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ േബാ٧ുع കളിേലتുׯ പؓുകളുെട ْപٍ؋٠ിന്െറ വിതരണമായും ഇത് 
കണׯാׯാം, അതിനാൽ ഈ ആശയ׹ളും ഞാൻ നൽകെ؂, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ വّതُّ ٝ
വُٝു ٧ുعവّതُّ ٝേബാ ؋ളുെട വിതരണെׯ കളായി പരിഗണിുؗുׯ വിതരണം െചإാനുت 
വഴികളുെട എ؉ം വّതُّമٝായ ഒബ് ജക്ുئകെള വّതّസ് ത േബാക് സുകളാׯി മാുؗുئ, അതായത് n 
ഓേരാ േബാക് സിനും പരമാവധി ഒരു ഒബ് ജക് ്ئ പിടിׯാൻ കഴിയും, അത് ആയിരിുׯം , ഇതിന്െറ npr 
െതളിവ് ഞാൻ ഇവിെട നൽകെ؂, അതിനാൽ മുآേ؋തിൽ നിؗുت വّതّാസം ഇവിെട നി׹ൾ്ׯ 
കാണാൻ കഴിയും.  സമാനമായ ഒബ് ജക് ുئകൾ എടു؋ിരുؗു, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ എടുؗുׯത് വّതّസ് ത 
ഒബ് ജക് ുئകൾ േബാക് സുകൾ േനരെ؋ വّതُّമٝായിരുؗു , ഇേؚാൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് 
യഥാർ،؋ിൽ ഓർഡർ െചയ് ത ْകമീകരണമبാെത മെئാؗുമب, ഇതിന് ഒരു ഔപചാരിക െതളിവ് 
ഞാൻ നൽകെ؂ , അതിനാൽ നി׹ൾ വّതُّ ٝേബാക് സുകൾ എ്ؗ പറ؁ു, ഇേؚാൾ നി׹ൾ n 
പറയുؗു  ഇതിേല്ׯ ഒബ് ജക്ുئകൾ ഇടുക, അതിനാൽ ഇത് സമാനമാണ്, കാരണം ഓേരാ r 
േബാക് സിനും പരമാവധി ഒരു ഒബ് ജക്്ئ ഉ؇ായിരിׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട എؗതിേനׯാൾ r n 
കുറേവാ തുലّേമാ ആണ് അതിനാൽ, നി׹ൾ എവിെട െവ׺ാലും നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട പറയാൻ കഴിയും, 
അത് ൽ നിؗുت കാരّ׹ളുെട ഒരു ْകമീകരണമبാെത മെئാؗുമب , അതിനാൽ ഇത് വّതُّ ٝn- r n 
ഇന׹ളുെട ْകമീകരി׺ ْകമീകരണ׹ളുെട എ؉മായി കണׯാׯാം, അത് അടിرാനപരമായി ൽ n-
നി്ؗ അبാെത മെئാؗുമب. അടിرാനപരമായി നി׹ൾ എؓാണ് െചؗുإത്, നി׹ൾ ഇവിെട npr 

ൽ നി്ؗ േബാ٧ുع കൾ തിരെ؁ടുുؗുׯ , ഇവിെട നി׹ൾ പറയുؗു, നآർ ْപധാനമാണ്, അതായത് n- r 
ഞ׹ൾ ഏത് ْകമ؋ിലാണ് അവ ഇവിെട رാപി׺ിരിؗുׯത് എؗതിനർ،ം ഞ׹ൾ്ׯ 
ഇ؋ര؋ിൽ വാദം നൽകാം. ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ ഒരാൾ്ׯ ആദّെ؋ ഒബ് ജക് ്ئ ഏെത׸ിലും n 
േബാക് സുകളിേലുׯം പിؗീട് ര؇ാമെ؋ ഒബ് ജക് ്ئ ൈമനസ് ഒരു േബാക് സിേലുׯം n 
അ׹െന ഒബ് ജക്്ئ ൈമനസ് ؛സ് വൺ േവ േബാക് സുകളിേലുׯം رാപിׯാം, rth n r 
അ׹െന െമാ؋ം ْകമീകരണ׹ളുെട എ؉ം േലتുׯ ഗുണന തതٔമبാെത മെئാؗുമب.  ൈമനസ് n-
വ؉ും 
അ׹െന ൈമനസ് ؛സ് വ؉ും ഫാക് േടാറിയൽ അبാെത മെئാؗുമب, n r n n minus r 
ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഫാക് േടാറിയൽ ആണ് വിതരണം െചإാനുت n minus r npr ah 
വഴികളുെട എ؉ം  ഏത് േബാക് സിനും എؗ പവർ വെര എْത ഒബ് ജക്ുئകളും പിടിׯാൻ കഴിയും, r 
അതിനാൽ ഇവിെട ആർഗّുെമന്റ് അൽؚം വّതُّമٝാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാം ആദّെ؋ ഒബ് ജക്്ئ 
ഏത് േബാക് സിലും رാപിׯാം ര؇ാമെ؋ ഒബ് ജക്്ئ ഏത് േബാക് സിലും رാപിׯാം മ്ئ n n 
േബാ٧ുع കളും മുئം 
അ׹െന നുأെട ഓേരാ വُٝു -n ׯാൻ കഴിയും , അതായത് േല്ׯാപിر ളും സാധّമായ ൽׯ n-

ആയി ആയ സമയ׹ളിൽ, അതായത് ന്െറ ശװിയിേല്ׯ.   ഓേരാ േബാക് സിലും n- n- n-
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ഒബ് ജക് ുئകളുെട ْകമം ْപാധാനّമർഹിؗുׯ േബാക് സുകൾ, അതിനാൽ അത് ؛സ് ൈമനസ് n r 1 CR 
ന് തുലّമാണ് ഫാക് േടാറിയൽ, അത് ؛സ്  േല്ׯ r n 1
അ׹െന ؛സ് ൈമനസ്  വെര. അതിനാൽ ഈ ْപശ് നം പരിഹരിׯാൻ അനുവദിുׯക  ഞാൻ n r 1
ആദّം അനുമാനിׯാം, 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ വُٝു  ,ാംׯഅനുമാനി ׯൾ സമാനമാെണ്ؗ നമു്ׯ
അ׹െനയാെണ׸ിൽ  േബാ٧ുع കളിൽ ഇവ رാപിؗുׯതിനുت വഴികളുെട എ؉ം ؛സ് n n r 
ൈമനസ് ൈമനസ്  ആണ്, അത് ؛സ് ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി1  ുؗുׯ cn 1 n r 1 n 
ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ ഫാക് േടാറിയൽ ഇേؚാൾ ഒബ് ജക് ുئകൾ വّതّസ് തവും ْകമെؚടു؋ൽ1 r i  
ْപാധാനّമർഹിؗുׯതും ആെണ׸ിൽ, ഒബ് ജക്ുئകൾ വّതّസ് തമാെണ׸ിൽ , ْകമെؚടുؗു؋ 
കാരّ׹ളുെട ആെക എ؉ം ഫാക് േടാറിയൽ ആണ് , തുടർ്ؗ ഒബ് ജക്ുئകളുെട െമാ؋ം r r 
ഓർഡറിംഗുകളുെട എ؉ം ഘടകമാണ്, അതിനാൽ െമാ؋ം വഴികളുെട എ؉ം ആണ്  ؛സ് r n r 
ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയലിെന ൈമനസ്  ഫാക് േടാറിയൽ ഫാക് േടാറിയൽ ആയി ഹരിുؗുׯ, അത്1 n 1 r 

 ഇത് n r n ,ുؗുׯസ് ൈമനസ് വൺ ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ് വൺ ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി؛
നി׹ൾ ഇത് ലളിതമാׯിയാൽ തീർ׺യായും ഇത് ؛സ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ؛സ് ആയി മാറുؗു  n r n r 
ൈമനസ് ര؇് എؗി׹െന നമു്؛ ׯസ് ആർ ൈമനസ് വൺ പിആർ അഹ് എ്ؗ എഴുതാം    എؗത് n n n

കളുെട ആെക എ؉ം, അതിൽ  സമാനമാണ് ര؇് 1ുئ സ് ആണ്, അതായത് ഒബ് ജക്؛  സ്؛  n 2 nk n n 1 n 
സമാനമാണ്, 
അ׹െന അവെയبാം വّതُّ ٝതര؋ിലുتതാണ്, തുടർ്ؗ ഈ ഒബ് ജക് ുئകളുെട ഒരു nu n 
നിരയിലുت ْകമീകരണ׹ളുെട എ؉ം ഒ്ؗ ൈമനസ് ആണ്, ncn n n 1 cn 2 
അ׹െന ൈമനസ്  ൈമനസ് ൈമനസ് ആണ്, ഇത് ഫാക് േടാറിയലിെന n n 1 nk 1 cnk n n 1 
ഫാക് േടാറിയൽ ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺തിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ n nk 
ഇത് ഒബ് ജക് ുئകൾ ഒരുേപാെലയും ര؇ും ഒരുേപാെലയും ഉت ഒബ് ജക് ുئകളുെട ْകമീകരണ؋ിന് n n 
സമാനമാണ് , 
അ׹െന ഇത് ഫാക് േടാറിയൽ ഒരു ഫാക് േടാറിയൽ , ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ ഫാക് േടാറിയൽ n n nk 
െകാ؇് ഹരി׺തിന് സമാനമാണ്, അതിനാൽ ഈ ഓ ഒകّുؚൻസി ْപശ് ന׹ൾ അവയ് ്ׯ ഇതിനകം തെؗ
വിവിധ ആ؛ിേׯഷനുകൾ ഉ؇് ഈ ْകമീകരണം ഉപേയാഗി്׺ പരിഹരി׺ ചില ْപശ് ന׹ൾ ക؇ു , 
അതായത് നി׹ൾ്ׯ ര؇് വّതُّ ٝെസുبകളിൽ സാധന׹ൾ വിതരണം െചുؗുإ, ഒരു ْപേതّക 
ْകമ؋ിൽ ചില കാരّ׹ൾ എടു്؋ ْകമീകരിുׯക, 
അ׹െന നിരവധി ْപٍ׹٠ൾ ഇേؚാൾ ഈ ആശയ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ പരിഹരിׯാൻ കഴിയും 
െപർമّൂേ؂ഷൻ േകാآിേനഷൻ ഒകّുؚൻസി ْപശ് ന׹െളുׯറിു׺ം ഈ നിമിഷം നി׹ൾ 
എ؉ുؗതിനുت ചില തതٔ׹െളുׯറിു׺മുت എന്െറ ചർ׺ ഞാൻ അവസാനിؚിുؗുׯ 
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