
 [సంڶతం ] ࠭ߘపܽ ఉపߕङ సంߘߝ ࡹ గణన ࡅకए  అంߖࢡऒ  పࡍచయం ߘࣃۯ మࡅ ߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍకए  
ऐࡍం చۮంڜ ߘలࢡऴతక అంࡍۧ ంۧ࠭ 
, అం݄ గత ߖڜऒ  శࠈޑभ  ࠭࠲ ࠾ࡍమ ޴ం޴ంۮ म޴వృࠚఅ ࡮࢑షయం ఎ ఈ ڴࡱ
కएࡅ దܽ గణన࠴  ऴߦథࠫక ࣇऴޑలߘ చࡍऐ ంచడం ऴߦరంࠚంۧ࠭.
ठࡌࠪ కߝఅ ړߖݞయۯ ߖߖన ప࠳ఒక రక ޴ऴతం, ఇࣇ ߩఅదన ޴ߝऴతం అࣇ    ߖߖక పࡖఉం݄, మ ࡱ
ठࡌࠪ కߝఅ ړߖݞయۯ ऒߕఉ ࡱ ठࡌࠪ తफం࠴ ࣋ۯ ߕߞߖ޻ ࡹ࢐ܽ ,࠼ ల సంఖङ  ఎంత ڒబܽद ఇښ ޴వలం 
కएࡅ ంచడం  గణనݟܔ ऒߖޑऴࣇ థࠫకߦండవ ऴࡓ  छࡔ࢘ ݡంࡓ మనం ࡹߖ޵ ,ࡏऴతం అంܼࣇ రڒణڷ   ࡏ
సంఘటనల ఏకڒల సంఘటనࣆ۫ ߘफߕऒ  క సంఘటన m nࡖమ ࠾ࡍమ ڴࡱ߄࢑ బܽद ఒక సంఘటనڒ ࠭
ठࡌࠪ ऱࡹ  సంభ࢑࣋फ, అࡓ ࢑ంݢ కࣄ࡯ ఎߖऒ  ޴ండవࡓ ,޴फంࣆదట సంభ࢑࠴ అం݄ మనం ࠼ޑڷࡏజ ڴࡱ߄࢑ 
సంభࣆ࢑फంࡓ ޳ࡶ ޴ండవ޴ సంభࣆ࢑फం޴, ఆ߯ ࠴దܽ޴ సంభࣆ࢑फం޳ࡶ ޴ ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ ఏకڒలంݞږ ࡹ
వ۪ऐڒ   అߩओ తफం దశల సంఖङ࠴ ߖࡹ ړࡹ ޴అ ,޴ంޔ࢓రం అڒణڷ ޴అ ݡ  బܽद మనం ఈ o m nڒ 
࢑షߖ࠻ऒ  ࢑వࡍంచߖڜ ړߖݞऒ  ఉ޳హరణలࣇ۫ ߘफ సమసङ ࡍప޶బܽद తڒ ,ఉంܼ࠭ ߝ  ఇ࡮ ఉంܿంߖ޵ ,޴
ऒߖడవ అࣣ ఎ࠮ ࠾ࡍదܽ మ࠴  ఆࡏ అంڙల సహజ సంఖङ ఏరओ ࡱ డ࠼ޑ  అంڙ ఆࣣ ࠴దܽ޶ڒ ޴ 
ఐదవ޴ మ࠮ ࠾ࡍడవ అంࣄࠐ ڙ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన అంݞږ ࡱڙ ఆࣣ, ߕࣆऒ फࣃఊࣕ ߖఅ ݞږ  ࠭ 
ఎం޶కం݄ ߕࣆऒ  ఇకए డ ఒక అంڒ ڙవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ ߕࣆ ݞږऒ  బܽद g ahڒ ంܼ࠭ڕߘఅ ߖఅ ߘ
మనం పࢲࡍए ऒߖࡌ भ޳۫  ం.
ऒߕఉ ࡱࢡڒబܽद అవڒ ޴ఉం ڴసࠪనం ڙదܽ అం࠴  ठࡌࠪ అం݄ 4 8 6 4 2 ࠼ ऒߕఉ ࡱ దܽ࠴ ఆࣣ ࡔస ࠻
అంߕࣆ ڙऒ ల సంఖङڙఅం ࡏకం݄ మనం ఆ޶ఎం ޶డږڒ  ऒߕޔࠋۮ ࡱ ऒߕࣆ ڙదܽ అం࠴ బܽदڒ ࠭  
ऒߕޔࠋۮ ߖబܽद ఆࣣ అڒ ޶డږڒ  ఐదవ ࠾ࡍడవ మ࠮ కం݄޶ఉంۧ࠭ ఎం ߘޔషర ࠭࠲ ࠭
అంڴࣄࠐ ࡱڙ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠴దܽ ࡓండవ ߕలठవ మ࠾ࡍ ఆరవ అంࡱڙ అ࢑ సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद 
వ۪ऐڝఎం۪ ڴࡱڒర ڷࡱߕ ݞږ ߘڙదܽ అం࠴ , ఆ߯ ࡓండవߕ ޴లठవ మ࠾ࡍ వ అంࡱڙ ऴపޒ si  x
ఒకए ܽ 
వ۪ऐڒ ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ࡏఆ ڷࡱߕ 2 0  అం݄ ఐߘ ޶ంݟ ఐߘ ޶ంݟ ఐ޶ రڴࡱڒ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ 
ఇకए డ ڷణڒర ࣇऴߖޑऒ  వࡍ फంపܑߘࣃ 
అం݄ ࡓండవ అంߘڙ ఐڴࡱ߄࢑ ޶ ఎం۪ڝవ۪ऐ వ۪ऐڝఎం۪ ڴࡱ߄࢑ ޶ఐ ߘڙలठవ అంߕ   మ࠾ࡍ  
ఆరవ అంߘڙ ఐڴࡱ߄࢑ ޶ ఎం۪ڝవ۪ऐ  మ࠾ࡍ అవߗऒ  కࣄ࡯ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఐߘ ޶ంݟ ఐߘ ޶ంݟ ఐ޶
ओߩఇ ڴࡱ߄࢑ भ޳۫ ߘలڙఐదవ అం ࠾ࡍడవ మ࠮ మనం ݡ ం,  ఒڜए కए घࠫޛ ޳ࡶ ݡఏ ޶ఐ ݡ࠮ ܽ  ޴
అం݄ ఐڒ ޶వ۪ऐ ठࡌࠪ ࢑࢑ధ ړߖݞవڝఎం۪ ߘڙడవ అం࠮   ڴࡱڒర ޶ఐ ߘڙఐదవ అం ࠾ࡍమ ࡱ
ఎం۪ڝవړߖݞ ఐࡔ࢘ ޶छ ठࡌࠪ ࡏ ओߩబܽद ఇڒ ࡱ రߖ ڴࡱ߄࢑ ڷࡱߕ ߘڙదܽ అం࠴ ࠭࠲ ݡ प࠼ంۧ࠭ 
एڜఒ ߖ࢐ܽ ఆరవ ࠾ࡍలठవ ఐదవ మߕ డవ࠮ ండవࡓ కए ܽ ఐࡹ޶ ఎం۪ڝవ۪ऐ ठࡌࠪ    తफం࠴ బܽदڒ ࡱ
ठࡌࠪ ల సంఖङ  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद అܿవంܽ ఆࡏ అంڙల సంఖङ ల ࠴తफం సంఖङ ړశ ݟంߘ ޶ఐ ݟంߘ ڷࡱߕ  फ 
ఐ޶ వరށڷ ߖߖ޳ ࡏࠬ ڕంచవ۪ऐ , ఆ߯ సࠪ߄నం పߜऒ ంݡ ࢘ల ఐ޶ వందࡱ అߖ ۫డంݟ  అܿవంܽ 
సంఖङ ऒߕఉ ࡱ సమసङ ߘߝ , ࠼ भ޳ۯ వృతంࡌనߩ ߘ ం ޳ࡶ సࠬऀంచߖవछ ం࠭࠲ ,ݟ ఈ ఆࡏ అంڙల 
సంఖङ ङޙऴప ߘ క పదमࡹޒ ఎం۪࢐ڝలߕڕߘऒ  ߖఅ ࣄࠐ ࡱڙఐదవ అం ࠾ࡍడవ మ࠮ ࠭࠲ బܽदڒ ,࠭
మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన అంࡱڙ మనం ݞږ ߕࣄۯ అߦۮ ߖओ  ݡంࡓ మనం ړߖݞవڝఎం۪ ߘڙదܽ అం࠴ ࠭
ठࡌࠪ తफం࠴ బܽदڒ ࡯࢐ڝఎం۪ ݟంߘ వందల ࡏఆ ڷࡱߕ ऒߕఉ ڷࡱߕ ࡱ एڜఒ న࢑࡯ڵࠫ ,࠼ కए ܽ ఐ޶ 
రڴࡱڒ ఎం۪ڝవ۪ऐ  ࠾ࡍలठవ ఐదవ మߕ డవ࠮ ޴ండవࡓ ఆࣣ ߘదܽ ࣊క࠴ అం݄ ࡱڙఅం ޶బܽद ఐڒ 
ఆరవ అంߖ࢐ܽ ࡱڙ శړ फړ ఐڴࡱ߄࢑ ޶ ఎం۪ڝవ۪ऐ ల సంఖङࢡڒతफం అవ࠴ బܽदڒ   ޶ఐ ݟంߘ ڷࡱߕ 
ऒߜతफం ప࠴ అం݄ ,޴ఉంܿం ڕవర ޶ఐ ݟంߘ ం12500 ݡ సంఖङ ऒߕఉ ࡱ  ం ఒక޳ంڕࣆޓ కܽࡖమ , ࠼
గށత సదࣆझ సమసङ ࡹ  గށత ࢡवసफ܌थࡱ ఉߕऒ  తށగ ޒऴప , ࡏ
నऔڒ ݡथ܌वసफࢡ झߤࡓ ठڴࡍస ޜݟथ܌वసफࢡ తށఇతర గ ޒऴప ࡹ   ఒక సమసङ ऐࡍంۨ చࡍڷ  ంۨన ऱܿ ࡯ޙంڒ ޴బܽद ఎߖऒ
సమసङ ऐࡍచ ࡱ ంచబݞन ఒకए ޒబܽद ऴపڒ ࠼  ࡏ

ऐࡍచ ޜथల܌वసफࢡ తށన࣒ ఒక ఇతర గ࠳ फࣃ ऒߕఉ ࡱथ܌वసफࢡ తށతफం గ࠴ అࣣ ,ࡏ ఒకए ޒऴప ,ࡏ  n n ࡏ
మࡖక࠳ ޜࡍన࣒ ఒకޜࡍ చࡍऐ फࣃ న࣒ ఒక సమసङ࠳ ړࡹ ړࡹ ऴతంࣇ రڒణڷ ޴క ఇߘక ,ࡏ  n n n ڴ
ओߩఇ ,޴ంޔࡏࠪ ࡍߖ ఈ ݡ भషद ړࡵए ంࡹߩ ऴపޒ వङ ړ फࡓ ߖంࡏࣃݡऱ ړࡵए ంۧࡏ ఎం޶కం݄ ఉ޳హరణߘߝ ڕ 
గށత ࢡवసफ܌थݡ గށత ࢡवసफ܌थޜ ݡ చࡍऐ फࣃ డߖߖ޳ ߘߝ ,ޙࠉۮ ߖ మړࡵ ࡍࣃࡗए ంۧߘ , గށత ࢡवసफ܌थݡ b b 
గށత ࢡवసफ܌थޜݟ చࡍऐ फࣃ డߕޔࠋۮ ߘߝ ߖऒ ఒకए ޒऴప ޙ࠼అ ,޴ऱ ఉంܿంࡏࣃݡంࡓ ޴బܽद అڒ ߘ  ࡐ
మࡖకޜࡍ చࡍऐ ంۯ పߘߝ ߖޒࠫࡍ ఖۨऐ తంߕޔݡ߭ ڴऒ .ߘ
  సమసङ ओߩబܽद ఇڒ  వङ ޒऴప ݡ ړ फࡓ ࡹ ߖంࡏࣃݡऱ ࠳న࣒ ఒకܽڴ గࣃށफ n ڴݡంࡓ బܽद మనంڒ ࡏ n 
ఇకए ޙ࠼అ ,޴ఉంܿం ࣄంచవలڵ࠙ డ ऴపޒ ఒకए एړࡵ ऱࡏࣃݡంࡓ ߖఅ ࡐ ంచబడڒ ,ࡏޑబܽद ࠭࠲ ah 
࢐సफڷ ړߖ࢐ణڒర ࣇऴߖޑऒ  వࡍ फంపܑ࠭ࣃ, అޙ࠼ ఈ ࡍߖ भషद సమసङ  ah ޜసవరణ ڴभ޴ڜ ࡹ

 అంڙల ݃ݭڝ ߤࠂ࡯ లߘ ఎకए డ ऴۯ ݋ࡃړయవ۲ऐ  అ࡮ంܽ మࡗ సమసङ షएࡍప ߘ फࣃࡍ 10 ݡంࡓ దܽ࠴ ߘ
అంࠫޛ ࡱڙघ ऒߕࣆ ڙడవ అం࠮ ࠾ࡍమ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ޴ ऒߖ޵ ࡏࠬ బܽदڒ ޶డږڒ   ۫࣋फ ࠴దܽ 
बࣃ  నం ࠫޛघ రߖ ڴ޴ प࠼ంచబݟంڒ ޴బܽद ࠴దܽ అంࡓ ڙండవ అంڕڙ సڴࡍठ  ఒక ࠪర ठంڡ߸ ڴڷࡱߕ ࡏࠬ ڴझ  
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ऒߕफࣆۯ ओߩబܽद ఇڒ ࡏ ऒߕࣆ  ޶ڒ ڙడవ అం࠮ ݡ సంఖङ ڙడవ అం࠮ బܽदڒ   ݟంߘ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ࡱ
घࠫޛ ఉండవ۪ऐ ڕవర ޴ घࠫޛ బܽदڒ  ठࡌࠪ ޴ बࣃ లठవߕ ࠾ࡍమ ࡱ నం ߘంݟ పదవ ࣃब నం వరߕࣆ ࡏࠬ ڕऒ
ఒకܽ ࡓంߘ ݡంࠫޛ ݟघ ఉండవ۪ऐ ڕవర ޴ एڜబܽद ఒڒ  కए ܽ పࡌࠪ ޴ठ ऒߕఉ ࡱ ओߩబܽद ఇڒ ࠼  ݡఏ ఇ࢑ ݡ
छ޳ రంڒణڷ బܽदڒ छ޳ ऴతంࣇ రڒణڷ బܽदڒ ऴతంࣇ  ࡌ తफం సంఖङ࠴ ల ݭڝ ࡌ घࠫޛ   ݟంߘ ޴ప ݟంߘ ޴
పవ࡛ ఏݡ వరڕ ఉంܿం޴,  
ఉ޳హరణڕ ఎڡझ  ऴ߭షߤ లࡹ ఎߖऒ నऒࠚ࢑   పࡱ޳ ఉߕऒ ప  ߘߝ ڕహరణ޳ఉ ,࠼ ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అߖ x y z t 
ओߦۮ లం݄, ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ b c d er  x one plus x two plus xmy one plus y two plus ߘߝ 

ऒߕफࣆށగࡍప ߖ పओۮ ߖఅ ߘ ంݟ ఇߩओ మనం ఇకए ݡ డ ఉతओ  फynz one plus z two plus zt࣋࡯ࢣࡍప ߖफޒ
అࡓ ޴ంݡ ࣊టऱ ࡓڒ दࣄయߤ ఉతओ తపओ ޴ఉంܿం ࡯߱ ߖफޒ  మࡖకܽ ࡶదࡏࠬ ߖ పࡍగށంచవ۪ऐ  n ࡹߖ޵  
ऒߕఉ ࡱࢡఅం ڷࡱߕ ࡹ ݋࣊ దܽ࠴  ޒకం݄ ऴప޶ఎం ,࠼ఉంܼ ࡱࢡఅం ޶ఐ ࡹ ݋࣊ ండవࡓ ࠾ࡍమ ࠼
పదం ࡓండవ సందరग ంࡹ ఒڝए  పదంޜ సڴࡍठ  ఒకࡍࣃ కࣆߧߖफంڒ ޴బܽद ࠬࡏ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒xa xb xc xd 

అ࠴ ڼ࡮దࡷనޜ࢐ܽ మ࠾ࡍ ۨవరڴ ఉంܿం࠴ ޴దࡷనڒ ࢑బܽद ఇ޴ ఖۨऐ తంڴ xe yayb tatbte 
ࡎڒ టऱ࣊ ݡంࡓ दࣄయߤ ఉతओ  ޶కܽ ఐࡖమ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ڷࡱߕ ఒకܽ ,޴फంࣆۯߖప ڴफޒ
దܽ సందరग࠴ బܽदڒ ޴ఉంܿం ڵ࡯క ߘలڒల࠮ ం࠴ ࡹతफం ప޳ల సంఖङ ࡎڒ  दࣄయߤ 
ఉతओ కएࡅ ࠾ࡍమ 4 ޴ఉంܿం ࡵవ ࠉ ࣒ڒऴ ࡹफޒ ࡍڒ  दࣄయߤ ఉతओ ࡍڒ फޒ नܾ࡯ߕ ఐڒ ޶బܽद ऴࡅ ࣒ڒకए  b b 
 ߘ࢐దన బܽद మనం ఈڒ ޶ఏࠬ ఉండ ڕవర ޶ఐ ݟంߘ ڷࡱߕ న࠼సࠪనం అ ړఇర࢙ ޴ߝఅ ܾ࡯ߕनࡍڒ
ఈ సమసङ ࡹండవ ࠙గంࡓ కएࡅ   m ޜలڒల࠮ ߘߝ ࡏడగల۫ ࡏࠬ ,ޙ࠼నటऱࣄంపܑࡍ࢑సफ ړߖڴ࠙ ండవࡓ 
e n e 2 ,ݟంచంށగࡍప ߘ ݋࣊  నݟږ ޜలڒల࠮ ࠾ࡍన  మݟږ ޜలڒల࠮ ߘ ݋࣊ ߤన వݟږ t e 3
అߩओ కएࡅ ޴అ ݡ  ఉతओ फ తపओޒ  మࠬࡔ అޔ࢓ంࡓ ޴ంݡ ऴ࣒ڒ ఇ ऴڒ ޓబܽद e one cross e 
ఒకࡹߖ޳ ఇవछ బݟన ࡎజߖంߘ ۃ అߘసࡍంۨ, 
ప޳ల సంఖङ పओۮ ߖఅ ړࡹ ݟంߘ  వ۪ऐ , ఇߩओ थ܉సం ࡍప޶త ߘߝ ݡ ऒߖߕࠪ  పࡍచయం m n t ah ah 
फࣃۯ थ܉సం ࡽయࡍदڝ߷ ߖߖ޵ , ߘ ࠪనం అంܼڒ ࡏబܽद ڒరకం ࠴దܽ ఉతओ  n ޴फంࣆۨࣇ ߖफޒ

న సహజ సంఖङ࠼రకం అڒ  బܽद n n n nڒ సࠪనం ړ ݟంߘ న࣒ 1࠳ ݟంߘ 3 ݟంߘ 2 ݟంߘ 1 ࡱ
ఉ޳హరణڕ మనం ఒక ߷ڝदࡍయࡽ ఈܘ ఈకछ ఈకछ ܘఈ ࡽయࡍदڝ߷ ݀ ܿ ࡽ ङ߷ ޓऴ ܿ ܿ ܿ ܿ ߤవ ࡽ క द࡛  
అ޴ߝ ఈకछ छߜఒక క ࠾ࡍసࠪనం మ ڕࡏఆ ޴అ ݡ࠮ ݟంߘ ݡంࡓ  ܿ ߤఇ ߤవ ܿ ࡽ నलߕࣆ ࠭࠲ ڴ ߤऒ  
ऒߖڒరڒ  ఒకܽ అߖ ߖరछ ۨంۧ࠭ ఇ޴ ऴపࣃफ రణ మ࠾ࡍ కల࠼క ࡅకए ऒߖڜ   ఇతర సం܉थ  ah ޜలߕࠪ
छࡌత ߘߝ ఉంచడం అం݄ ڴबరంࣄ  త ఉపࣃڵࡆफ ऒߖڒరڒ 0 ࠭࠲ ޴ంޔࡏࠪ ޴అ ,ߘ  ం݄ , ahڕࣆޓ ڴ1 
సం܉थ ࠪనం ࡅకए बరతछࣄ  ం అڼ࡮ ఉంܿం࠭࠲ ,޴ ऴపږޒల ࡌߪप ంకం ࡅకए ऒߖڒరڒ  రछߖ  ۨంచ࠭ ڒబܽद
ఇ޴ ऴߦథࠫకంږߘࣃ ڴల ࡌߪप ంڒల ڝసం ࠪऴత࠲ మڒ 0 ࠭࠲ ࠾ࡍరߖڒऒ  ऴపޙङ కంࡏۯ ڴऐ  ࠭ޑ
ఈ ߷ڝदࡍయࡽ అߘ ޴ߝం࠳ ݟన࣒ వڝ߷  ߤदࡍయړ ࡽ సࠪనం అߖ ఇߩओ  n n n࡮ۧ ޴ڼ࡯ంచగߖగమ ࡏࠬ ݡ
సహజ సంఖङ ޴లభం ఆࣣ ఇࣆ ల ࡅకए రంతర ఉతओߖ   న ah nࡷద࠴ ࡽయࡍदڝ߷ ࡏ࢐ ޙ࠼फ అޒ
సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఉపڵࡆంచ޶ࡶ, ఈ సం܉थ ࠪనం ߷ڝदࡍయࡹ 1808 ړߖ܉ߖ ࡽ ऴࣄړदయߤ ऴ޳ ࠹ڒछ  n ah ࡌ
పࡍచయం ۯయబݟంࡌߩ , ޴తన ࠙రޓయ గށత ࢡवసफ܌थڜ ࡱతफ ah 
వࡏస సహజ࠳న ఉతओ ऒߕఉ ࡱచనࣇ ߖफ ࠙వన అޒ సంఖङ  ࠼  ࡹ ఆࣣ ޴ࠫߖవందల ఎ ޴ࠫߖभ޺ప  ࡱ
ऴࣄړदయߤ ऴ࠹ڒ ऴప࢘శ߭ܽदన ఆߖ߇క సం܉थ ࠪనం ఈ ఆࣣ సంఖङ  ఆࣣ ఈ సం܉थ ࠪనం ࡍڷంۨ గమߖంచడం 
࠭ఖङ ం, ఉ޳హరణڕ ఒక ڒరకం ఒకܽ ࡓంڒ ݡరకం ࡓంڒ ݡ࠮ ݡరڒంశం ఆ࡮ۧ ࡏ ࢘గంޔڷࡏ߭ ڴందߖ 
డవ۪ऐ۫ ࡏࠬ .

 n n  ߘߝ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ޴ంޔڷࡏ߭ ڴగం࢘ ࡮ۧ ంచగల࠭ߖమనం గమ ߖందޔڷࡏ߭ ڴరకంڒ
 ޴అ ,޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ ఇర࢙ ޴फ అ࣋ށగࡍప ڴࡱࢡంڒరڒ ޶ఐ ߘߝ ޴फ అ࣋ށగࡍప ڴࡱࢡంڒరڒ ڷࡱߕ
 ࡏట ఇర࢙ ఆߙ అం݄ ,޴ంޔࡏࠪ ڴంశంڒరڒ ڷࡱߕ ݟంߘ ޶ఐ ڴࡱࢡంڒరڒ ࡏట ఇర࢙ ఆߙ
  ޴ంޔ࢓అ ݡవందల ఇర࢙ ఆ߯ ఏ ݡఏ ޴అ ,࠼ޑరࠪ ڴࡱࢡంڒరڒ ޶ఐ ݟంߘ ࡏఆ ࡱࢡంڒరڒ
ఆ సంఖङ ߝంటࢗ ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔ࢓వందల ఇర࢙ అ ݡఏ ݟంߘ ݡఏ ࡽయࡍदڝ߷  ఏݡ ߷క द࡛  ల࡮ۧ ޜ 
࢘గంޜڷࡏ߭ ڴందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ వ ړల నలࠢ࢘ ޶ఐ ࠭࠲ , ऐۧ ࠭ మߘߝ ࠾ࡍ ఎڒ ޴ࠫߖరڒంࡱࢡ 
࢘࣋फ మࢁऱ ࠬࡏ ۫డవ۪ऐ , మࢁऱ ߘߝ ఈ ఆࣣ ޳छ  ޾ఏ ࠾ࡍమ ࡱ࢘ నలࠢ ߘߝ బܽदڒ ޴ࠫߖఎ  ࡯ంۧށڷ ࡌ
ఒకࡹߖ޳ ऴప࢘ࣃࢢफ ړశ ړ10 ݟంߘ 4 ޴బܽद అڒ ߘ फ 3 రకంڴ ఉంܿం޴ , ఆ߯ మࢁऱ ࠬڝ߷ ࡏदࡍయ10 ࡽ n 9 
సంఖङ ޙࠉۮ ߖఆࣣ అ ࡽయࡍदڝ߷ थ܉రకం సంڒ ఈ ޙ࠼అ ޴ంޜڷࡏ߭ ڴగం࢘ ࡮ۧ  ࠪనం ࠬࡏ ऴపࣆफత ah 
గށత ప࠙ࡍషߖࡹ ࠭ఖङ సం࠙వङ ࡏࠬ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡹలڴ࠙ న࠳ త ޳ࣄम ంߖޑऒ ऒߕफࣆۯ   ޒऴప ߝఅ ޳ࡶ ࡌ
అంశంۮ ࡹపओ గలࡏࠬ ࡏ ఆࣣ ڒంߝࠉటڡࡍझ ऒߕफࣆۯ  ङڕ࡯ڒ ࡏࠬ ޳ࡶ ࡌ ల࣒ ߖ ऴపࣆۯ ۲ܼޒफߕऒ  ఈ ࡏ
थ܉రకం సంڒ ࠪనం ࢑సफృతంڴ ఉపڵࡆంచబޔݡం޴ ఇߩओ फࣃऴప ࠭࠲ ంۨڵࡆఉప ߖߖ޵ ݡ రణ అߖ 
फࣃవ ړߖ޳ప ࡍప޶త ݦవబࡱߧ ࠭ 
फࣃబܽद ऴపڒ రణ అం݄ ఏࠫܽ, ఇ޴  సࠫߘ ޒంࠚ࢑ ݟనऒ కएࡅ లڒల࠮   ఆర न࡛  అమࡍక  ࠚ࢑నऒ  n k 
फࣃऴప ߘలڒల࠮ రణ  అߖ అంܼࡱ࢑ ߖ޵   ࡏవ ఉంܿం޴ అం݄ మనࠚ࢑ ڕనऒ  న ak nݟږ ޜలڒల࠮ 
ఉం݄, అకए ݋࣊ డ ߘంࠚ࢑ ݟనऒ కएࡅ లڒల࠮   ఎߖऒ  ఆర न࡛  ల అమࡍకలڝࣆޓ ߘవ۪ऐ  k ࣄۯబܽद దయڒ 
ఇకए డ ߘߝ ఆర न࡛ ओࡌన ఏࣄۯ  టऱ ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ ऒߕޔݡ  ం.n޳ంڕߘఅ ߖసࠪనం అ ړݡ࠮ ߘߝ ߖఅ ߘ
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ఇకए ߘߝ ,ం޳ంڕߘఅ ߖఅ ߘߝ బܽदڒ  డ ݡ࠮ అంࢡలߘ పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ  abc a ݋࣊ ޴ం ఇ޳ంڕߘఅ ߘ
అߖ అڕߘం޳ం మߘߝ ࠾ࡍ ఇకए డ ࡓంߦۮ ݡओ లߖ ఎం۪࢐ڝలڕߘంܿߕऒ .ߘ
వ۪ऐڝఎం۪ ߖ ߘߝ    abi

వ۪ऐڝఎం۪ ߖ వ۪ऐڝఎం۪ ߖ  ఆర ߘߝ ߗڒ  न࡛ फనऒࣆ۫ ߘకࡍన అమࣄۯ  టऱڒࠈ ߘߝ ,ޙ࠼ మ࠾ࡍ aci bc
फࣃۯ ݋ంڞ ݞږ ߖ ओࡌతफం అܿవంܽ ఏ࠴ బܽदڒ ߘ ऱܿ ఆࡏ అܿవంܽ సందࡌग బܽद cbڒ ࠼ޑࡏࠪ ڴࡱ

ఆర ݟంߘ ߘߝ ڴరణం߄ࣃ न࡛ ओߩం݄ అڕఎం۪ ߘల࢓फࣆన వࣄۯ  ऒߖఎ ݡ  n k npk ߝఅ ߘߝ బܽदڒ  
సం܉थ ऒߖߕࠪ  ఇ ऐۧ ङ࡮࠮ ߖ ,ߘ ంకనం ۯయړߖݞ ఈ ࢑షߖ࠻ऒ  గ޳ށभ ం మనం ఈ ऴړం࢑ ޴ధంڴ npk ah 
గవ۪ऐࣃనڜ  
ऒߖڒల࠮ దܽ࠴ ठࡌࠪ న࣒ 1࠳   ऱࡹ  ఎం۪ڝవ۪ऐ  మࡓ ࠾ࡍండవ ࠮లߖڒऒ ठࡌࠪ న࣒ 1࠳  ऱࡹ  n n 
ఎం۪ڝవ۪ऐ  మ࠮ ࠾ࡍలకం ఎం۪ڝవ۪ऐ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  వࡹ ܘ࢐ ߤ ఎంߧక ۯయబޔݡం޴ kth n k 
ओߩబܽद ఇڒ ऒߖޑऴࣇ రڒణڷ రణ߄ࣃ ࡏࠬ ݡ  వࡍ फంపܑࣃफ छ޳ ऴతంࣇ రڒణڷ రణ߄ࣃ బܽदڒ ࡏ  తफం࠴ ࡌ
ठࡌࠪ ల సంఖङ న࣒  ప࠳ ࠾ࡍమ ݡంࡓ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ݟంߘ  ऱ࣒  వߤ వరڕ ఉంܿం޴.n n n n k 

घࡏ߷ సంڝ ࠭࠲ బܽदڒ డవ۪ऐ۫ ߖߖ޵ ࠭࠲ ఆࣣ ࡔస ࠭ࣃۯ म޴వృࠚఅ ߘ࡮  npk npk   ޴బܽद ఇڒ 
࢐సफ࠳ ߖ ړߖ࢐న࣒ వࡹ ߤ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠳ ࠾ࡍన࣒  ప ऱ࣒  వߤ వరڕ ऴ࢐యవ۪ऐ  మߘߝ ࠾ࡍ npk n n k 

छ޳ ऒߖࡌڒణڷ ࡌ  పࡍగࣃށफ  n minu skn k޻ఆ߯ అ ڕఒకܽ వర ݟంߘ ݡ࠮ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ న࣒࠳ ߘ
సంఖङ ओߩఅ ,ݟంచంڵ࠙ ڕఒకܽ వర ݡంࡓ ݡ࠮ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ న࣒࠳ ݟంߘ న࣒࠳ ޜ  n k n k ݡ
ఈ సంఖङ  మࡖకܽ ߙ ࡏࠬ , ޶ڒङ మࡔట࡛ ڒరకంڴ ࠪరడం ۫࣋फ మ࠾ࡍ ࣔరం ࠳న࣒ ڒరకం ڒబܽद n n k 

అ࠳ ޴ߝన࣒ ߷ڝदࡍయڵ࠙ ޜ ࡽంచబݟన ऴపޑङ ࠪऒ య వङ ڔ फకరణ ߷ڝदࡍయߖ ࡽ కڵ࡯ ఉంܿం޴, npk n k n 
ఇߖ ڴࠈ ޴రछ ۨంచబݟంڒ ޴బܽद ࠬࡏ కం݄ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనంڴ ఉంߖ ړߖ܉ߖ ࡯ݞ n ah k n 
ఇకए ݞږ డ ࡌۯऐ ऒߖఅ ࡏࠬ ,అం݄ ࡯ ऒߖఎ ం݄, అܿవంܽ࢑ڕఎం۪ ߖ   ఉంܼ࠼, అڒ ޴రకంڴ n n 
ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ  మࢁऱ ࢑వࣃࡍफ నऒࠚ࢑ ࠭࠲ బܽदڒ ,ߘ కएࡅ లڒల࠮   అߖऒ  ఏࡌओ టऱߘ n 
పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ అ޴ అޔ࢓ంڒ ޴రకం అ࠼న ڒరకంڵ࠙ ޜంచబݟన ࠳న࣒ ڒరకం అ࠼న n n n n 

ओߩఅ ࠾ࡍమ  ޴న࠼రకం అڒ ޴నݟంచబڵ࠙ ޜరకంڒ న࠼రకం అڒ ठࡌࠪ ݡ ల n n n lements a b 
సంఖङ  అࠈख  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ߖ 3 ߘߝ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ 2 ڒ 2 ޳ࡶరకం అޔ࢓ం޴, అߩओ abc ޴అ ݡ

అޔ࢓ం޴ మڒ ࠾ࡍబܽद ࠴తफం సంఖङ  ఆࡏ అޔ࢓ం޴, ఇڒ ݡ࠮ ޴రࡱڒ తపओabcacbbcabaccab cbc 
మ޶ڒ ࠬࡔ, ఎం޶కం݄ ߘ ݡ࠮ంࡓ ݟంڴݡ ఒక ఆࣣ ߩ ࠭࠲నࡌవృతం ۯయړߖݞ అߘమ࣋ޒफ, 
సࠪ߄నం ࠪޔࡏంڒ ޴బܽद ߩనࡌవృతం అߘమޒంచబݟన సమయంڕࣆޓ ࡹనऒ  ࢑࢑ధ వࣆफ࢓ల ࡅకएk 
ऴపࣃफ రణల సంఖङ   

శړ फړ అޔ࢓ం޴ ఎం޶కం݄ ࠴దܽ ࣃब నంࡓ ߖ ߘߝ ࡹండవ ࣃब నంࡹ ఏߕ޼ పࡍగށంచగలߘ  k ah n n n 
ఎం޶కం݄ సమ࠻లߩ ࡹనࡌవృతం అߘమޒంచబޔݡంڒ ޴బܽद అ޴ ఇߩओ nk k ޴ంޔ࢓అ ړ పవ࡛ ݡ n 
బܽद మనం ఇకएڒ డ పࡍగ࣋ށफ, ߘߝ ఈ అߖऒ  ఐ݃࠹ లࠚ࢑ ߘనऒ ంڴ పࡍగށంۧߘ, అߖڜ ޙ࠼ऒ  అంࡱࢡ n 
నऒࠚ࢑ ంڴ ఉండక߱ࡃ అవڒశం ఉంڒ ޴బܽद ఆ సందరग ంࡹ  ఈ ߷ࡏघ కएࡅ లڒ࢑࢑ధ ర ࡮  ఆࠏणڡ द ల k n 
కएࡅ फࣃషद ऴపࢢ࢑  రణల సంఖङ ంచవ۪ऐࡍసవ ߘ ,  ఉ޳హరణڕ ఒక వࣆफࡱ࢓ ࠫऴతపࣾంڴ ఉనऒ టऱޙ࠼ ah n 
ऴߦథࠫకంڴ అ࢑ సࠪనంڴ ఉంܼړߖ܉ߖ ࠼ అ޻ సछ ࠙వం కڵ࡯ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ߘߝ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ n2 
మ࠾ࡍ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ ࠬ వదभ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  भnk n1 n 2 nk n޶యవࡌ  ࡮ښఒ ߘߝ బܽदڒ సࠪనం ړ 

ऒߖހరڒ ߘߝ ,రకం ఆࣣڒ ࠾ࡍరకం మڒ ݡంࡓ  ࢑వࣃࡍफ నऒࠚ࢑ ڕమన , ߘ కएࡅ లڒల࠮    n nk n 
అߖऒ ధङࣃ  ओࡌన ఏ࠳ ऱܿ ఉం݄, 
అڒ ޴రక࠳న޴ అޙ࠼ ఇߩओ ऒߕఉ ࡮ښఒ ݡంࡓ ࡱ࢓फࣆఈ వ ݡ  n n n ݡంࡓ న࣒࠳ న࡯ڵࠫ ࠾ࡍమ ࠼
ఇߩओ నऒࠚ࢑ ݡ ంڴ ఉనऒ టऱޙ࠼ , ఈ ࡓంݡ అంࡱࢡ ఒ࡮ښ కߧߖంۯ ఏ࢙ࣃ ߕब फనऒࣆ࡯ࢣࡍప ߘలߕ టऱޙ࠼, 
అ࢑ ఏ ऴకమంࡹ కࣃߧߖफ ࡍڷ ޴అ ࡆ फంచబడڒ ޶బܽद ڝ߷ ߖ࢐ܽ ߘߝदࡍయࡓ ࡹ ࡽంࡏࣃ ݡऱ n 
एړࡵ फనऒࣆ టऱࡓ ߘߝ ,ޙ࠼ం޳ ݡछ పङࡐࣃ ࡱࢡఅం ݡ࠮ ߘߝ నం߄బܽद సࠪڒ ࡯ంۧ܊࢑భ ࡌ ంڴ 
ఉߕऒ యޙࠉۮ ߖ, 
ఆ ݡ࠮ అంࡱࢡ అ࢑ ఏ ऴకమంࡹ కߧߖంۨߕ ఆ ऴకమం పࡌछ  ޳ࡶ ࡱࢡంڒరڒ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ޶ࡶ
छ޳ ంܽݟంࡓ పङࡐࣃ  ݟరంࠪ ڴరకంڒ ࡌ ऒߕఉ ࡮ښఒ ޳ࡶ న࢑࠳ ओߩఇ ࠼  n ݡ࠮ ߖ࢐ܽ మనం ݡ
एړࡵ ߘల ࠹݅ ࡽయࡍदڝ߷ ంۧ࠭ , అ޴ ఒకܽ ߘంࡓ ݟంߘ ݡంݡ࠮ ݟ వరڕ ఉంܿంڒ ,޴బܽद సంఖङ  n 
ओߩబܽद ఇڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜలࢡంڒరڒ ݡ࠮ బܽदڒ ޴ంޔ࢓రకం అڒ  फ n࣋ڵݟ߰ ߘ࢐దన మనం ఈ ݡ
ఒక ࢑షࡱ࠻ ఒ࡮ښ ఉం݄ మనం ޳छ  n n ࡱ࠻࢑ష లڒర ݡంࡓ కࡖ࢐త మࡏరకం తڒ ఒక  ࡯ంۧ܊࢑భ ࡌ
ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ అߩओ  n nk ࡮ښఒ ࡱ࠻࢑ష ڕవరۨ ࠾ࡍమ ࡯ంۧ܊࢑భ ޜలڒరڒ ݡంࡓ మనం ݡ
ఉనऒ ओߩ కం݄ ఆర޶ఎం ࡯ంۧ܊࢑భ ݞږ ߘల࠻࢑ష రకంڒ ఆ ݡ न࡛ ओࡌన ఏࣄۯ  టऱ సంఖङ  ऴకమం ߖࡶ nk 
అమࡍక వࡵ ఉంܿం޴ ఎం޶కం݄ ఇకए డ ఆర न࡛ ఆర ޳ࡶ యడంۯ  नࡍంۯ ۃయడం వలऱ ఎܿవంܽ ޶ࡶ ݞޙ 
ఎం޶కం݄ అߖऒ  వࣆफࡱ࢓ ఒ࡮ښ ఉߕऒ ऴపతङ ߘߝ ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ࠼ ࣾ ࢑షయం ޳छ फࣃߧ۫ ࡌ  బܽदڒ ߘ
ఈ ࡓంߘ߭ ݡऒ ऒߕఉ ࡱ ऒߕఉ ࡮ښఒ బܽद అ࢑ڒ ࠼ యࡏࠬ ߖ ఇకए డ ۫డవ۪ऐ ऒߖ޵ ߘߝ బܽदڒ   ఇకए డ 
ఉంۧ޾ࡶ ߠ మ࠾ࡍ  ఇ޴ ఇకए డ ߖ޵ ߘߝ ޳ࡶऒ  ఇకए డ ఉంۧߘ మ࠾ࡍ ఇకए డ ఇߘߝ ߗڒ ޶ࡶ ݞޙ ޴ ఈ
ऒߖ޵ ߘߝ , ޙ࠼ంۨనటऱށగࡍప ߘߩࡱఈ న ࠾ࡍలం మߗ ఇకए ࠾ࡍమ ࡮దట ఉంۧ࠴  డ ఇ޴ ఉంۧ࡮ 
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అࡏࠬ ߖ ۫࣋फ అ޴ ఎడమ మ࠾ࡍ సࡔ మߘߝ ࠾ࡍ ఆర न࡛ ऐࡍࠪ ߖ  నటऱޙ࠼ ఇࡓ ࢑ంࡔ࢘ ݡछ ओࡌఏ ࡏ ऱܿ r  
ओߩబܽद ఇڒ దగ ߕ ,ం݄ڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߖంܽݟ࠮ ࡏࠬ ݡ ठర ࠚ࢑ ݡ࠮నऒ  ఉం݄, ఈ ࡱ࠻࢑ష న࠳
నऒࠚ࢑ ݡ࠮ ओߩం, అ޳ంڕࣆޓ ߘల࠻࢑ష న࠳  ߘߝ బܽदڒ ߘఉంܼ ڵ࡯క ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ߘߝ ݡ
ऒߖ޵  ఇకए డ ఉంచగలߘ ఇߘߝ ޴ ఇకए డ ఉంచగలߘ ఇ޴ మࡖక అమࡍక మ࠾ࡍ ఇߘߝ ޴ ఇకए డ ఉంచగలߘ 
ఇ޴ మࡖక ఏࡌओ ܿ, ఇ޴ ఇకए డ ఉంచవ۪ऐ  ఇ޴ మࡖక ఏࡌओ ܿ మ࠾ࡍ ఇߘߝ ޴ ఇకए డ ఉంۧߘ ఇ޴ మࡖక 
ఏࡌओ ओࡌఏ ࡏతफం ఆ࠴ బܽदڒ ܿ ऱܿ ఉߕऒ ऒߕఉ ࡮ښఒ ݡంࡓ ࡹ࢐ܽ  ఉం݄ ߗڒ ࠼ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ࠼  ݡ
ऒߖ޵ ం݄ ఇకएڕࣆޓ  డ ఎߖऒ  ఏࡌओ ऱܿ ఉంܼ޳۫ ࡆभ ం ఇ޴ ఇకए డ ఉం޳ࡶ ޴ ఇ޴ ఇకए డ ఉంڒ ޴బܽद 
ओࡌఏ ݡ࠮ తफం࠴ ऱܿ ఉߕऒ ओߩఇ ࠼ నऒࠚ࢑ ݡ࠮ ݡ  ఏࡌओ ऱܿ ఉߕऒ  ఏ ࡏࠬ ߖంܽݟంࡓ కం݄ ఈ޶ఎం ࠼
ऴకమంࡹ ఉం۪ߕڕऒ ऒߖڒరڒ ݡ࠮ బܽदڒ ޶ࡶ ݞޙ ఎܿవంܽ  ࡗ  ߖࡏఅం݄ ఆ ࡏంۧ܊࢑భ ޜܽݟంࡓ 
ऒߖߕ߄సࠪ ݡ࠮ ڕࠬ ޴అ ,ࡏంۧ܊࢑భ ޜݡంࡓ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠬڕ ఈ ఆࣣ ߄ࣃరణ ࣇऴతం ఉం޴ 
అం݄ ߕ వదभ ࠚ࢑నऒ  అంࡱࢡ ఉం݄, ࡹ࢐ܽ ఒ࡮ښ ఉంܼ࠼ ఒ࡮ښ మ࠾ࡍ ఒ࡮ښ ఉం݄, n n1 n2 nk 
फࣃషद ऴపࢢ࢑ తफం࠴ రణల సంఖङ छ޳ రకంڒ ࠾ࡍరకం మڒ ݡంࡓ రకంڒ రకం ఒకڒ   n n n nk ࡌ
సओ ࡮ۧ ߘ࢑వరణ ߘߝ  బܽद ఆࣣڒ ޴फంࣆవ ࡹరంࣔ ޴అ , ޴ంޔݡంచబڵ࠙ షदంࢡۯ ڴనߖ ఆࣆࢢफߕऒ   ,ߘ
ऒߖంۨ ఎڵࡆఉప ߘల ࠾ࡍమ ࡱ' ݡంࡓ ࡱ ݡ࠮ ࡱ ݡంࡓ నऒࠚ࢑  'న 10 a࠳ b' c three d's ah
అࣾࡌల ݭڝ ల߰ࡐ ߘం޴ంచవ۲ऐ  ఇకए డ ߖڜऒ  ఉ޳హరణల޳۫ ߘभ ం.
సంఖङ ޴తफం ప࠴ బܽदڒ ݟ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ࣄ ݡంࡓ   ऒߕఉ ࡱ ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ ࠼ డ ۫డగڵ࡯న ऱܿࡓ ڴంݡ 
ఉߕऒ ऒߕఉ ࡱࠉ ݡ࠮ ߕఉంۨ ࡹఏ ऴకమం ߘߝ ,޶ఉండ ݞޙ ߕఉంۨ ࡹఏ ऴకమం ߘߝ బܽदڒ ࠼  ޻అ ,࠼
࢑ధంݞޙ ڴ ఉండࡓ ࡏࠪࣆ  ޶ంݡ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڒ ݡ࠮ ߩ޳޳ ڴబܽद ఈ ߷ࡏघ छ޳ ࡮  cs ds ࡌ
ఏࡌओ టऱ ࠴తफం సంఖङ నऒࠚ࢑  తफం  ఇకए࠴ ࡱࡌఅం݄  అࣾ ,޴ఉంܿం ڴࡱ ݭڝ  డ ఉపڵࡆంచబడ10 ࠼ޑ 10
, అڒ 10 ޴రకం 2ڵ࠙ ޜంచబޔݡంڒ  ޴రకం 3 ڒరకం ࡓంڒ ݡరకం ڒ ݡ࠮రకం ڒబܽद ڜంత సరࢁకృతం 
छࡌన తࣄۯ త ఈ సంఖङ యవ۪ऐ࢘ ߕఅంచ ߘ  ఇ޴ ఇర࢙ ఐ޶ ࢘ల ࡓంݡ వందల ࣃ ࡱ ݭڝధङ ఆࣣ ఇకए ࠲ డ 
మࡖక సమసङ ऒߖఅ ߖࡹపదం ߝఅ ߤషߝ , ం޳ంڕࣆޓ   అࣾࡌలߘ ఉపڵࡆంۨ ఎߖऒ  ప޳లߘ తࡏ࠻ 
యవ۲ऐۯ  ఇకए డ ۫޳भ ం.
झ࡯ంۧڵࡆఉప ߘలࡌఅࣾ ࡏతफం ఆ࠴ ߘߝ   వ࣋फ, ߖ޵ ࠭࠲ऒ  ۫డంݟ, ఇకए డ అߤ࠻ మ࠾ࡍ t 
ఉߕऒ ऒߖఎ ࢑ߝఅ ࠼ నऒࠚ࢑  ంڴ ఉߕऒ నऒࠚ࢑ బܽद 5ڒ ݟడం۫ ࡏࠬ ࡆ  అࣾࡱࡌ ఉߕऒ  n ࡹ࢐ܽ ,࠼
ఒకߩ ࡍࣃనࡌవృతమޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇకए డ మనڕ ఆࡏ అࣾࡱࡌ ఉߕऒ . ࠼

घࡏ߷ బܽदڒ ޴फంࣆऱ సంభ࢑ࡏࣃݡంࡓ छ޳ ࡮ తफం సంఖङ࠴ కలࡍల అమࡌఅࣾ ࡏఈ ఆ ࡌ  n  ߘ
సమసङ ޻సࠪనం ఇ ړవందల అర࢙ ݡ࠮ అం݄ ,޴ంޔ࢓రకం అڒ ࡏफ ఆ࣋ڵ࠙ ޜలڒరڒ ݡంࡓ  సం࠙వङ త 
పదం ࡅకए  ఎߖऒ నऒࠚ࢑   11 అࣾࡌల అమࡍకల޳۫ ߘभ ం తۯ ࡏ࠻యవ۪ऐ ఇకए ࡏࠬ బܽदڒ  డ 
సం࠙వङ తࡹ పదڜంݡ అࣾࡌలߘ కڵ࡯ ఉߕऒ రߖ ۫డవ۪ऐ , 
ల సంఖङࡌతफం అࣾ࠴ ޙ࠼ంۨనటऱߖగమ ߖఅ ࡏࠬ  బܽदڒ  పదڜంݡ అޔ࢓ం޴.b 
 ఐ࣒ మ࠾ࡍ ఐ ࣒޴ ఐ ࡓ ݞږంࡏࣃݡऱ సంభࣆ࢑फంڒ ޴బܽद ఈ ߷ࡏघ छ޳ ࡮ ओࡌతफం ఏ࠴ ࡌ టऱ సంఖङ  
పదڜంڒ ݡరకం అޔ࢓ం޴, ఇࡓ ޴ంڒ ݡరڒంࢡలࡓ ޜంڒ ݡరڒంڵ࠙ ڴࡱࢡంచబޔݡం޴.
  ఇకए డ ۫డవ۪ऐ  ఈ పదڜంڒ ݡరకం ఒక ࠙ࡎ సంఖङ కएࡅ ߖ޵ బܽदڒ  ࡓ ڷࡱߕ  ऱܿ మనం ޜڷࡱߕ 
ऒߕޔ޶బܽद మనం ߰ంڒ ంۧ࠭ڵ࠙ ఇపओ ړߖ࢐సफ࢐ ޴బܽद ఇڒ ࠭ వ ࡹయనऱ࡯ࠫ ల޶ప ښܽ फ࣎ ం޴, అޙ࠼ 
ఆࣣ అ޴ ఈ సంఖङ కएࡅ   సछ ࠙వం ڒరక࠳నޔڷࡏ߭ ڴ޴ం޴  ఆࣣ ۧ࡮ۧ ࡮ ࢘గంڴ ఇߩओ  ߝࡹ޶ఇం ݡ
మనం సం࠙వङ తߖڜ ࡹऒ  అ۪ऐ ऒߖڜ ࠾ࡍమ ࡱ  హࡱऱࡱ ఉߕऒ ओࡌబܽद మనం ఆ ఏڒ ࠼ టऱݞږ ߘ 
ऒߕంܿڕߘలݞ۫  బܽदڒ ,࠭
ఈ ఏࡌओ టऱࡹ ఎߖऒ  అ۪ऐ ऒߕफࣆߧߖక ࡱ ఇకए ߘߝ ࡹߖ޳ ߝఅ ࠼ డ ఒక సమసङ ఇకए ߘޑడ߭ ߘ డ మనం 
भ޳۫ ߖߖ޵ ం, ఇకए డ మనڕ ఏݡ హࡱऱࡱ ఉߕऒ  b ޴ంޔ࢓వృతమࡌనߩ ऱࡏࣃݡంࡓ ࡹ޶ఇం ,࠼
ओߩబܽद ఇڒ ऒߖఅ ݡ  అ۪ऐ ఉనऒ ࣄ࡯క ࡱ ऱܿڴ పࡍగށంۨనటऱߖ޵ , ޙ࠼ అర बం  అ࢑ ఎߩओ  ,࢓ంచߧߖక ࣄ࡯క ݢ
࢐సफړߖ࢐ ఇకए డ ऴߦథࠫకంڴ ఎ޴ࠫߖ అంࡱࢡ ఉߕऒ ऒߖఅ ࠾ࡍమ ࡱऱࡱహ ݡఏ అ࢑ ,࠼  అ۪ऐ  ࣄ࡯క ࡱ
ఉంܼڒ ࠼బܽद ߩ ߘߝనࡌవృతమࡃङ అ۪ऐ ڷࡱߕ   ڴఒక అంశం ߖߖ޵ ࠭࠲ బܽदڒ ࡯ంۧߧߖక ࣄ࡯క ࡱ
పࡍగށంచవ۪ऐ    
ओࡌబܽद ఏڒ టऱ సంఖङ  b ah ޴ంݟయబۯ వృతంࡌనߩ కం݄޶ఎం ޴ంݟంచబڵ࠙ ޜంశంڒరڒ రకం 2ڒ 8 
ఇߩओ ఈ అ۪ऐ ݡ ఒకܽ ప ޜߖ޳ఒక ࡱ दܿڕనऒ పओ ఇకए ڔܽ డ ڒङ ۶ ఉం޴, అޙ࠼ అ࢑ ఒకڜߖ޳కܽ పࡍవర फన 
బܽद అ۪ऐڒ ࠼ޑ޶ంۮ ऒߖబܽद ఎڒ ࡱ  ఏࡌओ ऱܿ ࣃధङ మ࠼ޑ࢓ ఒకڜߖ޳కܽ పࡐघ ङ   న ahݟయబۯ ݋
అܿవంܽ ఏࡌओ ऱܿ 4 ڒరకం ޳छ नݞంచబ܊࢑భ ڴంశంڒరڒ 2 ࡌ ఇకए ߘߝ కం݄޶ఎం ,࠼ డ ߩనࡌవృతం 
ऒߜఆࣣ ప ޴అ ,ߘࣃۯ ంݡ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद 
ఇߩओ సంఖङ ޴ޔ ݡ  అ۪ऐ ऐۯవ ࣄ࡯క ࡱ  పద సం࠙వङ త అࣾࡌల ߘం࠴ ݟతफం ప޳ల సంఖङ    ڴసࠪనం ڕ
ఉంܿం޴.
ऒߜప ޜలࢡంڒరڒ ݡంࡓ  ం࢑ ڴݡభ܊ంచబݟన ఎڒ ޴ࠫߖరకం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬߖߖ޳ ࡏ అంచߕ 
࢘యవ۪ऐ  ఇర࢙ ڷࡱߕ అࣣ ࡓంݡ లࣾల నలࠢ ఒక ࢘ల ࠫޛघ  , ࠭ࣃۯ ఏࠫ ࠭࠲ వందల ఇర࢙ ఆࣣ ޴
సం࠙వङ త అߝ పదం ߘంݟ సృࢳदంచబݟన అߖऒ  ప޳లړࡵ ࠭࠲ ߘए ంۧ࠭ , అ۪ऐ  ۯంߧߖక ࣄ࡯క ࡱ
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ఏࡌओ టऱړࡵ ࠭࠲ ݞږ ߘए ంۧ࠭ ڒబܽद ࠬڕ అదనߩ సమసङ  ఉం޴ ఇకए డ ߘంݟ పࡍషए అ۪ऐ ,ݟంచంࡍ  ࡱ
కࣄ࡯ కߧߖంచڒ ࢓బܽद ࡹܽ࢒ ఎߖऒ  అ۪ऐ  ,ం޳ంڕߘఅ ߖఅ ࢓ంచߧߖక ࣄ࡯క ࡱ
అߩओ ओࡌతफం ఏ࠴ ޴అ ݡ టऱ సంఖङ అ۪ऐ ݟంߘ  ఉనऒ ࣄ࡯క ࡱ  ఏࡌओ టऱ సంఖङ  ࡏࠬ బܽदڒ ޴फంࣆ࢘ࣄޓ ߘ
ऴపశऒ సంఖङ  ݟంڝࣆޓ నం߄సࠪ ڕ న࣒ ऴపశऒ࠳ ݡ࠮   సంఖङ బܽद ఆ సంఖङڒ ڷࡱߕ  घࠫޛ ంࠢޛ   లࣾల ޴
खࠑݥ घࠫޛ  घࠫޛ లࣾల నలࠢ ఒక ࢘ల ݡంࡓ న࣒࠳ వందల ݡంࡓ ల࢘ ޴  అం݄ ޴ంޔ࢓వందల ఇర࢙ అ ޴
లࣾల ࠭߯ओ ݡంࠢ ఏޛ  ఏݡ ࢘ల ࡓంݡ వందల ఎనࠢ ڒబܽद ߘߝ మࡖక సమసङ షएࡍప ߘ फࣃࡍ  ߖఅ ࡽటవ  ߘ
ओ߮ۮ  పదంߖࡹ అࣾࡱࡌ ఎߖऒ ऒߖఅ ڴࡱ߄࢑   అ۪ऐ ऐۯవ ࡱ అమరऐ ࡮ వ۪ऐ   అకए డ మ࠾ࡍ అߖऒ  హࡱऱࡱ
కࣄ࡯ ఏరओ డڒ ࠼ޑబܽद ఇకए డ ఎߖऒ  హࡱऱࡱ ఉߕऒ भ޳۫ ࡆ ం, ఇకए డ ݡ࠮ హࡱऱࡱ ఉߕऒ  tw అ࢑ ,࠼
మ࠾ࡍ అࡓ ߖంݡ అ۪ऐ ऒߕఉ ݞږ ࡱ నऒࠚ࢑ ݞږ బܽद అ࢑ڒ ࠼ ంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ऴߦథࠫకంڴ l 
ऒߗఅ ߘߝ ऒߕޔࠋۮ  .
 హࡱऱࡱ కࣄ࡯ కనపడ࠼ޑ అߩओ फతछࣄఒక అ ޴అ ݡ ంڴ పࡍగށంచబޔݡం޴ మࡓ ࠾ࡍంݡ అ۪ऐ  ࣄ࡯క ࡱ
ఏరओ డ࠼ޑ అߩओ फతछࣄఒక అ ݞږ ޴అ ݡ ంڴ పࡍగށంచబޔݡంڒ ޴బܽद ऴߦథࠫకం࢐ܽ ڴ అమࡍక ࠴దట 
అߖऒ  హࡱऱڒ ࡱవ۪ऐ , ఆ߯ అߖऒ  అ۪ऐ  ࡱࢡڒఅవ ݡంࡓ ڴథࠫకంߦబܽद ऴڒ ࠼ఉంܼ ڴదमంࡏ࢑ ړߖ޵ ࡱ
ఉߕऒ ओߩఇ  ࠼ ऒߗఅవ ࠾ࡍమ ݟడం۫ ߘऱలࡱఈ హ ࡏࠬ ݡ నऒࠚ࢑  ంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ݡ࠮ ࡹ࢐ܽ 
ఉߕऒ ऒߖఅ ڴ࢑ధం ޻అ ޴ంޔࡏࠪ ڴరకంڒ ݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ ࠼  అ۪ऐ  కܽڜߖ޳ఒక ݞږ ࡱ
ࠪరऐ బడڒ ࠼ޑబܽद ఇࡓ ޴ంڒ ݡరڒ ࡱڒబܽद ࠬڕ అߝక ࠪࡌठ 2 ڴ ࡽయࡍदڝ߷  ݟంߘ   ࠼ఉంܼ ࡱ 3 2 
ऒߕఉ ࡱࡌఅࣾ ࡽతफం  టవ࠴ బܽदڒ సࠪనం ړ  ޴బܽद అڒ ޴ఉంܿం ڴ ࡽయࡍदڝ߷ ఇకए ,࠼ డ 24 ߘߝ 24
అߖऒ  హࡱऱࡱ కࣃߧߖफ ऒߖఅ ࠾ࡍమ ࣄ࡯క  ࠼  అ۪ऐ फࣃߧߖక ࣄ࡯క ࡱ फࣃబܽद ऴపڒ ࠼ రణల అంశంߘߝ ࡹ 
ఇకए డ ߩనࡌవృతం ࣃۯफ కएࡅ లࢡఅం ࠭࠲ ړߖ࢐సफ࢐ ,ߘ  ఆర न࡛  ఏࡌओ టऱࣆ۫ ߘफߕऒ ࠭ అం݄ ߘߝ ఆࣣ 
बࣃ  फనऒࣆ࡯ࢣࡍప ߘలߕ టऱࣃ ߘߝ ,ޙ࠼ब ऐࡏࠪ ߘలߕ షएࡍప ߖ࢐ܽ ం݄ڕ ओߩఅ ࡱ ࠹ఐ݃  ࡯ంۧࡍ ఆ ࠭࠲ ݡ
࢑షߖ࠻ऒ  ࠫనࣔ࣋࠼फ ఇߩओ  ࠾ࡍమ ߘకࡍఈ అమ ߘߝ అం݄ ,޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴకࡍక అమࡖమ ޴అ ݡ
ఈ అమࡍకߘ ఒ࡮ښ పࡍగ࣋ށफ, ߘߝ ऴకమం ߖࡶ అమࡍకߘ పࡍగ࣋ށफ , ߖߖ޳ కల࠼క అంܼڒ ࡏబܽद ߘߝ 
ఇߩओ రछߖ తफڜ ݡ చనం ఇࣃफ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ߘ నऒࠚ࢑ ݡ నऒࠚ࢑ కࡍఅమ ߖࡶ న ఒక ऴకమం࠳  అంࢡల k n 
సࠫߖࡹޒ అంࢡలߘ 

కల࠼క అࣃࡱߧ ߖफ ऒߖఅ , ࡏ  కల࠼కల ࠴తफం సంఖङ  ak k 
छ޳ थ܉క సంࡖమ ۯంڵࡆఉప ڴऴప࠭ఖం ޳ࡶ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ ࠪనం ఉంߖڜ ,޴ऒ  ऱ nck nckࡏࣃ

फࣃऴ࢐ ݞږ ߖఅ ߖߖ޵ छࡔ࢘ ࡏࠬ ࡹలڒసफߩ ࢑࢑ధ బܽदڒ ࡏ   nck i ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߘలޑښసం ࡏ
ఇకए ࡏࠬ ޴ఉంܿం ࡮ऱ ఇࢁమ ޳ࡶ ޴फంࣆڵࡆఉప ࡮ఇ ߖ ڴరణం߄ࣃ డ ఒకܽ తڕए వ కం݄ nck k t 
తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం అߖ ۫డవ۪ऐ ओߩసࠪనం ఇ ړ ޳ࡶ    ం han n ah x޳ంڕࣆࡱޘ ߘవࡱ࢑ ߖ޵ ݡ
అం݄ ړ సࠪనం అۮ ߖపओ ఆర ࠭࠲ బܽदڒ ,࠭ޑڷࣃనڜ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ࠭࠲ ړߖݞ न࡛ న nckࣄۯ 
ఏࡌओ టऱߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ ఆర न࡛ ओࡌన ఏࣄۯ  టऱ సంఖङ  ఇߩओ  npk k npk ah k k ࡽయࡍदڝ߷ సంڝ ల࠻࢑ష ఈ  ݡ
࢑షࡱ࠻ ఉߕऒ ओߩఇ ߗڒ ,࠼ మనం ఆర ݡ न࡛ యడం ࠭ఖङۯ  ం ڒదޙࠉۮ ߖ , ఈ ࢑ష࠻లߗऒ  ఒ࢑ ښధంڴ 
పࡍగށంచబడ࠼ޑ, ఉ޳హరణߘߝ ڕ ab

మ࠾ࡍ అߘߝ ,ޙࠉۮ ߖ ఆర न࡛ फࣃన ऴపࣄۯ  రణߘ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ అࠚ ࢑నऒ ంڴ  so ab ba 
ఉంܼߘߝ ࠼ ऴకమం ࢑࣋࠙ ڴ࢑ߖࡶफ, మ࠾ࡍ ఒ࡮ښ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࠬࡏ సంఖङ  ab ba ڴݡంࡓ ߘ
దగ ߕ ڼ࡮అ ,ޙ࠼ంۨనటऱށగࡍప ڴ ߘల࠻࢑ష ݡ࠮ ߘߝ ڴ࢑ధం ޻అ ,޴ఉంܿం ࣄంచవలڵ࠙ ठర abcbca
ऒߕఉ ࡱڒరڒ ݡ࠮ ओߩఇ ߘߝ బܽदڒ ࠼ ऒߖ࢐ట ݡ ంܽߖ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹంܼߘ.
  ఒకܽ ڒబܽद ߘߝ సంఖङ ంۨన܊࢑భ ޜరకంڒ ݡ࠮ ߘ ऱܿ࢑ ڴభ܊ంۧ࡯, 
కߘక ߖߖ޵ ߘߝ ۫࣋फ ڒరకం ऴపࣃफ రణࡱ ఉߕऒ ओߩఇ ,࠼ ऒߗఇవ ݡ  ఈ ఆࠏणڡ द లࡹ సࠪనంڴ k k 
పࡍగށంచబడڒ ࠼ޑబܽद ࠬࡏ కڵ࡯ ఉంڝ߷ ߖ  ࡯ݞदࡍయڵ࠙ ޜ ࡽంచడం అړ ޴ߝ సࠪనం, అ޴ n pk k x

ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ घࡏ߷ న޴ం߰ ࡏࠬ ݡ ంచడం తపओ܊࢑భ ޜ ࡽయࡍदڝ߷ ߖ ޴ߝఅ ࡮  మࡖకܽ nck nck npk k 
ओߩనݟంచబڵ࠙ ޜరకంڒ న࣒࠳ రకంڒ ޴ߝబܽद అڒ ޶ڒ రకం తపओڒ ݡ  మڒ ࠬࡔదߖ ఇ޴ nck k n k n 
.޴फంࣆۨࣇ
  ࠙రޓయ గށత ࢡवసफ܌थݡ ࠙సए కएࡅ ࡛ۧࡌ  పࡹߖ 
తघޑऴࡍۧ కంڴ ఉ࠹ ఈ రక࠳న ࣇऴతం కࣆߧߖफం޴ అࡍۧ ࠭࠲ ߖऴతక ߖ   ߘࣆܾߠరछ ۨంۧ࠭ ڒబܽद ߘߝ 
ऒߕఉ ࡱ߄సంబం ࡮ۧ ړ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࡱ޳ఈ ప ړߖ࢐సफ࢐ ߘంచగలށగࡍప ݞږ ߖ0  npk nck࠾ࡍమ ࠼
అߝక లࣾࡱހ ఉߕऒ ऒߖڜ ࡹܽ࢒ ߘߝ బܽदڒ ࠼ ంܽߖ ఇకए డ కవ࡛ ࣃۯफ  nck ncn ڕహరణ޳బܽद ఉڒ ߘ
फనऒࣆऴ࢐ ࡏࠬ ޴కం݄ ఇ޶లభం ఎంࣆ ࡮ۧ ࢓܌ࡏ , సࠪనం ړ న࣒࠳ k.޴ఉంܿం ݟరప߄ఆ ߯ߖ޳ 

తపओ ࡮మర ޴ంశం  ఇڒరڒ న࣒࠳ నݟంచబڵ࠙ ޜరకంڒ ޴ߝన࣒ అ࠳   nc n k n n k l nck ah 
మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ऒ࣋ एړࡵ న߄ऴప ڷࡱߕ ࠭࠲ ړߖ܉ߖ ࡌ࡮ޔࣕ ంࣇ ߩऴޑలߘ చࡍऐ ంۧ࠭, ఒకܽ ah 
కएࡅ కݟږ  ऴߦథࠫక ࣇऴతం ࡓండవڷ ޴ణڒర ࣇऴతం ࠮డవ࠭࠲ ޴ ऴపࣃफ రణ ޳छ फనऒࣆۨࣇ ࡌ  npk 
ఆర न࡛  ఏࡌओ టऱ ࠴తफం సంఖङ  మߕ  ࠾ࡍలठవ޴ త޶పࡍ తరగޔల޳ ࡹछ  ऴకమం nck ah ۯంۨࣇ ࠭࠲ ࡌ
ओࡌఏ ߖࡶ టऱ సంఖङ फࣇࡍ࢑వ ߘలހలࣾ ߖ޵ ߘߝ , ఉనऒ ڴరం߄ఆ ߖ޵ ࠾ࡍమ ߘఉంܼ ߝ  ࢑࢑ధ సమసङ లߘ 
ऒߖڜ ࡍప޶త ߘߝ  ఉపߕङ షएࡍప ࡹలࣃ फࣃࡍ  ߘ
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