
 [संगीत ] मागील ʩाƥानात मी मोजणीचा िवषय मांडला आहे आिण आʉी ȑातील ऐितहािसक पैलंूची थोडीशी चचाŊ केली आहे ʉणजे 
गेʞा काही शतकांमȯे हा िवषय कसा िवकिसत झाला 
आिण मग आʉी मोजणीǉा मूलभूत तȇांवर चचाŊ कŝ लागलो.
 तȇ हे जोडǻाचे तȇ होते जे सरळ सांगते की जर एक Ůकारची गोʼ करǻाचे अनेक मागŊ असतील तर दुसरी गोʼ करǻाचे अनेक 
मागŊ असतील तर ȑापैकी एक करǻाǉा पȠतीचंी एकूण संƥा िकती आहे ʉणून ते फƅ जोडत आहे  मोजणीǉा दुस̴या मूलभूत 
तȇाला गुणाकार तȇ ʉणतात Ǜामȯे आपण दोन वेगवेगʨा घटनांǉा एकाच वेळी घडणा̴या घटना पाहत आहोत, ʉणून जर एक 
घटना मागाōनी घडली आिण दुसरी घटना मागाōनी घडली तर दोɎी िकती Ůकारे एकũ घडतात? याचा अथŊ एकतर आपण ʉणतो m n 
की Ůथम येते नंतर दुसरी येते िकंवा दुसरी येते नंतर Ůथम येते िकंवा ते अगदी एकाच वेळी असू शकते.

नंतर ते गुणाकार बनते जे एकूण ट̪ɗांची संƥा मȯे आहे, तर ही गोʼ ˙ʼ करǻासाठी आपण काही उदाहरणे पाहणे   o m n 
सुŝ ठेवूया, तर पुढील सम˟ा अशी आहे की िकती सहा अंकी नैसिगŊक संƥा तयार होऊ शकतात Ǜांचा पिहला आिण ितसरा ah  
अंक हा पिहला नसून पाचवा आिण ितसरा अंक िवषम आहे आिण उरलेले अंक सम आहेत आपण गृहीत धरतो की शूɊ देखील सम ah 
आहे कारण येथे शूɊ हा अंक असू शकतो ʉणून आपण येथे शूɊ आहे असे गृहीत धŝg ah 
 ȑामुळे आपण उपाय पाš.
 पिहला अंक अगदी आहे
 ȑामुळे तेथे शƐता आहे 2 4 6 8 ʉणजे 4 मागŊ आहेत ठीक आहे अहो पिहला अंक शूɊ असू शकत नाही कारण आपण सहा अंकी 
संƥा ʉणत आहोत ʉणून पिहला अंक शूɊ असू शकत नाही ʉणून आपण ʉणत आहोत की ते करावे लागेल  सम असू Ȩा कारण 
आपण अट घातली आहे ितसरा आिण पाचवा अंक िवषम आहेत ʉणून पिहला दुसरा चौथा आिण सहावा अंक ते सम आहेत ʉणून पिहला
अंक सम चार वेगवेगʨा Ůकारे िनवडला जाऊ शकतो नंतर दुसरा चौथा आिण वा अंक Ůȑेकी si  x
0 2 चार सहा आठ पैकी असू शकतो ʉणजे पाच ते पाच ते पाच अशा Ůकारे मी गुणाकार तȇ लागू केले आहे ʉणजे दुसरा अंक पाच 
Ůकारे िनवडला जाऊ शकतो आिण चौथा अंक पाच Ůकारे िनवडला जाऊ शकतो.
 सहावा अंक पाच Ůकारे िनवडला जाऊ शकतो आिण ते सवŊ एकũ असले पािहजेत ʉणून पाच ते पाच ते पाच अशा Ůकारे आता आपण 
ितसरा पाš या ितसरा आिण पाचवा अंक Ůȑेकी एक तीन पाच सात िकंवा नऊ असू शकतो ʉणजे पाच ितसरा अंक िनवडǻाचे 
वेगवेगळे मागŊ आिण पाचवा अंक िनवडǻाǉा पाच वेगवेगʨा पȠती ʉणजे पाच मȯे पाच मागŊ ʉणून आता आपण िनिʮत केले आहे 
की पिहला अंक चार Ůकारे िनवडला जाऊ शकतो दुसरा ितसरा चौथा पाचवा आिण सहावा Ůȑेकी पाच मȯे िनवडला जाऊ शकतो मागŊ 
ʉणजे एकूण मागाōची संƥा इतकी होईल की 
अशा सहा अंकी संƥांची एकूण संƥा चार ते पाच ते घात पाच आहे, अथाŊतच तुʉी ȑाचा गुणाकार कŝ शकता आिण नंतर उȅर पहा 
बारा हजार पाचशे  अशा संƥा आहेत अहो मला फƅ पुनरावृȅी कŝ Ȩा िकंवा सम˟ेचे पुनरावलोकन कŝ Ȩा सहा अंक आहेत 
आʉाला िविशʼ फॅशनमȯे हा सहा अंकी Ţमांक िनवडायचा आहे ʉणून आʉी ʉणालो की ितसरा आिण पाचवा अंक िवषम आहे आिण
उवŊįरत अंक जरी आʉी केले तरीही  की मग पिहला अंक िनवडǻासाठी आपʞाला दोन चार सहाशे पैकी िनवडावे लागेल
 ȑामुळे आता एकूण मागाōची संƥा चार आहे उवŊįरत Ůȑेकाची िनवड पाच वेगवेगʨा Ůकारे करता येते
 ȑामुळे पाच अंक ʉणजे पिहला दुसरा आह दुसरा ितसरा चौथा पाचवा आिण सहावा अंक ते पाच ते घात पाच अशा Ůकारे िनवडले जाऊ
शकतात ʉणून एकूण शƐतांची संƥा चार ते पाच ते घात पाच अशी एकूण बारा 12500 संƥा आहेत आपण आणखी एक घेऊ.
 गिणताǉा पįरषदेत सम˟ा गिणतǒ आहेत अहो असे िदसून आले की Ůȑेक गिणतǒाने पįरषदेत Ůȑेक गिणतǒांशी n 
एकच सम˟ा चचाŊ केली ʉणजे िकती सम˟ांवर चचाŊ केली गेली ʉणून Ůȑेकजण वजा एक इतर गिणतǒांशी चचाŊ करतो अहो एकूणn 

गिणतǒ आहेत Ůȑेकजण दुस̴ या वजा एक बरोबर चचाŊ करतो ʉणून ते गुणाकार तȇाने वजा एक सम˟ा बनते आता या n n n 
िविशʼ मोजणीमȯे Ůȑेक ʩƅीची दोनदा गणना केली जाते कारण उदाहरणाथŊ जर मी गिणतǒ ब गिणतǒांशी चचाŊ करतो असे ʉटले 
तर मी ते पुɎा एकदा मोजले आहे आता मी ʉणत आहे की गिणतǒ ब गिणतǒांशी चचाŊ करतो ʉणजे ते दोन वेळा असेल तर मी िनबōध 
घालत आहे की Ůȑेकाने दुस̴ याशी चचाŊ करावी सम˟ा ʉणजे आता Ůȑेक ʩƅीची गणना मȯे दोनदा वजा एक मȯे केली n n 
आहे
 ȑामुळे आपʞाला दोनने भागावे लागेल परंतु येथे Ůȑेकाची संƥा दोनदा मोजली गेली आहे ʉणून आपण गुणाकार तȇ ŮȑƗात ah 
लागू केले आहे परंतु या िविशʼ सम˟ेमȯे थोडासा बदल केला आहे.ah 
 अहो, मी आणखी एक सम˟ा सोडवतो की 10 अंकी टेिलफोन कोड 
कुठे तयार केले जाऊ शकतात  पिहले दोन अंक नऊ आिण चार आहेत आिण ितसरा अंक शूɊ असू शकत नाही ʉणून तुʉी हे बिघतले 
तर पिहले ̾थान नऊ असे िनिʮत केले आहे, ʉणून पिहला अंक दुस̴या अंकासाठी एक मागाŊने तुʉी चार ठरवत आहात
 ȑामुळे आता ितसरा अंक नाही  शूɊ ʉणजे ितसरा अंक हा अंक एक दोन तीन ते नऊ पयōत असू शकतो
 ȑामुळे नऊ मागŊ आिण चौȚा ̾थानापयōत दहाʩा ̾थानापयōत तुमǉाकडे शूɊ एक दोन ते नऊ पैकी एक असू शकतो
 ȑामुळे Ůȑेकी दहा मागŊ आहेत
 ȑामुळे आता हे सात आहेत
 ȑामुळे गुणाकाराने  तȇ ʉणून गुणाकार 
तȇानुसार कोडची एकूण संƥा 
नऊ ते दहा ते घात सात आहे  , उदाहरणाथŊ, जर मी अिधक अिधक अिधक ʉटʞास अिधक अिधक अिधक x y z t a b c d 
अिधक असे ʉणǻाचा िवचार केला तर अिभʩƅीमȯे िकती िभɄ संǒा आहेत  ʉणा मी एक अिधक दोन अिधक er x x xmy 
एक अिधक दोन अिधक एक अिधक दोन अिधक आता आपण िवचार कŝ शकता की आʉी येथे उȋादन पाहतो तर y ynz z zt 
ते काही नाही तर ते दोन संचांǉा काटőिशयन उȋादनासारखे िदसत आहे.
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Ǜात पिहʞा संचात चार घटक आहेत आिण दुस̴या संचात पाच घटक आहेत कारण Ůȑेक पद दुस̴या Ůकरणात Ůȑेक पदासह   n 
अगदी एकदा िदसेल जसे तुमǉाकडे अिधक अिधक अिधक अिधक असेल ȑाचŮमाणे नंतर इȑािद xa xb xc xd xe yayb 
आिण शेवटी इȑािद ʉणून हे दोन संचांचे काटőिशयन उȋादन ʉणून कायŊ करत आहे एकामȯे चार घटक असतात आिण tatbte 
दुस̴ यामȯे पाच घटक असतात, ʉणून पिहʞा Ůकरणात एकूण संǒांची संƥा काटőिशयन उȋादनाǉा Ţॉस Ůमाणेच असते जेथे b 4 
आहे आिण चे काटőिशयन उȋादन कािडŊनॅिलटी पाच आहेb 
 ȑामुळे Ţॉस ची कािडŊनॅिलटी काही नाही तर चार ते पाच ʉणजे वीस ǉा बरोबरी आहे ʉणून जर आपण हा युİƅवाद दुस̴ या b 
भागात या सम˟ेǉा दुस̴ या भागापयōत िवˑाįरत केला तर तुʉी पाš शकता की मी घटकांचा समावेश असलेला सेट  चा संच m e 2
िवचारात ƽा आिण घटकांचा समावेश असलेला आिण घटकांचा समावेश असलेला संच िवचारात ƽा, तर ते n e 2 t e 3 e one
Ţॉस चे गुणािशवाय दुसरे काहीही नाही.e 
  दोन Ţॉस ई तीन
 ȑामुळे 
एकामȯे िदलेʞा तकाŊनुसार आपण ʉणू शकतो की संǒांची संƥा मȯे मȯे आहे आता मी पुढील नोटेशन सादर m n t ah ah 
करतो Ǜाला फॅƃोįरयल नोटेशन ʉणतात
 ȑामुळे नोटेशन फॅƃोįरयल पिहʞाǉा गुणाकाराचे Ůितिनिधȕ करते n 

नैसिगŊक संƥा जी ते 2 3 मधील उणे 1 मधील ǉा बरोबरीची आहे , उदाहरणाथŊ आपण ʉणतो की एक गुणɊ एक n n 1 n n 
बरोबर आहे दोन गुणɊ एक बरोबर दोन ʉणजे दोन तीन गुणɊ एक बरोबर आहे  दोन ते तीन ʉणजे सहा ǉा बरोबरीचे आहे आिण 
असेच एक िनयम ʉणून आʉी शूɊ फॅƃोįरयल एक आह अशी ʩाƥा करतो हे ŢमपįरवतŊन आिण संयोजनाǉा काही इतर 
नोटेशɌसह सुसंगतता ठेवǻासाठी आहे जे मी नंतर वर वापरणार आहे Ǜामȯे असे िदसून येईल  जर आपण 0 फॅƃोįरयल 1 ah 
साठी घेतले तर नोटेशनची सुसंगतता देखील राहील आʉी ऋण पूणाōकाचे फॅƃोįरयल पįरभािषत करत नाही ʉणून ते फƅ मूळतः  
सकाराȏक पूणाōकांसाठी आहे आिण आʉी 0 फॅƃोįरयल एक िवशेष ʉणून समािवʼ करतो.
 आता अगदी सोɗा गोʼी तुʉी पाš शकता की हे गुणɊ समान आहे ते वजा एक गुणांक मी सुŜवातीला संयोजक n n n ah 
िवषयाǉा ऐितहािसक िवकासाबȞल सांिगतले होते असे संकेत आहेत की ŮȑƗात ही नोटेशन भारतीय गिणतǒांना देखील मािहत ah 
होती.

हे नैसिगŊक संƥांचे अखंड उȋादन आहे तथािप ȑांनी हे नोटेशन फॅƃोįरयल इȑािद वापरलेले नाही हे नोटेशन  ah ah ah n n 
फॅƃोįरयल ŮȑƗात 1808 मȯे िţʮन Ţॅमने सादर केले आहे ah 
असे संकेत आहेत की Ůाचीन भारतीय गिणतǒ नवीन ah 
सलग नैसिगŊक उȋादनाची संकʙना संƥा आधुिनक नोटेशन 
िţʮन Ţॅमने अठराशे आठ मȯे सादर केले होते , या Ţमांक या नोटेशनबȞल काय िनरीƗण करणे महȕाचे आहे, ah ah ah 
ʉणून उदाहरणाथŊ एक फॅƃोįरयल एक दोन फॅƃोįरयल आहे दोन तीन फॅƃोįरयल आहे सहा तुʉी पाš शकता की ते खूप वेगाने वाढते
ʉणून  मी फƅ हे ˙ʼ करतो की आपण लƗात घेऊ शकतो की फॅƃोįरयल वाढते िजतƐा वेगाने वाढतो, उदाहरणाथŊ, जर मी n n 
ʉंटले की चार गुणनूज ते चोवीस होतात, जर मी पाच गुणगुणांचा िवचार केला तर ते चार गुणगुणांचे पाच होते ते एकशे सʫीस होते ते सहा
पैकी पाच गुणज होते जे सातशेवीस होते आिण 
सात होते  फॅƃोįरयल सात ते सातशे वीस होईल
 ȑामुळे तुʉी लगेच पाš शकता की ही संƥा सात फॅƃोįरयलने खूप वेगाने वाढत आहे आʉी पाच हजार चाळीस वर आलो आिण नंतर 
तुʉी पाš शकता की मी आठ फॅƃोįरयल ठेवले तर पुɎा मला या अह ने गुणाकार करावा लागेल आठ ʉणजे मी चाळीस हजार अिधक 
असे काहीतरी िमळवेन जेणेकŜन 4 ते 10 ते पॉवर 3 Ůकारची गोʼ असेल आिण नंतर जर तुʉी फॅƃोįरयल 10 फॅƃोįरयल आह n 9 
ʉणाल तर संƥा खूप वेगाने वाढत आहे अह तथािप ही फॅƃोįरयल नोटेशन आहे 
सȯाǉा गिणतीय शɨावलीचा एक महȇाचा भाग आिण तुʉी संभाʩता िसȠांत करत आहात की नाही हे Ůȑेक पैलंूपैकी एक ʉणू 
शकता  इथर तुʉी आह कॉİɾनेटोįरƛ करत आहात िकंवा तुʉी कॅʌुलस करत आहात ितथे सवŊũ हे फॅƃोįरयल नोटेशन मोǬा 
Ůमाणावर वापरले जाते आता हे वापŝन आपण पुढील टमŊवर आलो Ǜाला ŢमपįरवतŊन ʉणतात तर 
ŢमपįरवतŊन ʉणजे काय ǉा संचापासून िभɄ n k 
घटकांची ŢमबȠ मांडणी िविशʼ घटकांना ŢमपįरवतŊन ʉणतात .ak 
 सवŊ ŢमपįरवतŊनांची एकूण संƥा k 
नोटेशन Ȫारे दशŊिवली जाते Ɨमˢ काहीवेळा ते या Ůमाणे देखील िलिहलेले असते npr npk npk 
ȑामुळे िविवध पुˑकांमȯे तुʉाला िविवध नोटेशɌ िदसतील मी हे नोटेशन वापरत आहे आता आपण काय ते पाš या  याचे मूʞ असेल 
ʉणजे जर आपʞाकडे िभɄ घटकांचा संच असेल तर ितथून िभɄ घटकांची िकती ŢमबȠ मांडणी केली जाऊ शकते ʉणून n k 
कृपया लƗात ƽा की येथे मी ŢमबȠ ʩव̾थेबȞल बोलत आहे समजा मी समान तीन आहे ʉणून समजा मी ʉंटले तर समजा n abc 
मी येथे तीन घटकांचा िवचार करत आहे समजा हा संच आहे आिण मला येथे दोन ʉणायचे आहेत.a 
  मी िनवडू शकतो abi 

िनवडू शकतो िनवडू शकतो पण जर मी ऑडŊर केलेली ʩव̾था पाहत असेल तर मी आिण देखील मोजेनaci bc baca cb 
 ȑामुळे एकूण अशा सहा केसेस बनतात
 ȑामुळे सवŊसाधारणपणे जर मी मधून ऑडŊर केलेʞा गोʼी िनवडत असेल तर िकती  ʉणून मी नोटेशन िदले आहे चेn k npk npk 
मूʞमापन करǻासाठी आपण या गोʼीची गणना कŝ या चे मूʞमापन करǻासाठी आपण पुढीलŮमाणे पुढे जाऊ शकतो npk 
पिहला घटक मागाōनी n 
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िनवडला जाऊ शकतो दुसरा घटक वजा 1 मागाōनी िनवडला जाऊ शकतो आिण ȑाचŮमाणे घटक देखील िनवडू शकतो n kth n 
उणे अिधक एक फुलदाणी मȯे िनवडले जावे ʉणून आता तुʉी सामाɊ गुणाकार तȇ लागू करा ʉणजे सामाɊ गुणाकार तȇानुसारk 
एकूण मागाōची संƥा ते वजा एक ते वजा दोन आिण पुढे उणे अिधक एक पयōत आहे जेणेकŝन  आहे ʉणून n n n n k npk 
आʉी साठी फॉʄुŊला िवकिसत केला आहे आʉी हे पाš शकतो जेणेकŝन आपण ला मȯे वजा एक npk ok ah, npk n n 
आिण पुढे उणे ɘस वन पयōत िलš शकतो आिण मी उणे ने गुणाकार करतो.n k n 

उणे उणे एक पयōत तीन ते एक आिण नंतर उणे ला उणे उणे एक मȯे भागाकार करा आिण पुढे तीन दोन एक  skn k n k n k 
पयōत ही संƥा काही नाही पण जर तुʉी पािहले तर अंक फॅƃोįरयल होतो आिण भाजक हा उणे फॅƃोįरयल आहे ʉणजे n n k 

ला पयाŊयी अिभʩƅी आहे फॅƃोįरयल भागाकार वजा फॅƃोįरयल या Ţमाने तुमǉाकडे पेƗा कमी िकंवा समान npk n n k k n
पेƗा कमी िकंवा समान असणे आवʴक आहे.ah 

 ŮȑƗात देखील येथे समािवʼ केला आहे याचा अथŊ असा आहे की आपण सवŊ िनवडले तर अशा िकती गोʼी असतील ȑा n n n 
घटकाȏक होतील, ʉणून मी हे पुɎा ˙ʼ करतो ʉणजे आपण िभɄ घटकांǉा सवŊ संभाʩ ʩव̾थांचा िवचार केला तर ते होईल  n 

ǉा बरोबरी ʉणजे ने भािगले वजा गुणɊ भाग गुणɊ भािगले गुणɊ भाग आहे जे आहे  लेमŐट्स npn n n n n n n n n n n 
आिण नंतर मागाōची संƥा असेल ʉणजे 2 िकंवा 2 फॅƃोįरयल जर मी 3 मानतो तर ते a b abba abc 

आिण होईल ʉणून एकूण संƥा सहा होईल जी तीन फॅƃोįरयल नसून तीन असेल कारण तीन ते दोन abcacbbcabaccab cbc 
एक अह जर आपण पुनरावृȅीला परवानगी िदली तर उȅर बदलेल
 ȑामुळे एका वेळी घेतलेʞा वेगवेगʨा वˑंूǉा ŢमपįरवतŊनांची संƥा  k n 

ते घात आहे कारण Ůथम ̾थानावर मी n k ah 
दुस̴या िठकाणी कोणȑाही चा िवचार कŝ शकतो.n n 

  कारण पुनरावृȅीला अनुमती आहे ʉणून वेळा मȯे ʉणून ती आता ची पॉवर होईल जर आपण येथे िवचार केला तर मी n nk n k 
हे सवŊ आयटम वेगळे मानले आहेत परंतु काही आयटम वेगळे नसǻाची शƐता आहेn 
 ȑामुळे ȑा बाबतीत  हे सूũ िविवध Ůकारǉा वˑंूǉा वेगळे करता येǻाजोƶा ŢमपįरवतŊनांची संƥा सुधाįरत केली जाऊ k n ah 
शकते  , उदाहरणाथŊ जेथे एक वˑू सहयोगी आहेत मूलतः  ते समान असतात.n 

ŮȑƗात समान ˢŝपाचे आहे ʉणून मला सारखे िलš देऊ नका मला सारखे आहेत आिण एकसारखे आहेत आिण   ld n2 nk 
तुमǉाकडे अिधक अिधक समान आहे नंतर वेगळे करता येǻाजोƶा ŢमपįरवतŊनांची संƥा एक गुणज भािगले n1 n 2 nk n n 
आहे दोन फॅƃोįरयल आिण याŮमाणे फॅƃोįरयल आह मला तकŊ  ˙ʼ कŝ Ȩा मी िवचार करतो की जर आपʞाकडे िभɄ n nk n 
घटकांची सवŊ संभाʩ ʩव̾था असेल 
तर ती आहे आता समजा या पैकी दोन वˑू समान आहेत आिण उवŊįरत वजा दोन आहेत आता वेगळे जर आपण अशा n n n 
कोणȑाही ̾थानांचा िवचार करत आहोत िजथे या दोन वˑू एकसारƥा िदसतात तर ते Ǜा Ţमाने िदसतील ते वेगळे करता येणार नाहीत
ʉणजे जर मी ȑांना दोन वेळा गुणाȏक मȯे मोजत असेल तर मला दोनने भागले पािहजे ʉणजे उȅर येईल दोन घटकानुŝप िकंवा n 
दोन समान रीतीने गुणगुिणत ʬा, जर मी असे ʉणतो की तीन वˑू समान आहेत, तर ȑा तीन वˑू जेथे असतील ȑा Ţमाने ȑा n 
Ţमाने फरक पडत नाही कारण ते  सारखे आहेत िकंवा सारखे आहेत आता आपण ȑांना तीन गुणनाȏक वेळा मोजले आहेत जे एक दोन
मȯे तीन आहेत
 ȑामुळे संƥा होईल भागाकार भािगले तीन भाǛ, ʉणून आता जर आपण हा युİƅवाद वाढवला तर जर एक गोʼ समान असेल n n 
तर आपण ने भागले पािहजे  एक फॅƃोįरयल नंतर दुस̴ या दोन Ůकारǉा गोʼी सारƥा असतात मग आपण दोन फॅƃोįरयल n n n 
ने भागले पािहजे आिण शेवटी जेʬा गोʼी समान असतात तेʬा ȑा फॅƃोįरयल गोʼी देखील भागʞा पािहजेत कारण ऑडŊर nk nk 
केलेʞा ʩव̾थेची संƥा अŢिमत मांडणी सारखीच असते कारण येथे ऑडŊर देणे िकंवा ऑडŊर करणे यात काही फरक पडत नाही कारण
सवŊ आयटम सारखेच आहेत, उदाहरणाथŊ मी थेट वˑूȪारे दशŊिवतो, ʉणून ही दोन पेन तेथे आहेत ʉणून आपण येथे पाš शकता की ते 
एकसारखे आहेत ʉणून मी हे येथे ठेवले आहे का आिण  हे इथे िकंवा मी हे इथे आिण हे इथे ठेवलं तर फरक पडत नाही पण जर मी हा 
िनळा आिण हा काळा मानला तर तुʉी पािहलं की मी हे पिहले आिण हे इथे ठेवले की ते डावे आिण आर  आिण जर मी Ţम ight 
बदलला तर या दोन िभɄ ʩव̾था आहेत
 ȑामुळे आता जर तुʉी आता तीनचा िवचार केला तर माǟाकडे तीन वेगʨा गोʼी असतील तर मला फƅ या तीन वेगʨा गोʼी घेऊ 
Ȩा मग माǟाकडे एक दोन तीन असू शकतात ʉणजे मी ते इथे ठेवू शकतो ही दुसरी ʩव̾था आहे मी इथे ठेवू शकतो ही दुसरी ʩव̾था 
आहे आिण ही मी इथे ठेवू शकतो ही दुसरी ʩव̾था आहे मग मी इथे ठेवू शकतो ही दुसरी ʩव̾था आहे आिण ही मी इथे ठेवू शकतो ही 
दुसरी ʩव̾था आहे
 ȑामुळे एकूण सहा ʩव̾था आहेत पण जर  ȑापैकी दोन एकसारखे आहेत ʉणून मी आता हे घेतले तर आपण पाš या की िकती 
ʩव̾था असतील हे येथे आहे िकंवा हे येथे आहे ʉणून एकूण तीन ʩव̾था आहेत आता तीन वेगʨा ʩव̾था आहेत का कारण या दोन 
आपण कोणȑा Ţमाने ठेवता  काही फरक पडत नाही ʉणजे तीन गुणांकन दोन ने भागले ʉणजे सहा भािगले दोन जे तुʉाला उȅर तीन 
देतात
 ȑामुळे तुमǉाकडे हे सामाɊ सूũ आहे ʉणजे जर माǟाकडे िभɄ वˑू असतील Ǜापैकी एकसारखे आहेत एकसारखे n n1 n2 
आहेत आिण एकसारखे आहेत, तर वेगळे करता येǻाजोƶा ŢमपįरवतŊनांची एकूण संƥा गुणिनषेष भािगले एक भाǛ nk n n n 
दोन भाǛ आिण भाजक आहे जे भाजकात येत आहे ʉणून मला आशा आहे की मी ˙ʼीकरण अगदी ˙ʼ केले आहे आपणnk ah  
येथे काही उदाहरणे पाš या  
दोन तीन दोन आिण वापŝन िकती वेगवेगळे 10 अƗर कोड तयार केले जाऊ शकतात माǟाकडे a's b's c's 3d's ah 
एकूण दहा अƗरे उपलɩ आहेत जी दोन तीन आहेत.a's b's 
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  दोन आिण तीन ʉणजे एकूण दहा संƥा आहेत जसे तुʉी इथे पाš शकता तेथे पैकी दोन आहेतc's d a 
 ȑामुळे मी कोणȑाही Ţमाने ठेवʞास काही फरक पडणार नाही तेथे तीन आहेत Ǜा Ţमाने मी ठेवेनb 
 ȑामुळे फरक पडणार नाही  सुमारे दोन सीएस आिण ȑाचŮमाणे सुमारे तीन डीएस ʉणून या सूũाȪारे एकूण ʩव̾थांची संƥा िभɄ 
कोड असेल जे  अƗरे सवŊ  येथे वापरले जातात जे  ने भागले̵ या  फॅ̋ टोįरयलǉा बरोबरीचे असतात 10 10 2 10 factorial 3 
factorial two factorial three factorial
 ȑामुळे काही सरलीकरणानंतर या संƥेचे मूʞमापन करता येईल असे पंचवीस हजार दोनशे कोड शƐ आहेत अहो मी इथे आणखी 
एक सम˟ा घेतो की रा Ō̓  या शɨाची सवŊ अƗरे वापŝन िकती शɨ बनवता येतील.
  आपण हे पहा जर मला सवŊ सहा अƗरे वापरायची असतील तर तुʉी पहा येथे िकती भेद आहेत तेथे आिण घडत आहे ʉणूनaion t 
5 िभɄ अƗरे आहेत ȑापैकी एकदाच पुनरावृȅी होते ʉणून येथे सहा अƗरे आहेत दोनदा येतो ʉणून  सूũानुसार या सहा n n 
अƗरांǉा एकूण मांडणीची संƥा सहा गुणिनषक भािगले दोन घटकांक होईल ʉणजे तीनशे साठ एह समान असेल तȖम सम˟ा  या 
शɨाǉा संभाʩता शɨाǉा 11 अƗरांǉा िकती वेगʨा मांडणी आहेत ते पाš.
 बनवता येऊ शकते ʉणून तुʉी येथे पाš शकता की आमǉाकडे अकरा अƗरे आहेत
 ȑामुळे एकूण अƗरांची संƥा यापैकी अकरा आहे जर तुʉी दोन घडते.b 
 बफŊ  आिण हा देखील दोनदा येतोi i 
 ȑामुळे या सूũानुसार एकूण मांडणीची संƥा अकरा भागाकार भािगले दोन भाǛ भाग होईल या संƥेचे मूʞमापन केले जाऊ ah 
शकते ते लाख 99 हजार दोनशे आहे.ah 99 ah 
  येथे पाš शकता की ही अकरा फॅƃोįरयल ही एक मोठी संƥा आहे ʉणजे याǉा चार पट आहे Ǜाला आपण चार ने भागले आहे 
ʉणून आपʞाला िमळत आहे ʉणून ती आधीच दहा लाखांमȯे येत आहे ŮȑƗात एह 
या संƥेचे ˢŝप आहे कारण ते वाढते  अहो आता खूप वेगाने, जर आपण संभाʩतेमȯे पािहले तर तेथे काही ˢर आिण काही ʩंजने 
आहेत, तर समजा आपʞाला ती ʩव̾था देखील पहायची आहे, तर मी येथे फƅ एक सम˟ा 
मांडतो की यापैकी िकती ʩव̾था ˢर िदसतात.
 एकũ तर आपण हे पाš या येथे सात ʩंजने आहेत Ǜात दोनदा पुनरावृȅी होते ठीक आहे, आता आपण सवŊ ˢर एकũ आहेत असे b 
मानले तर याचा अथŊ ते कधीच घडत नाहीत ते एकũ िदसतात मग ŮȑƗात येथे मुळात आठ आयटम आहेत ते सात ʩंजने आहेतwhe  
आिण सवŊ ˢर एकũ आहेत ʉणून आपण याला एक आयटम मानू शकतो कारण चारही ˢर िजथे मी पुनरावृȅी होते ते एकũ िदसावे 
लागतात आमǉाकडे एकूण आठ आयटम आहेत तर मांडणीची संƥा 8 गुणाȏक भािगले 2 गुणगुिणत आहे कारण ची पुनरावृȅी b 
झाली आहे आता येथे एक कॅच आहे हे ˢर जरी एकũ घेतले असले तरी ते आपापसात फेरफटका माŝ शकतातah 
 ȑामुळे अशा िकती मांडणी शƐ आहेत पासून ˢर असू शकतात आपापसात अशा ʩव̾थांना 4 गुणगुण भािगले 2 गुणगुिणत ah 
आहेत कारण मी येथे पुनरावृȅी केली आहे ʉणजे ते आह बारािशवाय दुसरे काहीही नाही
 ȑामुळे आता अंितम संƥा शɨाǉा संभाʩतेǉा अƗरांमधील एकूण शɨांǉा संƥेइतकी असेल  िजथे ˢर एकũ येतात  आठ 
घटकानुषंिगक भािगले दोन घटकानुŢमे बारा होतील
 ȑामुळे नſीच तुʉी ȑाचे मूʞमापन कŝ शकता चोवीस आह बरोबर दोन लाख एकचाळीस हजार नऊशे वीस आह आʉी काय केले
आʉी संभाʩता या शɨापासून तयार होणारे सवŊ शɨ मोजले आहेत आʉी ˢर कुठे एकũ िदसतात ȑा ʩव̾था देखील मोजʞा आहेत
 ȑामुळे तुʉाला एक अितįरƅ सम˟ा आहे.
 येथून सोडवा समजा आपण असे ʉटले की ˢर एकũ िदसत नाहीत तर यापैकी िकती ˢर 
एकũ िदसत नाहीत तर ते एकूण ʩव̾थेǉा संƥेवŝन असेल वजा Ǜामȯे ˢर एकũ आहेत ȑा ʩव̾थेची संƥा असेल तर तुʉी 
Ůʲाचे उȅर ƽा  Ţमांक तीन वजा Ůʲ Ţमांक चारचे उȅर ʉणजे ती संƥा एकोणǹव लाख एकहȅर हजार दोनशे वजा दोन लाख 
एकचाळीस हजार नऊशे वीस ʉणजे सȅाǹव लाख सदतीस हजार दोनशे ऐशंी होईल, तर मला आणखी एक सम˟ा सोडवू Ȩा समान 
ˢŝपातील शɨाची अƗरे टॉवेल ʉटʞा जाणा̴ या िकती Ůकारे ʩवİ̾थत करता येतील जेणेकŝन सवŊ ˢर एकũ येतील  तेथे आिण सवŊ
ʩंजने एकũ येतात ʉणून आपण हे बघूया की येथे िकती ʩंजने आहेत तीन ʩंजने आहेत ती सवŊ िभɄ आहेत ʉणजे आिण tw l 
ȑाचŮमाणे दोन ˢर आिण आहेत ʉणून ते देखील वेगळे आहेत ʉणून जर मी सवŊ ʉणत असेल तर मुळात ʩंजन एकũ िदसतातo e 
नंतर ते एक अİˑȕ मानले जाते आिण दोन ˢर एकũ येतात मग ते देखील एक अİˑȕ मानले जाते ʉणून ȑांची मांडणी एकतर Ůथम 
सवŊ ʩंजन असू शकते नंतर सवŊ ˢर ȑाǉा उलट असतात ʉणून मुळात दोन शƐता आहेत परंतु  आता तुʉी बघा ही ʩंजने ˢतः च 
ŢमबȠ होऊ शकतात आिण ते सवŊ वेगळे आहेत
 ȑामुळे ȑापैकी तीन आहेत ʉणून ते तीन गुणाȏक बनतात ȑाचŮमाणे सवŊ ˢर देखील आपापसांत Ţमवारी लावले जाऊ शकतात 
ʉणजे ते दोन घटकाȏक आहेत ʉणून तुमǉाकडे मागाōची संƥा असेल  2 ते 3 फॅƃोįरयल मधील 2 फॅƃोįरयल असेल ʉणजे 24 
ǉा बरोबरीने टॉवेलची एकूण 24 अƗरे आहेत िजथे मी सवŊ ʩंजने िदसतात  एकũ आिण सवŊ ˢर एकũ िदसतात ʉणून मी येथे 
ŢमपįरवतŊनाǉा िवषयावर पुनरावृȅी कŝया आपण वˑंुची ŢमबȠ मांडणी पाहत आहोत याचा अथŊ जर मी आह पोिझशɌचा िवचार 
करत असेल तर जर मी ǉा पोिझशɌची अदलाबदल केली तर ते िनिʮत केले जावेत.
  आयटम नंतर आता ती दुसरी ʩव̾था मानली जाते जर आपण ती गोʼ वगळली ʉणजे जर मी ही ʩव̾था आिण ही ʩव̾था समान 
मानली ʉणजे मी अŢिमत मांडणी मानतो तर ȑाला संयोजन ʉणतात ʉणून मी आता एक नवीन ʩाƥा देतो ची अŢिमत ʩव̾था.k 
 

वेगʨा वˑंूǉा संचातील वˑंूना n 
संयोजन ʉणतात ak 

सवŊ संयोजनांची एकूण संƥा Ȫारे दशŊिवली जाते k nck 
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िकंवा आणखी एक नोटेशन आहे जे लोकिŮयपणे वापरले जाते काहीवेळा ते असे देखील िलिहले जातेnck nck 
 ȑामुळे िविवध पुˑकांमȯे तुʉाला वेगवेगʨा नोटेशɌ असतील सामाɊतः  यासारखे िकंवा यासारखे पुɎा वापरेल तुʉी येथेi  nck 
पाš शकता की एक कमी पेƗा कमी िकंवा समान आहे  िकंवा ǉा बरोबरीने आता आपण याचे मूʞ शोधून काढूया k t han n ah 

हे ǉा बरोबरीचे आहे असे मानǻासाठी आपण पुढीलŮमाणे पुढे जाऊ, जर आपण ऑडŊर केलेʞा ʩव̾थांचा िवचार केला तर x nck 
ऑडŊर केलेʞा ʩव̾थांची संƥा आहे  या गोʼीसंाठी फॅƃोįरयल अशा गोʼी आहेत पण आता जर आपण npk k npk ah k k 

असे ʉणू की ऑडŊर करणे महȕाचे नाही तर या सवŊ गोʼी समान मानʞा जातील, उदाहरणाथŊ जर मी ab
आिण असे ʉटले तर ते वेगळे आहेत जर मी ŢमबȠ ŢमपįरवतŊनाचा िवचार करत आहे. so ab ba 

  जर मी अŢिमत मानतो तर आिण समान आहेत ʉणजे तुʉाला संƥा दोनने भािगले दोन असे मानले पािहजे ȑाचŮमाणे जर ab ba 
मी तीन गोʼीचंा िवचार केला तर आिण अशाच Ůकारे माǟाकडे अशा तीन घटक आहेत अशा गोʼी आता मी ȑा सवाōचा abcbca 
िवचार करेन.
  एक ʉणून मला संƥेला तीन भागाकार भागाकार भागाकार करावा लागेल 
ʉणून मी हे पािहʞास फॅƃोįरयल ŢमपįरवतŊन आहेत आता हे सवŊ या वˑंूपैकी समान मानले जातील ʉणून तुमǉाकडे k k n 
असणे आवʴक आहे  भािगले ने भािगले ʉणजे आहेpk k x nck 
 ȑामुळे हे सूũ आहे की आता तुʉाला िमळालेला ʉणजे फॅƃोįरअल ने भागलेला हे दुसरे काहीही नाही तर याचाnck npk k npk 
अथŊ असा होतो की हे फॅƃोįरयल ने भागलेले फॅƃोįरयल वजा फॅƃोįरयल आहे  मी 0 चा देखील िवचार कŝ nck n k n k 
शकतो कारण 0 फॅƃोįरयल आʉी ऐितहािसक नोटीस पįरभािषत केली आहे की ऐितहािसक̊̽Ǩा उम हा Ůकार भारतीय गिणतǒ 
भाˋराचारǉा कायाŊत िदसून येतो 2 ही टाइमलाइन 114 ते 1185 ǉा आसपास आहे आह या संयोजनाचे काही गुणधमŊ पाš या.
 ŮȑƗात या अटी आिण यांǉात बरेच संबंध आहेत आिण बरेच गुणधमŊ आहेत ʉणून मी यापैकी काही येथे कʬर करेन, npk nck 
उदाहरणाथŊ हे वजा ǉा बरोबरीचे आहे हा पुरावा अȑंत सोपा आहे कारण तो फƅ तुʉी जे िलिहत आहात ȑावर nck ncn k 
आधाįरत आहे.

वजा समान गुणिनषेष भािगले उणे गुणɊ भाग उणे उणे गुणगुिणत भागाकार उणे गुणगुिणत  nc n k n n k n n k n k 
भागाकार  जे काही नाही पण पुɎा ʉणून िमũांनो खरं तर आपण मोजणीǉा चार Ůमुख तȇांवर चचाŊ केली आहे एक l nck ah 
ʉणजे बेरीजचे मूलभूत तȇ दुसरे ʉणजे गुणाकार तȇ ितसरे Ţमानुसार Ţमाने दशŊिवलेʞा एकूण ʩव̾थांची संƥा आहे जी आपण 
ŢमपįरवतŊनाȪारे दशŊिवत आहोत आिण  चौथी ʉणजे ŢमशूɊ ʩव̾थांची संƥा जी आपण पुढील वगाōमȯे ने दशŊवत nck ah 
आहोत, मी याǉा गुणधमाōचे वणŊन करत राहीन आिण ȑावर आधाįरत असलेʞा िविवध सम˟ांचे िनराकरण मी पुढील काही 
ʩाƥानांमȯे करेन.
 

Pru
tor
@
IIT
K




