
മുൻ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞാൻ എ؉ൽ എؗ വിഷയം അവതരിؚിു׺, അതിന്െറ ചരിْതപരമായ വശ׹ൾ 
ഞ׹ൾ കുറു׺കൂടി ചർ׺ െചᅃٝു, കഴി؁ കുറ്׺ നൂئാ؇ുകളായി ഈ വിഷയം എ׹െന വികസിു׺ , 
തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ ആദّം കണׯാؗുׯതിന്െറ അടിرാന തതٔ׹െളുׯറി്׺ ചർ׺ െചإാൻ തുട׹ി, 
അത് സ׸ലന തതٔമാണ്. ഒരു കാരّം െചإാൻ നിരവധി മാർഗ׹ളുെ؇׸ിൽ, മെئാരു കാരّം 
െചؗുإതിന് നിരവധി മാർഗ׹ളു؇്, അവയിെലാ്ؗ െചؗുإ ആെക വഴികളുെട എ؉ം എْതയാണ്, 
അതിനാൽ ഇത് എ؉ലിന്െറ ര؇ാമെ؋ അടിرാന തതٔം േചർുؗുׯ. ര؇് വّതُّ ٝസംഭവ׹ളുെട 
ഒേരസമയം സംഭവിؗുׯതിെനയാണ് നأൾ ഗുണന തതٔം എ്ؗ വിളിؗുׯത്, അ׹െന ഒരു സംഭവം 
സംഭവിؗുׯത് വഴികളിലും മെئാരു സംഭവം വഴിയിലും സംഭവിുؗുׯെവ׸ിൽ, അവ ര؇ും എْതm n 
വിധ؋ിൽ ഒരുമിു׺ സംഭവിുؗുׯ എؗതിനർ،ം ഒؗുകിൽ നأൾ ആദّം പറയുക എؗാണ്. പിؗീട് 
സംഭവിؗുׯത് ര؇ാമേ؋ത് സംഭവിുؗുׯ അെ׸بിൽ ര؇ാമേ؋ത് സംഭവിുؗുׯ, തുടർ്ؗ 
ആദّേ؋ത് സംഭവിുؗുׯ അെ׸بിൽ ഇത് കൃതّമായി ഒേരസമയം ആയിരിׯാം, അേؚാൾ അത് 
ഗുണനമായി മാറുؗു, അതായത് േടാ؂ േലتുׯ ഘ׹؂ളുെട എ؉ം, ഈ കാരّം ചിْതീകരിׯാൻ l n-
നമു്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം, അതിനാൽ അടു؋ ْപٍ٠ം ഇ׹െനയാണ് , ആദّെ؋യും 
മൂؗാമെ؋യും അ׹ׯൾ എْത ആറ് അׯ സٔാഭാവിക സംഖّകൾ ഉ؇ാׯാം എؗതാണ് . ah 
മൂؗാമെ؋ അׯം ഒئയടി ആണ്, ബാׯിയുت അ׹ׯൾ ഇര؂ിയാണ്, പൂജّം േപാലും ആെണ്ؗ 
ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ പൂജّം ഇവിെട ഒരു അׯമാകാം, അതിനാൽ പൂജّം ഇവിെടയും ആഹ് g 
ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ അനുമാനിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ പരിഹാരം േനാׯാം അതിനാൽ ആദّ അׯം 
തുലّമാണ് സാّؑതകൾ 2 4 6 8 അതായത് 4 വഴികൾ ഉ؇് ശരി അേإാ ആദّെ؋ അׯം പൂജّമാകാൻ 
കഴിയിب, കാരണം ഞ׹ൾ ആറ് അׯ സംഖّകൾ പറയുؗു, അതിനാൽ ആദّെ؋ അׯം പൂജّമാകാൻ
കഴിയിب, അതിനാൽ ഞ׹ൾ നിബؖന െവ׺തിനാൽ അത് ആയിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു. 
മൂؗാമെ؋യും അ؀ാമെ؋യും അ׹ׯൾ ഒئയടി ആയതിനാൽ ആദّെ؋ ര؇ാമെ؋ 
നാലാമെ؋യും ആറാമെ؋യും അ׹ׯൾ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ആദّെ؋ അׯെ؋ നാല് 
വّതُّ ٝരീതികളിൽ തിരെ؁ടുׯാം, തുടർ്ؗ ര؇ാമെ؋ നാലാമെ؋യും ആറാമെ؋യും 
അ׹ׯൾ ഓേരാؗും 0 2 നാല് ആറ് എ؂് എؗതിൽ നി്ؗ ആകാം അ؀് അ؀് വഴികൾ അതിനാൽ 
ഞാൻ ഇവിെട ഗുണന തതٔം ْപേയാഗിു׺, അതായത് ര؇ാമെ؋ അׯെ؋ അ؀് തര؋ിൽ 
തിരെ؁ടുׯാം, നാലാമെ؋ അׯം അ؀് തര؋ിലും ആറാമെ؋ അׯം അ؀് തര؋ിലും 
തിരെ؁ടുׯാം, അവെയبാം ഒരുമി׺ായിരിׯണം അതിനാൽ അ؀് ഇേؚാൾ നമു്ׯ മൂؗാമേ؋ത് 
മൂؗാമേ؋തും അ؀ാമെ؋യും അ׹ׯൾ േനാׯാം, ഓേരാؗും ഒؗുകിൽ മൂ്ؗ അ؀് ഏഴ് 
അെ׸بിൽ ഒآത് ആകാം . ഇേؚാൾ നأൾ നിحയി׺ിരിؗുׯ വഴികളിൽ ഒؗാമെ؋ അׯം നാല് 
തര؋ിൽ തിരെ؁ടുׯാം ര؇ാമേ؋ത് മൂؗാമേ؋ത് നാലാമേ؋ത് അ؀ാമേ؋തും 
ആറാമേ؋തും അ؀് തര؋ിൽ തിരെ؁ടുׯാം, അ׹െന െമാ؋ം വഴികളുെട എ؉ം മാറുؗു, 
അ׹െന അ؋രം ആറ് അ׹ׯളുെട ആെക എ؉ം നാലിൽ നി്ؗ അ؀ായി മാറുؗു. പവർ അ؀് 
തീർ׺യായും നി׹ൾ്ׯ അത് ഗുണി׺ാൽ മതി, അേؚാൾ ഉ؋രം േനാൂׯ, അ؋ര؋ിലുت 
പْؓ؇ായിര؋ി അ؁ൂറ് സംഖّകൾ ഉേ؇ാ അേإാ, ْപٍ٠ം ആവർ؋ിുׯകേയാ അവേലാകനം 
െചുإകേയാ െചإാം, ആ ആറ് അ׹ׯൾ തുലّമായി തിരെ؁ടുׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹി׺ ആറ് 
അ׹ׯളു؇് ടിുׯലാർ ഫാഷൻ അതിനാൽ ഞ׹ൾ പറ؁ു , മൂؗാമെ؋യും അ؀ാമെ؋യും 
അ׹ׯൾ ഒئയׯമാെണؗും ബാׯിയുت അ׹ׯൾ നأൾ അ׹െന െചᅃٝാലും ശരിയാെണؗും 
അേؚാൾ ആദّെ؋ അׯം തിരെ؁ടുؗുׯതിന് ര؇് നാനൂറു അറുനൂറിൽ നി്ؗ തിരെ؁ടുׯണം, 
അ׹െന ആെക നിരവധി വഴികളു؇് നാല് ഇേؚാൾ ബാׯിയുتവ ഓേരാؗിനും അ؀് വّതُّ ٝ
രീതികളിൽ തിരെ؁ടുׯാം, അതിനാൽ ആദّെ؋ െസׯൻഡ് ആഹ് ര؇ാമെ؋ മൂؗാമെ؋ 
നാലാമെ؋ അ؀ാമെ؋യും ആറാമെ؋യും അ׹ׯൾ അ؀് പവർ അ؀് വഴികളിൽ 
തിരെ؁ടുׯാം അതിനാൽ െമാ؋ം സംഖّ സാّؑതകൾ നാലിൽ നി്ؗ അ؀് മുതൽ പവർ അ؀് 
വെരയാണ്, അതായത് ആെക പْؓ؇് 12500 സംഖّകൾ ഉ؇്, നമു്ׯ മെئാരു ْപٍ٠ം എടുׯാം ഒരു 
ഗണിതശാസ്ْത േകാൺഫറൻസിൽ ഗണിതശാസ്ْത׾ർ ഉ؇്, ഓ , ഓേരാ ഗണിതശാസ്ْത׾നും 
സേأളന؋ിൽ ഓേരാ ഗണിതശാസ്ْത׾നുമായി കൃതّമായി ഒരു ْപٍ٠ം ചർ׺ െചᅃٝു. അ׹െന എْത 
ْപശ് ന׹ൾ ചർ׺ െചയ് തു, അ׹െന ഓേരാരു؋രും ൈമനസ് മ്ئ ഗണിതശാസ്ْത׾രുമായി ചർ׺ n 
െചുؗുإ ഓ ആെക ഗണിതശാസ്ْത׾ർ ഉ؇്, ഓേരാരു؋രും മെئാരാളുമായി ചർ׺ െചുؗുإ n n 
ൈമനസ് ഒ്ؗ അ׹െന അത് മാറുؗു ഗുണന തതٔം േല്ׯ ൈമനസ് വൺ ْപശ് ന׹ൾ ഈ ْപേതّക n- n 
ഗണന؋ിൽ ഇേؚാൾ ഓേരാ വّװിയും ര؇് തവണ കണׯാുؗുׯ , ഉദാഹരണ؋ിന്, 
ഗണിതശാസ്ْത׾ൻ ഗണിതശാസ്ْത׾നുമായി ചർ׺ െചുؗുإ എ്ؗ ഞാൻ പറ؁ാൽ, ഞാൻ അത് 
ഒരിׯൽ കൂടി എ؉ിׯഴി؁ു. ര؇ു ْപാവശّം ആകെ؂ എؗിരിെׯ ഓേരാരു؋രും മെئാരാളുമായി 
കൃതّമായി ഒരു ْപٍ٠ം ചർ׺ െചإണെമؗ നിയْؓണം ഞാൻ വയ്ുؗുׯ, അതിനർ،ം ഇേؚാൾ ഓേരാ 
വّװിെയയും ൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയി കണׯാുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇ായി n- n 
വിഭജിേׯ؇ിവരും, എؗിരുؗാലും ഇവിെട എبാവേരയും ര؇് തവണ കണׯാുؗുׯ . ഞ׹ൾ 
യഥാർ،؋ിൽ ഗുണന തതٔം ْപേയാഗിു׺, എؗാൽ ഈ ْപേതّക ْപٍ؋٠ിൽ അൽؚം മാئം 
വരു؋ിയാൽ , ആദّെ؋ ര؇് അ׹ׯൾ ഒآതും നാലുമാെണ׸ിൽ മൂؗാമെ؋ അ׹ׯൾ 
പൂജّമാകാ؋ിട്؋ എْത 10 അׯ െടലിേഫാൺ േകാഡുകൾ സൃذിׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ മെئാരു ْപٍ٠ം 
പരിഹരിׯാം. അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഒؗാം رാനം ഒآതായി 
നിحയി׺ിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ര؇ാമെ؋ അ؋ׯിന് ആദّ അׯം കൃതّമായി ഒരു വഴി നി׹ൾ 
നാലായി നിحയിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇേؚാൾ മൂؗാമെ؋ അׯം ഞാൻ പൂജّമب, അതിനാൽ 
മൂؗാമെ؋ അׯം ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ മുതൽ ഒآത് വെരയുت സംഖّകളാകാം, അ׹െന ഒآത് വഴികളും 
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നാലാം رാനം മുതൽ പ؋ാം رാനം വെരയാകാം, നി׹ൾ്ׯ പൂജّ؋ിൽ ഒ്ؗ ര؇് മുതൽ ഒآത് 
വെര ഉ؇ാകാം, അതിനാൽ പ്؋ വഴികൾ ഓേരാؗിനും ഉ؇്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇവ ഏഴ് ആണ്. 
ഗുണന തٔ؋മനുസരി്׺ ഗുണന തതٔമനുസരി്׺ ആെക േകാഡുകളുെട എ؉ം ഒآത് മുതൽ പ്؋ 
വെരയാണ് പവർ ഏഴ് മുതൽ എْത വّതُّ ٝപദ׹ൾ എ٧്ْعപഷനുകളിൽ ഉ؇് , ഉദാഹരണ؋ിന് ഞാൻ x 
 സ് ഡി എ്ؗ പറയുക കൂടാെത, y z a؛ സ് സി؛ സ് ബി؛ ിൽ׸സ് ടി എ്ؗ പറയുകയാെണ؛ സ്؛ സ്؛
ഞാൻ വൺ ؛സ് ടു ؛സ് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ؛സ് ഒ്ؗ ؛സ് ടു ؛സ് ആെണ്ؗ പറയൂ x x xm y y yn z z zt 
ര؇് െസുئകളിൽ ആദّ െസئിന് നാല് ഘടക׹ളും ര؇ാമെ؋ െസئിന് അ؀് ഘടക׹ളും ഉ؇്, 
കാരണം നി׹ൾ്؛ ׯസ് ؛സ് ؛സ് ؛സ് ഉتതുേപാെല ഓേരാ പദവും ര؇ാമെ؋ xa xb xc xd xe 
േകസിൽ ഓേരാ പദ؋ിലും ദൃശّമാകും. അവസാനം മുതലായവ അ׹െന ഇത് കൃതّമായി ര؇്tatbte 
െസുئകളുെട ഒരു കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗമായി ْപവർ؋ിുؗുׯ, ഒ്ؗ നാല് മൂലക׹ളും മെئാ്ؗ അ؀് 
ഘടക׹ളും ഉൾെׯാുؗുت, അതിനാൽ ആദّ സؕർഭ؋ിൽ െമാ؋ം പദ׹ളുെട എ؉ം കാർ؂ീഷّൻ 
ഉൽؚؗ؋ിെല േْകാസ് ബി എؗതിന് തുലّമാണ്, ഇവിെട 4 ഉം കാർ؂ീഷّൻ ഉൽؚؗവും യുെട b 
കാർഡിനാലിئി അ؀് ആണ്, അതിനാൽ ഒരു േْകാസിന്െറ കാർഡിനാലിئി 4-ൽ അ؀് അبാെത 
മെئാؗുമب, അത് ഇരുപതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ വാദം ര؇ാം ഭാഗ؋ിെല ഈ 
ْപٍ؋٠ിന്െറ ര؇ാം ഭാഗേׯ്؋ നീ؂ുകയാെണ׸ിൽ , ഞാൻ െസ്ئ ഒ്ؗ പരിഗണിുؗുׯേ؇ാ എ്ؗ e 
നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും. മൂലക׹ൾ അടؗു׹ ഗണ؋ിൽ മൂലക׹ൾ അടؗു׹ m n e 2 
ഗണവും മൂലക׹ൾ അടؗു׹ ഗണവും അേؚാൾ ന്െറ t e 3 e one cross e two cross e three 
ഗുണനമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഒؗിൽ നൽകിയിരിؗുׯ നّായവാദം പിؓുടർ്ؗ നമു്ׯ 
സംഖّ എ്ؗ പറയാം. പദ׹ളുെട േല്ׯ േല്ׯ ആണ്, ഇേؚാൾ ഫാക് േടാറിയൽ െനാേ؂ഷൻ m n t ah 
എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗ അടു؋ െനാേ؂ഷൻ ഞാൻ പരിചയെؚടു؋ാം, അതിനാൽ ഫാക് േടാറിയൽ n 
എؗത് ആദّെ؋ സٔാഭാവിക സംഖّകളുെട ഗുണനെ؋ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ , അത് 1 മുതൽ 2 n 
മുതൽ  വെര േല്ׯ തുലّമാണ്. ൈമനസ് -ൽ ഉദാഹരണ؋ിന്, ഒരു ഫാക് േടാറിയൽ ഒؗിന് 3 n 1 n 
തുലّമാണ് ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ എؗത് ഒؗിേല്ׯ ര؇ിന് തുലّമാണ്, ര؇് മൂ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ 
തുലّമാണ്, ഒؗിൽ നി്ؗ ര؇ിേല്ׯ മൂ്ؗ, അത് ആറ് ന് തുലّമാണ്, അ׹െന ഒരു കൺെവൻഷനായി 
പൂജّം ഫാക് േടാറിയൽ ഒؗായി നിർവചിുؗുׯ. ഓ, ഇത് മ്ئ ചില ْകമെؚടു؋ലുകളുെടയും 
സംേയാജന؋ിന്െറയും رിരത നിലനിർؗു؋തിനാണ് , അത് ഞാൻ പിؗീട് ഉപേയാഗിുׯം, ah 
അതിൽ  ഫാക് േടാറിയൽ  ആയി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, െനാേ؂ഷന്െറ رിരതയും ഞ׹ൾ 0 1
നിർവചിؗുׯിب . ഒരു െനഗئീവ് പൂർ؉സംഖّയുെട ഫാക് േടാറിയൽ, അതിനാൽ ഇത് 
അടിرാനപരമായി േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّകൾ്ׯ മാْതമുتതാണ് , ഞ׹ൾ ഒരു ْപേതّക േകസായി

 ഫാക് േടാറിയൽ ഉൾെؚടുുؗു؋, ഇേؚാൾ വളെര ലളിതമായി നി׹ൾ്ׯ നിരീײിׯാൻ കഴിയും ഈ 0
ഫാക് േടാറിയൽ േല്ׯ ൈമനസ് വൺ ഫാക് േടാറിയൽ ആഹ് ഞാൻ തുട؋ׯിൽ n n n 

സൂചിؚി׺ിരുؗു. േകാآിേനئറിക് വിഷയ؋ിന്െറ ചരിْതപരമായ വികാസെുׯ؋റി്׺, 
യഥാർ،؋ിൽ ഈ െനാേ؂ഷൻ ഇّؓൻ ഗണിതശാസ്ْത׾ർുׯം അറിയാമായിരുؗു എؗതിന് 
സൂചനകളു؇്, ഇത് സٔാഭാവിക സംഖّകളുെട തുടർ׺യായ ഉൽؚؗമാണ് എؗാൽ അവർ അത് ah 
ഉപേയാഗി׺ിب െനാേ؂ഷൻ ഫാക് േടാറിയൽ മുതലായവ ഈ െനാേ؂ഷൻ ഫാക് േടാറിയൽ n n 
യഥാർ،؋ിൽ 1808-ൽ ആഹ് ْകിّزൻ ْകാം അവതരിؚി׺താണ് പുരാതന ഇّؓൻ 
ഗണിതശാസ്ْത׾ർ പുതിയത് എؗതിന്െറ സൂചനകളു؇് , തുടർ׺യായ സٔാഭാവിക സംഖّകളുെട 
ഉൽؚؗം എؗ ആശയം ആധുനിക െനാേ؂ഷൻ ْകിസ്തّൻ ْകാം അവതരിؚി׺ത് പതിെന؉ൂئി എ؂് 
ആഹ് എؓാണ് ْപധാനം ഇതിെനുׯറി്׺ നിരീײിׯാൻ നآർ ഈ െനാേ؂ഷൻ, ഉദാഹരണ؋ിന് ah ah 
ഒരു ഫാക് േടാറിയൽ ഒ്ؗ ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ ര؇് മൂ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ ആറ് ആണ് ഇത് വളെര 
േവഗ؋ിൽ വർؑിؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് വിശദീകരിׯാം , n 
വർؑിؗുׯതിനനുസരി്׺ ഫാക് േടാറിയൽ വളെര േവഗ؋ിൽ വർؑിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ ْശؑിׯാം. n 
ഉദാഹരണ؋ിന്, ഞാൻ നാല് ഫാക് േടാറിയൽ എ്ؗ പറയുകയാെണ׸ിൽ, അത് അ؀് ഫാക് േടാറിയൽ 
ആയി കണׯാׯിയാൽ അത് ഇരുപ؋ിനാലായി മാറുؗു , അത് നൂئി ഇരുപ؋ിയാറ ്ഫാക് േടാറിയൽ 
ആറായി മാറുؗു, അത് എഴുനൂئി ഇരുപതായി മാറുؗു , ഏഴ് ഫാക് േടാറിയൽ ഏഴ് ആയി മാറും എഴുനൂئി 
ഇരുപത്, അതിനാൽ ഞ׹ളുെട പׯലുت ഏഴ് ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ആ സംഖّ വളെര േവഗ؋ിൽ 
വർؑിؗുׯത് നി׹ൾ്ׯ െപെ؂്ؗ കാണാൻ കഴിയും അإായിര؋ി നാൽؚതിേല്ׯ വരൂ, എؗി؂് 
ഞാൻ എ؂് ഫാക് േടാറിയൽ ഇ؂ാൽ വീ؇ും നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അേؚാൾ വീ؇ും ഈ ആെയ 
എ؂് െകാ؇് ഗുണിׯണം, അതിനാൽ ഞാൻ നാ١يതിനായിരം േപാെലയുت ഒؗിേല്ׯ എു؋ം, 
അ׹െന  മുതൽ  വെര  തരം നി׹ൾ  ഫാക് േടാറിയൽ  ഫാക് േടാറിയൽ ആഹ് എ്ؗ 4 10 3 n 9 10
പറ؁ാൽ, ആ സംഖّ വളെര േവഗ؋ിൽ വർധിുؗുׯ, എؗിരുؗാലും ഈ ഫാക് േടാറിയൽ 
െനാേ؂ഷൻ നി׹ൾ്ׯ നിലവിെല ഗണിത പദാവലിയിെല ْപധാനെؚ؂ ഭാഗ׹ളിൽ ഒؗാണ്, കൂടാെത 
നി׹ൾ േْപാബബിലിئി െചുؗുإേ؇ാ എ്ؗ എبാ വശ׹ളിലും പറയാം. നി׹ൾ ആഹ് 
േകാآിേനئറി٧്ع െചുؗുإേ؇ാ അേതാ നി׹ൾ അവിെട എبായിടു؋ം കാൽുׯലസ് െചുؗുإേ؇ാ 
എؗ സിؑാؓം ഈ ഫാക് േടാറിയൽ െനാേ؂ഷൻ വّാപകമായി ഉപേയാഗിׯെؚടുؗു, ഇത് ഉപേയാഗി്׺ 
ഞ׹ൾ അടു؋ പദ؋ിേല്ׯ വരുؗു, അതിെന െപർമّൂേ؂ഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ 
എؓാണ് ഒരു ْകമാനുഗതമായ െക വّതിരിװ മൂലക׹ളുെട ْകമെؚടു؋ൽ . വّതിരിװ n 
ഘടക׹െള െപർമّൂേ؂ഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ , എبാ െക െപർമّൂേ؂ഷനുകളുെടയും ആെക സംഖّ ak 

 ചിലേؚാൾ ഇത് ഇതുേപാെലയാണ് npr npk ,ുؗുׯസൂചിؚി ്׺ണം എؗ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗിׯമിײ
എഴുതുؗത്, അതിനാൽ വിവിധ പുُകٝ׹ളിൽ നി׹ൾ വിവിധ െനാേ؂ഷനുകൾ കാണും , ആഹ് npk 

ഈ െനാേ؂ഷൻ ഞാൻ ഇേؚാൾ ഉപേയാഗിുׯം, ഇതിന്െറ മൂലّം എؓാെണ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം, 
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അതായത് വّതിരിװ ഘടക׹ൾ അട׹ിയ ഒരു െസ്ئ നമുുׯെ؇׸ിൽ, അവിെട നി്ؗ വّതُّ ٝn k 
ഘടക׹ളുെട എْത ْകമീകരി׺ ْകമീകരണ׹ൾ എടുׯാം. ഇവിെട ഞാൻ പറയുؗത് ഓർഡർ െചᅃٝ 
ْകമീകരണ׹െളുׯറി׺ാണ് സംസാരിؗുׯത്, ഞാൻ എؗത് മൂؗിന് തുലّമാെണ്ؗ കരുതുക, n 
അതിനാൽ ഞാൻ എ്ؗ പറയെ؂, ഞാൻ ഇവിെട മൂ്ؗ ഘടക׹ൾ പരിഗണിുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക , abc 
ഇത് െസ്ئ എ ആെണ്ؗ കരുതുക, എനി്ׯ ഇവിെട ര؇് പറയുക തിരെ؁ടുׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ, 
അതിനാൽ എനി്ׯ തിരെ؁ടുׯാം തിരെ؁ടുׯാം തിരെ؁ടുׯാം , പേײ ഞാൻ abi aci bc 
ഓർഡർ െചᅃٝ ْകമീകരണം േനാുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ എؗിവയും കണׯാുׯം, ba ca, cb 
അതിനാൽ അ؋രം ْകമീകരണ׹ൾ െമാ؋ം ആറ് േകസുകളായി മാറും, അതിനാൽ െപാതുെവ ഞാൻ 

ൽ നി്ؗ ഓർഡർ െചᅃٝ കാരّ׹ൾ തിരെ؁ടുുׯകയാെണ׸ിൽ, എْതെയ؉ം ഞാൻ െനാേ؂ഷൻ n- k 
നൽകി നമു്ׯ ഈ കാരّം കണׯാׯാം , മൂലّനിർ؉യം െചؗുإതിനായി നമു്ׯ npk npk 
ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ മുേؗാ؂് േപാകാം ആദّെ؋ ഘടകം ര؇ാമെ؋ ഘടകം ൈമനസ് 1 n 
വഴികളിൽ തിരെ؁ടുׯാം, അ׹െന ഘടകം ൈമനസ് െകയിൽ തിരെ؁ടുׯാം ؛സ് വൺ kth n 
വാസ് അ׹െന ഇേؚാൾ നി׹ൾ െപാതുവായ ഗുണന തതٔം ْപേയാഗിുؗുׯ, അതിനാൽ െപാതു ഗുണന 
തതٔമനുസരി്׺ ആെക വഴികളുെട എ؉ം േല്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ൈമനസ് ര؇്, അ׹െന n n n n 
ൈമനസ് ؛സ് വൺ വെരയും അ׹െന അത് ആണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ േഫാർമുല k np k 
വികസിؚിെ׺ടുു؋ ശരി ആഹ് നമു്ׯ ഇത് േനാׯാം, അതിനാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ എ്ؗ npk npk n
ൈമനസ് വ؉ിേല്ׯ എഴുതാം, അ׹െന ൈമനസ് ؛സ് വൺ വെരയും ഞാൻ ഗുണനം n k 
പരിഗണിؗുׯത് ൈമനസ് ൈമനസ് ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ മൂ്ؗ മുതൽ ഒ്ؗ വെര തുടർ്ؗ n kn k n 
ൈമനസ് ആയ അേത സംഖّ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് ൈമനസ് ഒ്ؗ അ׹െന മൂ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ k n k 
വെര, ഈ സംഖّ മെئാؗുമب , നി׹ൾ നّൂമേറئർ ഫാക് േടാറിയൽ ആകുؗതും ഡിേനാമിേനئർ n n 
ൈമനസ് ഫാക് േടാറിയൽ ആകുؗതും കാണുകയാെണ׸ിൽ അത് ആണ് ഒരു ഇതര പദْപേയാഗം k npk 

ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ് െക ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ിരിുؗുׯ, ഇത് നؗായി n n 
നിർവചിׯെؚ؂ിരിؗുׯതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ യിൽ കുറേവാ തുലّേമാ േനׯാൾ കുറേവാ k- n ah-
തുലّേമാ ഉ؇ായിരിׯണം, യഥാർ،؋ിൽ ഉം ഇവിെട ഉൾെؚടു؋ിയിരിؗുׯത് അർ،മാുؗുׯ, n-
അതായത് നി׹ൾ എ׸ിൽ എبാം തിരെ؁ടുുׯക, അേؚാൾ അ؋രം എْത കാരّ׹ൾ ഉ؇ാകും n 
ഫാക് േടാറിയൽ ആയി മാറും, അതിനാൽ വّതിരിװ മൂലക׹ളുെട സാധّമായ എبാ n 
ْകമീകരണ׹ളും ഞ׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ , അത് ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ് n n n 
ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഫാക് േടാറിയൽ പൂജّം ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ n n 
ഫാക് േടാറിയലിന് തുലّമാകും. ഫാക് േടാറിയൽ കാരണം പൂജّം ഫാക് േടാറിയൽ ഒؗായി ഞാൻ 
എടുുؗുׯ , ഉദാഹരണ؋ിന്, എؗീ ര؇് ഘടക׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, വഴികളുെട a, b 
എ؉ം ആയിരിുׯം, അതായത് 3 പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ 2 അെ׸بിൽ 2 ab ba abc factorial 
എ്ؗ അർ،മാؗുׯത്, അത് എؗിവയായി മാറും. അതിനാൽ ആെക സംഖّ abcacbbcab accab, cbc 
ആറായി മാറും, അത് മൂ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ അب, കാരണം മൂؗിൽ നി്ؗ ര؇ായി ഒ്ؗ ആഹ് 
ആവർ؋നം അനുവദി׺ാൽ ഉ؋രം മാറും, അതിനാൽ ആവർ؋നം അനുവദിؗുׯ സമയ്؋ k 
എടു؋ വّതُّ ٝവُٝു  n k ah n ׯളുെട എ؉ം ആണ് പവർ കാരണം ആദّം എനി്׹ئളുെട ْകമമാׯ
എؗത് ര؇ാം رാന്؋ ഏത് ആയി കണׯാׯാം, കാരണം സമയ׹ളിൽ ആവർ؋നം n nk 
അനുവദനീയമാണ്, അതിനാൽ അത് ഇേؚാൾ പവർ േല്ׯ ആയി മാറുؗു, ഇവിെട k n 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ ഇെതبാം ആയി പരിഗണിു׺ ഇന׹ൾ വّതّസ് തമായിരിׯണം, n 
എؗാൽ ചില ഇന׹ൾ വّതّസ് തമാകാതിരിׯാനുت സാധّതയു؇്, അ׹െനെയ׸ിൽ ഈ 
േഫാർമുലയിൽ വّതُّ ٝതരം ഒബ് ജക് ുئകളുെട വّതിരിװമായ ْകമെؚടു؋ലുകളുെട എ؉ം k n ah 
പരിഷ ്ׯരിׯാനാകും, ഉദാഹരണ؋ിന് ഒരു വസ് തുׯൾ സഖّകײികൾ സമാനമാണ് n 
അടിرാനപരമായി അവ ഒേര സٔഭാവമുتതായിരിׯണം , അതിനാൽ ഞാൻ സമാനമായി എഴുതരുത്, 
ഞാൻ ഒരുേപാെലയാണ്, അ׹െന ഒരുേപാെലയാണ് , നി׹ൾ്؛ ׯസ് ؛സ് ഉ؇്, ന് n2 nk n1 n 2 nk n 
തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ േവർതിരി׺റിയാവുؗ ْകമമാ׹ئളുെട എ؉ം ഫാക് േടാറിയൽ ആണ് വൺ n n 
ഫാക് േടാറിയൽ , ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ, അ׹െന വّതിരിװമായ മൂലക׹ളുെട nk factorial ah, n 
സാധّമായ എبാ ْകമീകരണ׹ളും ഉെ؇׸ിൽ അത് ഘടകമാണ് എ്ؗ ഞാൻ കരുതുؗു എ്ؗ ഞാൻ n 
കരുതുؗു . ൈമനസ് ര؇് ഇേؚാൾ വّതിരിװമാണ്, ഈ ര؇് ഇന׹ളും ഒരുേപാെല ദൃശّമാകുؗ 
ഏെത׸ിലും رാന׹ൾ ഞ׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, അവ ഏത് ْകമ؋ിൽ ദൃശّമായാലും 
അത് േവർതിരി׺റിയാൻ കഴിയിب, അതിനാൽ ഞാൻ അവെയ ൽ ര؇് തവണ n-
കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് ഫാക് േടാറിയൽ അേؚാൾ ഞാൻ ര؇ായി 
ഹരിׯണം, അതിനാൽ മൂ്ؗ ഇന׹ൾ സമാനമാെണ്ؗ ഞാൻ പറ؁ാൽ ഉ؋രം ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ 
അെ׸بിൽ ര؇ായി ഫാക് േടാറിയൽ ആയി മാറും, ആ മൂ്ؗ ഇന׹ൾ ഏത് ْകമ؋ിൽ ദൃശّമായാലും n 
ആ ْകമം ْപശ് നമب, കാരണം അവ സമാനേമാ സമാനേമാ ആയതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ അവെയ മൂ്ؗ 
ഫാക് േടാറിയൽ തവണ കണׯാׯി, അത് ഒؗിൽ നി്ؗ ര؇ായി മൂ്ؗ ആയി, അതിനാൽ സംഖّ n 
ഫാക് േടാറിയൽ ആയി മൂ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരിുׯം, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ വാദം 
നീ؂ിയാൽ ഒരു കാരّം ഒؗുതെؗയാെണ׸ിൽ ഒരു ഫാക് േടാറിയൽ പിെؗ മെئാ്ؗ ര؇് െകാ؇് n n n 
ഹരിׯണം കാരّ׹ൾ ഒരുേപാെലയാണ്, തുടർ്ؗ നأൾ ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരിׯണം, n 
അ׹െന അവസാനം കാരّ׹ൾ ഒരുേപാെലയാകുേآാൾ ആ ഫാക് േടാറിയൽ കാരّ׹ളും nk nk 
വിഭജിേׯ؇തു؇്, കാരണം ഓർഡർ െചᅃٝ ْകമീകരണ׹ളുെട എ؉ം ْകമരഹിതമായ 
ْകമീകരണ؋ിന് തുലّമാണ്, കാരണം ഇവിെട ആ ഓർഡർ അെ׸بിൽ ഒരു എبാ ഇന׹ളും 
ഒരുേപാെലയാെണؗതിനാൽ, ഓർഡർ െചؗുإതിൽ ഒരു വّതّാസവുമിب, ഉദാഹരണ؋ിന്, ഞാൻ ഒരു 
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ത؏മയ വُٝു വിലൂെട കാണിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ര؇് േപനകളും അവിെടയു؇്, അതിനാൽ അവ 
ഒരുേപാെലയാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട കാണാൻ കഴിയും. ഞാൻ ഇത് ഇവിെടയും ഇവിെടയും ഇ؂ാലും 
അെ׸بിൽ ഞാൻ ഇത് ഇവിെടയും ഇവിെടയും ഇ؂ാലും ഒരു വّതّാസവുമിب, പേײ ഞാൻ ഈ നീലയും 
ഈ കറുؚും പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ ഇത് ആദّം ഇ؂ി؂ുേ؇ാ എ്ؗ നി׹ൾ ക؇ാൽ ഇത് 
ഇവിെട ഇടു؋ം വലു؋ം ആണ് ഞാൻ ْകമം മാുئകയാെണ׸ിൽ, ഇത് ര؇് വّതُّ ٝ
ْകമീകരണ׹ളാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നി׹ൾ മൂ്ؗ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, എനി്ׯ മൂ്ؗ 
വّതُّ ٝകാരّ׹ൾ ഉെ؇׸ിൽ, ഈ മൂ്ؗ വّതُّ ٝകാരّ׹ൾ ഞാൻ എടുׯെ؂, എനി്ׯ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് ഇവിെട ഇടാം മെئാരു ഏർؚാട് എനി്ׯ ഇത് ഇവിെട വയ്ׯാം ഇത് 
മെئാരു ഏർؚാടാണ്, ഇത് എനി്ׯ ഇവിെട വയ്ׯാം ഇത് മെئാരു ഏർؚാടാണ്, ഇത് ഞാൻ ഇവിെട ഇടാം 
ഇത് മെئാരു ഏർؚാടാണ് , ഇത് ഞാൻ ഇവിെട ഇ؂ത് ഇത് മെئാരു ഏർؚാടാണ്, അതിനാൽ ആെക ആറ് 
ْകമീകരണ׹ൾ ഉ؇് , എؗാൽ ര؇ാെണ׸ിൽ അവ ഒരുേപാെലയാണ്, ഞാൻ ഇേؚാൾ ഇത് 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇവിെട എْത ْകമീകരണ׹ൾ ഉ؇ാകുെമ്ؗ േനാׯാം, ഇത് ഇവിെടയു؇് 
അെ׸بിൽ ഇവിെടയു؇്, അതിനാൽ ആെക മൂ്ؗ ْകമീകരണ׹ളു؇് ഇേؚാൾ മൂ്ؗ വّതُّ ٝ
ْകമീകരണ׹ൾ ഉ؇് , കാരണം ഇത് ര؇ും നി׹ൾ ഏത് ْകമ؋ിൽ സൂײി׺ാലും ഇب മാ എെؓ׸ിലും 
വّതّാസമുെ؇׸ിൽ അതിനർ،ം മൂ്ؗ ഫാക് േടാറിയലിെന ര؇ാൽ ഹരി׺ിരിുؗുׯ, ആറിെന 
ര؇ായി ഹരി׺ാൽ അത് നി׹ൾ്ׯ മൂ്ؗ ഉ؋രം നൽകുؗു, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഈ ആഹ് െപാതു 
സൂْതവാകّം ഉ؇്, അതായത് എനി്ׯ വّതُّ ٝഇന׹ൾ ഉെ؇׸ിൽ അതിൽ ഒരുേപാെല n n1 n2 
ഒരുേപാെലയാണ് കൂടാെത ഉം ഒരുേപാെലയാെണ׸ിൽ, േവർതിരി׺റിയാവുؗ ْകമമാ׹ئളുെട nk 
ആെക എ؉ം ഒരു ഫാക് േടാറിയൽ ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ , ഫാക് േടാറിയൽ എؗിവ െകാ؇് n n nk 
ഹരി׺ാൽ, ഡിേനാമിേനئറിൽ വരുؗതാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ വിശദീകരണം വളെര വّװമായി 
നൽകിയി؂ുെ؇്ؗ കരുതുؗു, ഇവിെട ചില ഉദാഹരണ׹ൾ േനാׯാം . ര؇് a's three b's two c's 

എؗിവ ഉപേയാഗി്׺ വّതّസ് തമായ  അײര േകാഡുകൾ സൃഷ് ടിׯാവുؗതാണ് and three d's ah 10
. എ യുെട ര؇ാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഏത് ْകമ؋ിൽ ഇ؂ാലും ഒരു വّതّാസവും ഉ؇ാകിب, ഏത് 
ْകമ؋ിൽ ഞാൻ ഇ؂ാലും മൂ്ؗ ബി ഉ؇്, അത് ര؇് ലും സമാനമായി ഏകേദശം മൂ്ؗ ലും ഒരു cs ds 
വّതّാസവും വരു؋ിب അതിനാൽ െമാ؋ം സംഖّ എഫ് ഈ േഫാർമുലയുെട ْകമീകരണ׹ൾ o 
വّതّസ് തമായ േകാഡുകളായിരിുׯം, അതായത്  അײര׹ളും  ഉം ഇവിെട ഉപേയാഗി׺ിരി10, ുؗുׯ 10
അത്  ഫാക് േടാറിയലിന് തുലّമാണ്, അത്  ഫാക് േടാറിയൽ  ഫാക് േടാറിയൽ ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ 10 2 3
മൂ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ മതിയാകും. സാധّമായ േകാഡുകൾ ഇവിെട മെئാരു ْപശ് നം 
എടുׯെ؂ , രാഷ്ْടം എؗ വാׯിെല എبാ അײര׹ളും ഉപേയാഗി്׺ എْത വാുׯകൾ ഉ؇ാׯാം 
എؗുتത് ശരി, അതിനാൽ എനി്ׯ ആറ് അײര׹ളും ഉപേയാഗിׯണെമ׸ിൽ നമു്ׯ ഇത് േനാׯാം, 
അവിെട എْതെയ؉ം വّതُّമٝാെണ്ؗ േനാׯാം ഉം ഉം ആണ് സംഭവിؗുׯത്, അതിൽ 5 aio n t 
വّതّസ് ത അײര׹ൾ ഉ؇്, അതിൽ ഒരിׯൽ ആവർ؋ിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ ആറ് n 
അײര׹ളു؇് , ഇവിെട ര؇് തവണ വരുؗു , അതിനാൽ ഈ ആറ് അײര׹ളുെട n 
ْകമീകരണ׹ളുെട ആെക എ؉ം േഫാർമുല ْപകാരം ആറ് ഫാക് േടാറിയൽ ആയി വിഭജിׯെؚടും. ര؇്
ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് , അതായത് മുؗൂئി അറുപത് ആഹ് സമാന ْപശ് നം, േْപാബബിലിئി എؗ 
വാׯിന്െറ എْത വّതُّ ٝ11 അײര׹ൾ ْകമീകരിׯാെമ്ؗ ഞാൻ േനാׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ 
ഇവിെട കാണാൻ കഴിയും േْപാബബിലിئിയിൽ നമു്ׯ പതിെനാ്ؗ അײര׹ൾ ഉെ؇്ؗ rs 
അതിനാൽ, ര؇് തവണ സംഭവിؗുׯത് നിരീײി׺ാൽ ഇതിൽ പതിെനാ്ؗ അײര׹ളാണ് , b 
കൂടാെത ഇതും ര؇് തവണയും സംഭവിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േഫാർമുല ْപകാരമുت i 
ْകമീകരണ׹ളുെട ആെക എ؉ം പതിെനാ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ ആയി മാറും, ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ 
െകാ؇് ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ ആയി ഹരിുׯം, ഈ സംഖّയ്്ׯ കഴിയും അത് െതാ؉ൂئി ഒآത് ല؋ײി
എഴുപെ؋ാآതിനായിര؋ി ഇരുؗൂറ് ആഹ് ആണ് എ്ؗ വിലയിരുു؋ക. ഈ പതിെനാ്ؗ 
ഫാക് േടാറിയൽ ഒരു വലിയ സംഖّയാണ്, അതിനാൽ ഇതിന്െറ നാലിര؂ിയാണ് നأൾ നാലായി ഹരി׺ത്,
അതിനാൽ ഇത് യഥാർ،؋ിൽ ഇതിനകം തെؗ വരുؗു ദശലׯײണׯിന് യഥാർ،؋ിൽ , ഈ 
സംഖّയുെട സٔഭാവം ഫാക് േടാറിയൽ ആണ്, ഇത് വളെര േവഗ؋ിൽ വർؑിുؗുׯ, ഇതിൽ തെؗ 
ഇേؚാൾ തെؗ ചില സٔരാײര׹ളും ചില വّഞ്ജനാײര׹ളും ഉെ؇്ؗ നിരീײി׺ാൽ, ആ 
ْകമീകരണ׹ൾ കൂടി േനാׯണെമ്ؗ കരുതുക. ഈ ْകമീകരണ׹ളിൽ എْതെയ؉؋ിൽ 
സٔരാײര׹ൾ ഒരുമി്׺ ْപതّײെؚടുؗുെവ്ؗ ഞാൻ ഇവിെട ഒരു ْപٍ٠ം ഉؗയിׯെ؂, അതിനാൽ 
നമു്ׯ ഇവിെട േനാׯാം ഏഴ് വّഞ്ജനാײര׹ളു؇് , അതിൽ ര؇് തവണ ആവർ؋ിുؗുׯ, b 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ എبാ േനർ׺കളും പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ ശരി ഒരുമി׺ായിരിുׯക els 
എؗതിനർ،ം അവ സംഭവിുׯേآാെഴبാം അവ ഒരുമി്׺ ْപതّײെؚടുؗു, യഥാർ،؋ിൽ ഇവിെട 
അടിرാനപരമായി എ؂് ഇന׹ൾ ഉ؇്, അതായത് ഏഴ് വّഞ്ജനാײര׹ളും എبാ സٔരാײര׹ളും 
ഒരുമി׺ാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ആവർ؋ിؗുׯ നാല് സٔരാײര׹ളും ْപതّײെؚേട؇തിനാൽ 
നമു്ׯ ഇതിെന ഒരു ഇനമായി കണׯാׯാം. നമു്ׯ ആെക എ؂് ഇന׹ളു؇് , അതിനാൽ 
ْകമീകരണ׹ളുെട എ؉ം  ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ  ഫാക് േടാറിയൽ ആണ്, കാരണം ബി 8 2
ആവർ؋ി׺ിരിുؗുׯ, ഓ ഇേؚാൾ ഈ സٔരാײര׹ൾ ഒരുമി്׺ എടു؋ി؂ുെ؇׸ിലും അവ പരُ١രം 
ْകമെؚടു؋ാൻ കഴിയും, അതിനാൽ അ؋രം എْത ْകമീകരണ׹ൾ ഉ؇് സാധّമായ ആഹ്, 
സٔരാײര׹ൾ പരُ١രം ْകമെؚടു؋ാൻ കഴിയുؗതിനാൽ അ؋രം ْകമീകരണ׹ൾ 4 
ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ  ഫാക് േടാറിയൽ ആണ്, കാരണം ഞാൻ ഇവിെട ആവർ؋ിു׺, അത്2
ആഹ് പْؓ؇് അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഇേؚാൾ അവസാന സംഖّ പദ؋ിെല അײര׹ളിൽ 
നിؗുت ആെക പദ׹ളുെട എ؉؋ിന് തുലّമായിരിുׯം സٔരാײര׹ൾ ഒരുമി്׺ സംഭവിؗുׯ 
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സംഭാവّത എ؂് ഫാക് േടാറിയൽ ആയി ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി്׺ പْؓ؇ായി മാറും, 
അതിനാൽ തീർ׺യായും നി׹ൾ്ׯ അത് വിലയിരു؋ാം ഇത് ഇരുപത് േഫാ്ׯ തുലّമാണ് ഉർ ആഹ് 
ര؇് ല؋ײി നാൽؚ؋ിെയാؗായിര؋ി െതാتായിര؋ി ഇരുപത് ആഹ് ഞ׹ൾ എؓാണ് െചᅃٝത് , 
േْപാബബിലിئി എؗ വാׯിൽ നി്ؗ സൃذി׺ എبാ വാുׯകളും ഞ׹ൾ കണׯാׯി, സٔരാײര׹ൾ 
ഒരുമി്׺ ْപതّײെؚടുؗ ْകമീകരണ׹ളും ഞ׹ൾ കണׯാׯി, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട നി്ؗ 
പരിഹരിׯാൻ കഴിയുؗ ഒരു അധിക ْപശ് നമു؇് സٔരാײര׹ൾ ഒരുമി്׺ ദൃശّമാകുؗിെ്ؗب ഞ׹ൾ
പറയുؗു, അതിനാൽ ഈ സٔര׹ളിൽ എْത സٔരാײര׹ൾ ഒരുമി്׺ ْപതّײെؚടുؗിب 
എؗിരിׯെ؂, അത് സٔരാײര׹ൾ ഒരുമി׺ിരിؗുׯ ْകമീകരണ׹ളുെട എ؉؋ിൽ നി്ؗ ആെക 
ْകമീകരണ׹ളുെട എ؉؋ിൽ നി്ؗ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ േചാദّ നآർ മൂ്ؗ 
ൈമനസിന്െറ ഉ؋രം എടുുׯക. നാലാമെ؋ േചാദّ؋ിന്െറ ഉ؋രം, അ׹െന ആ സംഖّ െതാ؉ൂئി 
ഒآത് ല؋ײി എഴുപെ؋ാآതിനായിര؋ി ഇരുനൂറ് ൈമനസ് ര؇് ല؋ײി നാ؋١يി ഒؗായിര؋ി 
െതാتായിര؋ി ഇരുപത് ആയി മാറും, അതായത് െതാ؉ൂئി ഏഴ് ല؋ײി മുؚ؋ിേയഴായിര؋ി 
ഇരുനൂئി എൺപത് , അതിനാൽ സമാനമായ സٔഭാവമുت മെئാരു ْപٍ٠ം ഞാൻ പരിഹരിׯെ؂ എبാ 
സٔരാײര׹ളും ഒരുമിു׺ം എبാ വّഞ്ജനാײര׹ളും ഒരുമിു׺ സംഭവിؗുׯ തര؋ിൽ ടവൽ എؗു 
പറയുؗ വാׯിന്െറ അײര׹ൾ എْത വിധ؋ിൽ ْകമീകരിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് 
നിരീײിׯാം ഓ, ഇവിെട എْത വّഞ്ജനാײര׹ൾ ഉ؇്, മൂ്ؗ വّഞ്ജനാײര׹ൾ ഉ؇്, അവെയبാം 
വّതّസ് തമാണ്, അത് എؗി׹െന ര؇് സٔരാײര׹ൾ ഉ؇് , അതിനാൽ അവയും tw, l 
വّതിരിװമാണ്, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി എبാ വّഞ്ജനാײര׹ളും ഒരുമി്׺ 
ْപതّײെؚടുെമ്ؗ ഞാൻ പറയുകയാെണ׸ിൽ അത് ഒരു അُിٝതٔമായി കണׯാുؗുׯ . ര؇് 
സٔരാײര׹ൾ ഒരുമി׺ാണ് സംഭവിؗുׯത്, അത് ഒരു അُിٝതٔമായി കണׯാׯെؚടുؗു, അതിനാൽ 
അടിرാനപരമായി അവയുെട ْകമീകരണം ഒؗുകിൽ ഒؗാമതായി എبാ വّഞ്ജനാײര׹ളാകാം, 
തുടർ്ؗ എبാ സٔരാײര׹ളും ഇതിന് വിപരീതമാണ്, അതിനാൽ അടിرാനപരമായി ര؇് 
സാധّതകളു؇്, എؗാൽ ഇേؚാൾ ഈ വّഞ്ജനാײര׹ൾ തെؗ ْകമെؚടു؋ാൻ കഴിയും . 
അവെയبാം വّതിരിװമാണ്, അതിനാൽ അവയിൽ മൂെؗ؉ം ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് മൂ്ؗ 
ഫാക് േടാറിയൽ ആയി മാറുؗു , അതുേപാെല തെؗ എبാ സٔരാײര׹ളും പരُ١രം ْകമെؚടു؋ാൻ 
കഴിയും, അതിനാൽ അത് ര؇് ഫാക് േടാറിയൽ ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ വഴികളുെട എ؉ം 2 
മുതൽ  ഫാക് േടാറിയൽ ആയി  ഫാക് േടാറിയൽ ആയിരിുׯം.  ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ടവലിന്െറ3 2 24
ആെക 24 അײര׹ളു؇്, അവിെട ഞാൻ എبാ വّഞ്ജനാײര׹ളും ഒരുമി്׺ ْപതّײെؚടുകയും 
എبാ സٔരാײര׹ളും ഒരുമി്׺ ْപതّײെؚടുകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ ْകമമാ׹ئൾ എؗ 
വിഷയ؋ിൽ ഞാൻ ഇവിെട ആവർ؋ിׯെ؂ യഥാർ،؋ിൽ ഇന׹ളുെട ْകമീകരി׺ 
ْകമീകരണ׹ൾ േനാുؗുׯ, അതായത് ഞാൻ ആ رാന׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞാൻ 
ഇന׹ളുെട رാന׹ൾ പരُ١രം മാുئകയാെണ׸ിൽ അവ ശരിയാׯണം , ഞ׹ൾ അത് 
ഒഴിവാׯിയാൽ അത് മെئാരു ْകമീകരണമായി കണׯാׯെؚടുؗു. ْകമീകരണവും ഈ ْകമീകരണവും
സമാനമാണ്, അതായത് ഞാൻ ْകമരഹിതമായ ْകമീകരണം പരിഗണിുؗുׯ, തുടർ്ؗ അതിെന 
േകാآിേനഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഇേؚാൾ ഒരു പുതിയ നിർجചനം നൽകുؗു , ഒരു 
കൂ؂ം വّതُّ ٝഇന׹ളിൽ നിؗുت വّതിരിװ ഇന׹ളുെട ْകമരഹിതമായ ْകമീകരണെ؋ n k ak 
േകാآിേനഷൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ എبാ േകാآിേനഷനുകളുെടയും ആെക എ؉ം െകാ؇് k nck 
സൂചിؚി׺ിരിുؗുׯ അെ׸بിൽ എ്ؗ അറിയെؚടുؗ മെئാരു െനാേ؂ഷൻ ഉ؇്, ചിലേؚാൾ ഇത് nck nck
എ്ؗ എഴുതിയി؂ു؇്, അതിനാൽ വിവിധ പുُകٝ׹ളിൽ നി׹ൾ്ׯ വّതُّ ٝെനാേ؂ഷനുകൾ ഉ؇ാകും,
ഞാൻ െപാതുെവ ഇതുേപാെല ഉപേയാഗിുׯം അെ׸بിൽ ഇതുേപാെല വീ؇ും നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട nck 
കാണാൻ കഴിയും. ന് തുലّേമാ ന് തുലّേമാ ആണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇതിന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാം,k n ah 
അതായത് എ്ؗ പറയുക, അത് ന് തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ മുേؗാ؂് േപാകും, ​​x nck 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഓർഡർ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ ْകമീകരണ׹ൾ ഉ؇് ഓർഡർ െചᅃٝ d npk k 
ْകമീകരണ׹ളുെട എ؉ം ആണ് ഇേؚാൾ ഈ കാരّ׹ൾ്ׯ ഫാക് േടാറിയൽ കാരّ׹ളു؇്,npk ah k k 
എؗാൽ ഇേؚാൾ ഓർഡർ െചؗുإത് ْപധാനമെ്ؗب നأൾ പറ؁ാൽ, ഇെതبാം ഒരുേപാെല 
പരിഗണിുׯം , ഉദാഹരണ؋ിന് ഞാൻ പറ؁ാൽ ab

ഉം ഉം ഞാൻ ْകമീകരി׺ ْകമെؚടു؋ൽ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ അവ വّതّസ് തമാണ്, So ab ba 
എؗാൽ ഞാൻ ഓർഡർ െചإാ؋ത് പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ ഉം ഉം ഒؗുതെؗയാണ്, ab ba 
അതിനർ،ം ഞാൻ മൂ്ؗ കാരّ׹ൾ അ׹െന എؗി׹െന പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, abcbca 
നി׹ൾ സംഖّ ര؇ായി ര؇ായി ഹരി׺ാൽ തുലّമായി കണׯാׯണം എؗാണ്. അതിനാൽ എനി്ׯ 
ഇേؚാൾ മൂ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ കാരّ׹ളു؇്, അവെയبാം ഒؗായി ഞാൻ പരിഗണിുׯം, അതിനാൽ 
എനി്ׯ സംഖّെയ മൂ്ؗ ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇത് 
േനാുׯകയാെണ׸ിൽ ഫാക് േടാറിയൽ െപർമّൂേ؂ഷനുകൾ ഉ؇്, ഇെതبാം ഇേؚാൾ ഒരുേപാെല k 
പരിഗണിുׯം . ഈ ഒബ് ജക് ുئകെള െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഉ؇ായിരിׯണം, അതായത് k k npk nc k 
എؗത് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതാണ് ഇേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ ലഭി׺ സൂْതവാകّം, എؗത് x- npk k 
ഫാക് േടാറിയൽ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ആണ്. െക ഫാക് േടാറിയൽ ൈമനസ് െക ഫാക് േടാറിയൽ npk n 
വാُവٝ؋ിൽ എനി്ׯ  പരിഗണിׯാം, കാരണം  ഫാക് േടാറിയൽ ഞ׹ൾ നിർവചി׺ിت؂ുതിനാൽ 0 0
ചരിْതപരമായി ഉം ഇّؓൻ ഗണിതശാസ്ْത׾നായ ഭാസ് കരാചാരിന്െറ കൃതികളിൽ ഇ؋ര؋ിലുت 
സൂْതവാകّം ْപതّײെؚടുؗു എؗ ചരിْതപരമായ അറിയി്ؚ ഞ׹ൾ നിർവചി׺ി؂ു؇് , ൈടംൈലൻ 
ഏകേദശം 114 മുതൽ 1185 വെര ആണ്, ആഹ് നമു്ׯ ചിലത് േനാׯാം ഈ േകാآിേനഷന്െറ 
ഗുണ׹ളിൽ യഥാർ،؋ിൽ ഈ പദ׹ൾ എؗിവയ്്ׯ ധാരാളം ബؖ׹ളു؇്, കൂടാെത npk, nck 
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നിരവധി േْപാؚർ؂ികൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇവയിൽ ചിലത് ഞാൻ ഇവിെട കവർ െചുإം, ഉദാഹരണ؋ിന് 
ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഇത് വളെര ലളിതമാണ്, കാരണം ഇത് nck ncn k 

അടിرാനമാׯിയുتതാണ് നി׹ൾ എഴുതുؗ കാരّ׹ളിൽ ൈമനസ് എؗത് nc n k n 
ഫാക് േടാറിയലിന് തുലّമാണ് സുഹൃׯു؋െള യഥാർ،؋ിൽ ഞ׹ൾ നാല് ْപധാന കൗ؇ിംഗ് 
തതٔ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝി؂ു؇് ഒ്ؗ സ׸ലന؋ിന്െറ അടിرാന തതٔം ര؇ാമേ؋ത് ഗുണന തതٔം 
മൂؗാമേ؋ത് ഞ׹ൾ സൂചിؚിുؗുׯ ഓർഡർ െചᅃٝ ْകമീകരണ׹ളുെട ആെക എ؉ം. y 
െപർമّൂേ؂ഷൻ ഉം നാലാമേ؋തും ْകമരഹിതമായ ْകമീകരണ׹ളുെട എ؉മാണ്, അടു؋ npk 
 ഇതിന്െറ സവിേശഷതകളും ഇതിെന nck ah ,ുؗുׯൾ സൂചിؚി׹ഞ ്׺ാസുകളിൽ ഉപേയാഗിױ
അടിرാനമാׯിയുت വിവിധ ْപٍ׹٠ളും ഞാൻ അടു؋ കുറ്׺ ْപഭാഷണ׹ളിൽ പരിഹരിുׯം 
നി׹ൾ 
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