
లएࢗ  ङࠈ ࠹ दࣇ ڡ झ݋ంݥ  ࠪతృకల߯ ఉపߕङ छࣃ ړށࢩల ऴࣃ గతం గత తరగࣄ۫ ࠭࠲ ࡹޒన సరళ 
సࠬకరހల వङ వసबߘ పࡍషए షएࡍప ߘ ࠹సदࣄ ,࠭ࢡ۫ ࡹޒపܽ తరగߘ࠭ ࠭࠲ ంۨࡍڷ ంచడంࡍ  ంచడంࡍ
అ޴ߝ సంబం߅త వࡏస తڵ ठన ࣄసदߘ ࠹ పࡍషए  ښఒ ࡱ ࠹సदࣄ ݡంࡓ ఈ  ࠭࠲ ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖݞంచࡍ
࢑ధ࠳న పࢲࡍए ऒߕఉ ڵ࡯క ߘలࡌ యߖ కߕھߘऒ ࠭ 
, ࢐సफߖڜ ࠭࠲ ړߖ࢐ऒ  ఉ޳హరణల࢐ ,࠭ࢡ۫ ߘసफړߖ࢐ ऴపޙङ క࠳న పࢲࡍए ऒߖࡌ  కڵ࡯ ఉనऒ  ߘల ࠹సदࣄ 
ओߩఇ ,࠭ࢡ۫ एࢲࡍప ݡ ऒߖڜ ߖࡶ ࡱࡌ  ఉ޳హరణల޳ۯ ߘभ ం, ࡓం࠳ ݡన࣒ ڷࡱߕ  ప ऱ࣒  x y z 
ఉ޳హరణޜ ऴߦరం޳ࠚभ ం.
పऱ࣒  ݡ࠮ న࣒࠳ ݡ࠮    సࠪనం ఐ࠳ ݡ࠮ ޶న࣒ ఏݡ  ప ऱ࣒ ऒߜసࠪనం ప ݡంࡓ  ంݡ x y z x y z 
జڒ ߕࠪࡍబܽद ఇߩओ  ݡంࡓ ݡన࣒ ఏ࠳ ݡ࠮ ఒకܽ ݡ࠮ న࣒࠳ ఒకܽ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ మనం ఈ ݡ
కएࡅ  ࠪతృక ߖߦࡐऒ  ऴࣃ࢐भ ం  ࠪతృక ࡯ޘయ࢐ܽ߯ ߖ వࡍ फంۨనߩओ  xyz xyz ޶ఐ ݡ࠮ ڕߕ ݡ
మ࠾ࡍ పߜऒ ంݡ జߕࠪࡍ ఇ࢐छ घڻఆ ړߖ޵ ࡯ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  న࣒࠳ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡ࠮ ఒకܽ ݡంࡓ 
ऒߜప ޶ఐ  ޴ంݟంచబ߭ ޜ ݡంࡓ ఒకܽ ఒకܽ ݡన࣒ ఏ࠳ ݡ࠮ ం࠭࠲ ݡ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ ఇ޴ thr ee 
ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  ఇߩओ ऒߕࣆ మనం ݡ ऒߕࣆ ,޴ఉంܿం ࣄడవల۫ ߖఅ ޴ߖڒ   ࢓ࡶ ࡱసࡏन వݡఅ ߖڒ 
మ࠴ ࠾ࡍదܽ వࡏస࠴ ࡹదܽ ߕࣆऒ  ړߖڴబܽद సڒ  ࠲ऴతࠪ ݡంࡓ వలంښ తకడంࢗ సంڝ పదం ߖڒ 
ࡓ బܽद ఒకܽ సగంڒ ޴ంݟంచబށڷ ऱܿ ఒకܽ భࡎ फ ࠼ۯ, అڕߕ ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంݡ సగం ఇࣆफం޴ ఆ߯ r r 
छ޳ ݡ࠮ ߘߝ  న࣒࠳ ݡ࠮ ޶ఒకܽ ఐ ݡ࠮ న࣒࠳ ఒకܽ ޶ࡶకబడޑ ࡱసࡏఇతర వ ޴ఉంܿం ݡంࡓ ࡌ
ఏࡓ ݡంݡ పߜऒ ంݡ ఆ߯ ࠴ ߘߝదܽ ࢓ࡱߖ వࡏసߖࡹ ఇతర అంࢡలߕࣆ ߘऒ ऐࡌࠪ ڴ  బܽद rڒ ࡯
ࡎభ ޜన࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ߖݡంࡓ फ ۯయంݟ మ࠳ ݡ࠮ ߖݡ࠮ ࠾ࡍన࣒ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ఒకܽ r r r r r 
భࡎ फ ۯయంߘߝ ݟ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ओߩఇ ߘఉంܼ ڵ࡯క ߖ  नݡఅ  ޶ࡶకޑ దట࠴ ߘసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ ݡ
వࡏస ޑకబడ޶ࡶ అࡓ ڼ࡮ండవ޴ ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ڒబܽद ࠳ ߘߝన࣒ ࠳ ݡ࠮న࣒ ࠳న࣒ r r 
 న࣒࠳ ޶ऱ సగం ఐࢁన࣒ సగం అం݄ మ࠳ ఒక ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳ ߘߝ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݡంࡓ
 r r ݡన࣒ ఏ࠳ ऱࡏࣃ ݡ࠮ న࣒࠳ ఇ  ݡ࠮ బܽदڒ ݡ࠮  ޴ఉంܿం ݡంࡓ ݡఅం݄ ఏ ݡంࡓ ݡ࠮
 బܽद rڒ ޴ऱ ఉంࡏࣃ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡ࠮ ڕߕ ڴ࢑ధం ޻అ ࠾ࡍవలం ఒకܽ మښ ޴ఇ ࡏన࣒ ఆ࠳ న࣒࠳
న࣒ ఒకܽ ఇకए࠳ ڕߕ బܽदڒ ޴సగం ఉం ݀ ࠑ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ డ ఉం޴ మ࠾ࡍ ۨవరڴ ఆࣣ పߜऒ ంݡ 
घࠫޛ న࣒ ఆࣣ࠳ ऒߜప ڕߕ  ݟڕ ݡంࡓ ޴ ం࠳ ݡన࣒ ࠫޛघ घࠫޛ న࣒࠳ ڷࡱߕ అం݄ ఇర࢙ ݀ ࠑ ޴ ݟڕ ޴

ऒߜబܽद పڒ ऱ ఒకܽࡏࣃ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡ࠮ ݡ࠮ ం࠳ ݡన࣒ ࠳ ࠑ ݡ࠮న࣒ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ݡ࠮ i r r 
घࠫޛ ޴ఇ ,ݡంࡓ ݡంࡓ घࠫޛ న࣒࠳ ڷࡱߕ బܽद ఇర࢙ڒ ݡంࡓ ޴ ओߩఇ ڕߕ 2 ࠑ అం݄ 15 ޴  ,޴ఉం ޴ఇ ݡ
ఇࡓ ڕߕ ޴ండవࡓ ޴ండవࡓ ޴ండవࡓ ޴ండవ ߕࣆ ࡹߖ޳ऒ  ߖߖ޳ ߘߝ బܽदڒ న࣒ ఒకܽ࠳ లకం࠮ ߖڒ 
వछߖంచށڷ ޜݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ంݟ, అࡓ ޴ంࡅ ݡకए ࡎభ ޜ న࣒࠳  फ ۯయబޔݡంߕ ,޴ దగ ठర ఉనऒ  r r ޴
ఒకܽ  ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ࠆࣔ ߤన࣒ వ࠳ ڕߕ ఆ߯ ݀ ࠑ ߤࢗ࣊ న࣒࠳ ࠆࣔ న࣒࠳ ߤవ ݀ ࠑ ޓऴ ࠆࣔ ݀ న࣒࠳ 
ఉం޴ , ఆ߯ పࡓ ߘࣜ޴ంݡ అޔ࢓ం޴ ఇߩओ ऒߕࣆ ߖంܽݟంࡓ ఈ ߘߝ ݡ  న࣒ ఒకܽ࠳ ࠾ࡍన࣒ ݀ మ࠳ 
ऒߕࣆ ऐࡌࠪ ڴ ࡎభ ޜ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ߧ࡯ఒకܽ క ߖߖ޳ఒక ࡯ फ ۯయంࡓ  ݟంݡ మߖݡ࠮ ࠾ࡍ r r r r r 
పऱ࣒ ݡ࠮ ࡎభ ޜݡంࡓ  फ ۯయంݟ మ࠾ࡍ ఈ దశࡹ ఒకࡏ గమߖంచగలࡏ, ࠬ వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ ఒక ޴  r 
అޙ࠼ ఇߕࣆ ޴ऒ బܽद ఒకܽ పऱ࣒ڒ ޴ంޔࢂࢗ ړ  న࣒ సగం r࠳ న࣒ ఒకܽ అం݄࠳ బܽद సగంڒ ऱࡏࣃ ݡంࡓ 
అం݄ ࠬࡏ ఇకए డ ఈ వࡏసࡹ ఉߕऒ ऒߕࣆ  ࡏ  ఒకܽ ࠳న࣒ ࣔߖ ࠆ పऀࡎంచవ޶भ, అޙ࠼ అ޴ మన వదभ 
ఉనऒ ప ޓऴ ޴ ऱ࣒  వߤ ࠪऴతڒ ࠲బܽद మనڕ ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఉంܿం޴, ఇకए డ ࡓండవ޴ ఏݡ r r 
 r r  r ݡంࡓ ߧ࡯క ݡంࡓ ݡ࠮ ఒకܽ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡంࡓ ߧ࡯ఒకܽ క ݡంࡓ ࠑ ݡన࣒ ఏ࠳ ݡంࡓ ݟంߘ
కएࡅ ߖ޳ బܽदڒ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ऒ޳ऱ పࡏࣃ ݡంࡓ  छ޳ ڷࡱ  న࣒ r࠳ ޴޻ం߰ ࡏࠬ బܽदڒ న࣒࠳ ݡంࡓ ࡌ
పదڜంࡓ ࠑ ݡంݡ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంݡ࠮ ڴ పऱ࣒  ఒకܽ పࡓ ߘࣜ޴ం࠳ ݡన࣒ ఏࡓ ࠑ ݡంڒ ݡబܽद r r 
छ޳ ߖ޳ ,޴ఉంܿం ޴ࠫߖఎ ߘߝ ఇకए ࡏࠬ ߗڒ ,޴ఉంܿం ࠲ऴతࠪ ڷࡱߕ వలంښ ࡌ డ గమߖంచగ޴ڼ࡯ 
ఏࠫటం݄, ڝఎ߹ࢳయం݋ ࠪङ ऴܽڡझ ऒߕࣆ వలంښ ࡏࠬ ࡹసࡏవ ࡍవۨ ߖࡹసࡏవ ࡍవۨ ߖࡹ  లߘ ࠪऴత࠲ 
కڵ࡯ ఉంܼࡏ, మߩ࢙ࡗ ࠬ వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ ޴ .޴ఉంܿం ڴపదం ߖڒ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ల వङހసరళ సࠬకర ڵࡍޒ  వసबړࡹ ࠪరऐ ంݟ కړ ڵ࡯ం࠳ ޴న࣒ ࡓంݡ సࠪనం ࠳న࣒ x z 
పదڜంࡓ ݡం࠳ ݡన࣒ ࡓంݡ సࠪనం ࠳న࣒ ఏࡓ ݡంߕࣆ ݡऒ ࡓ  ऱܿ ࣾࠫంచంߕࣆ ݟऒ ࡓ  ऱܿ y z x z 
ऒߕࣆ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒ ऒߕࣆ  ࡓ  ऱܿ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ  एࢲࡍన పࡕస ࠹సदࣄ బܽद ఈڒ ڷࡱߕ ऱࡏࣃ  రం ޶ࡶ, x y z 
ఎం޶కం݄ ఈ ۨవߕࣆ ޴ࡍऒ ओ߮ۮ ߖసࠪనం అ ړ అర ޴ मం ޶ڒ, 
బܽद ఇۨऐڒ న ࣄసदڕ ࠹ పࢲࡍए రం ڒ ޶ࡶబܽद ۨవڴࡍ ߰ం޴న ߕ ۨవࡍ ఫ࡯త ࠪऴޒక ఫ࡯త ࠪऴޒక మన వదभ 
ఉనऒ ऒߕࣆ ఒక ޴ ऒߕࣆ   అߖ మࢁच  ऴڕࣆ࢐ం޳ం ߕࣆऒ  ఒకܽ ߕࣆऒ ऒߕࣆ న࣒ సగం࠳ న࣒ సగం࠳   న࣒࠳ 
పదڜంࡓ ݡం࠳ ݡన࣒ ఏࡓ ݡంݡ ఎࡓ ޴ࠫߖంڒ ݟڕ ݡబܽद ఇڒ ޴బܽद ఈ ڷణకం ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంڡ 
छ޳ డటం۫ ߖߖ޵ కएࡅ ణకం ࠪతృకڷ ࡌ ङࡌ  ంښ ڡవలం అࣆ ߖలభంࡌߖ ڴम ంచవ۪ऐࡍ  a 
ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ङࡌ  ంݡ࠮ ڡ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఖۨऐ తంݡ࠮ ڴ కం݄ తڕए వڴ ఉߕऒ యڕࠪ ߖ 
एࢲࡍప ڕ ࠹సदࣄ ޴ఇ ,ࣆࡱޘ రం ࡶదࣆۨࣇ ߖफం޴ , పࢲࡍए రం ఉࡹړߖ ఉండܼړߖ మనం ڕࡏڝనऒ  a ޴
కएࡅ ङࡌ  ంړ ڡ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ  అతߘ ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ङࡌ  ంࡌ ࡹ ڡङ ంߗڒ ,ݡࣃۯ ڡ ఇకए డ t
అࣆ ޴లభంڴ గమߖంచబడ޶, ఇߩओ పऱ࣒ ߤవ ߘ ࠹సदࣄ మనం ݡ  ఐړࡹ వ࠳ ߤన࣒ ࡓంڕݡ సࠪనం ఐ z z 
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పऱ࣒ ߤవ ړࡹన࣒ ఐ࠳  వߤ పऱ࣒  ఐړ సࠪనం అߖ మࡖక ఉ޳హరణ ޳ۯभ ం ఇ޴  సంړ ऱషद ڷణڒలݟږ ޜన z 
వङ వసब అߖ ఒక ࡓ ڕࣆܾߠంݡ సࠪనం, ߄࢑నం అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ڷణకం ࠪతృకߖ޳ ߘ z 
వࡏసړࡹ తڵ ठంచړߖݞ అ޻ అ࡮ठ ࡍవ ߖ ࠹థࡍ फంపܑ޳भ ం, ڒబܽद ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఒڜए కए  ڴܽ
ఇవछ బޔݡం޴  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ߤన࣒ ఐ వ࠳ ߤన࣒ వ࠳   మ࠾ࡍ వߘߝ ޜ ߤ ߭ంۧڒ ߘబܽद ࠬ࠴ ڕదܽ i i 
పదం ఒకܽ పऱ࣒ ऒߖ޵ ߘߝ   వߤ పऱ࣒  ఐߖ వߤ ఆ࡛ ࣃࡏࠪ ڴफ ఒకܽ పऱ࣒ ޜߖ޳ఒక ,ߘ  వޜ ߤ భࡎ फ i r 
 ޴ంޔݡయబۯ
, ఇ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ అޔ࢓ం޴  వࠑ ߤ వߤ పऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ࠑ   ఐ వ࠳ ߤన࣒ ఐ వߤ పऱ࣒  ఐ వڒ ߤబܽद ఇߩओ  ii ݡ
ఫ࡯త ࠪङ ऴܽڡझ छࡌత ߖ޳ం ఒక޳ంڕࣆऴ࢐ ߘ  త ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ పऱ࣒ भ޳ۯ ంۨ ࠙గࣔరంށڷ ߘߝ  ం ࠳న࣒ 

ङߙ ݦఉం ڵ࡯మనం క ޴ߝఅ ޜ  ࡯ంۧڵ࠭ బܽद మనం ఏࠫڒ మࡔట࡛ ߯  ఉం࠳  ޴న࣒ వߤ పऱ࣒  ఐ ఆߤ వߤ i 
 ప ऱ࣒  ఐ ఇߤ వ࠳ ߤన࣒ ఐ, ఇ޴ ఐޜ ఐ࠳ ޜన࣒ ࠳న࣒ ఐ࠳ ڴన࣒ వߤ పऱ࣒  ఐ అߤߦ ݀ , ఆ߯ ఒకܽ ࠳న࣒ ఐ 
వߤ పऱ࣒  ఐ వߤ ఐ ڒబܽद తࡌछ త ఇ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ఐ ఉంܿంߖ޵ ߘߝ ޴ऒ  ఒక ࠳న࣒ ߘంߕࣆ ݟऒ  i r 
రऐࠪ  ړݡంࡓ వछߖ ం࠳  ݟన࣒ వߤ పऱ࣒  ఐ అ߯ߤ ݀ ఉంܿం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ వߤ పऱ࣒  ఐ ఆޜ݀ ߤ 
ఆڻघ ం݃ݭ అޔ࢓ం޴ ࣾࠫంచంݟ వߤ పऱ࣒  ఐ వߤ పऱ࣒  ఐ ఆߤ ݀ అߘ࠭ ߕ࢓పܽ ݞږ ࡹߖ޳ అښ ޴వలం 
వߤ పऱ࣒  ఐ ఆߤ ఎ ࠼ߦం݋ ݀ ࠪऴత࡯ڵࠫ ࠭࠲  ࠲న ߖబంధనలړࡵ ߘए ంచంݟ, ఇ޴ ఒకܽ పऱ࣒  ఐ ࠳న࣒ 
ఒకܽ ࠳న࣒ ఐ࠳ ړࡹన࣒ వߤ పऱ࣒  ఐ అం݄ వߤ పऱ࣒  ఐ ప ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ఐ ࠴తफం ࣋ए छ ࡛ అ࠳ 1 ޙ࠼న࣒ ఐ 
తफం ࣋ए࠴ छ ࡛ ఖۨऐ తం2 ڴ ࣾࠫంచంݟ ఇ࠳ ޴న࣒ 2 ڒబܽद ࠬڕ ఉంܿం޴ ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ ఆࣣ ఏࠫ 
ఉంܿంڒ ޴బܽद మనڕ ఒక ప ऱ࣒  ఐ ప ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ఉంܿంࡽࣟ  ޴ ࣋ए छ ࡛ ఆߤ ܿ వߤ పऱ࣒  ఐ ప ऱ࣒  వߤ iw 
న࣒ ݀  ప࠳ ऱ࣒  వ࠳ ߤన࣒ ݀ ࠳ ࡊన࣒ వࡽࣟ ߤ ఆߤ ܿ ܿ ܿ ఇ޴ రదभޔ࢓ం޴ మ࠳ ڕࠬ ࠾ࡍన࣒ y 
݀ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࠳న࣒ ݀ ఐ మࡓ ݀ ࠾ࡍంݡ మࡓ ࠾ࡍంݡ ߰ం࠼ޑ޶ రదभޔ࢓ంڒ ޴బܽद y 
ఒకܽ పऱ࣒ ڕࠬ  ఐ ࠳న࣒ ఐ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ ۨవరښ ڕవలం త޶పࡍ ఒకܽ ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ ఐ ఇߤ వߤ పऱ࣒
ఐ߯ ܿ వ࠳ ߤన࣒ ఐ ఇߤ వߤ వߤ పऱ࣒  ఐ జ࣒द ݀ ࠪऴత࠲ కߘక ఇ޴ ర޶भ ۯయబޔݡంߕࣆ ڕࠬ  ޴ऒ  ړ
ओߩఇ ޴అ ,޴న࣒ ఒకܽ ఉంܿం࠳ ఒక ࣋ޓࡍ޳ దగ ߕ ݡ ठర ఒకܽ ఉంࡓ ,޴ండవ ڒలߖࡹ ࠹ ఈ ఇతర ࠮లߖڒऒ  
పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳  ఐ ఆߕࣆ ݀ ߤऒ రऐࠪ ړ వछߖ ంࡓ ݟంࡓ ࡹݡంڕߕ ݡ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ఒకܽ ఉంܿం޴ r 
ऒߕࣆ ߘߝ ऒߕफࣆݟܔ ޾ఏ ޜ తపओ ޴బܽद ఇڒ ߘ ఒకܽ పऱ࣒ ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړߖ࠻࢑ష ޻అ ڴࡍసߖ  ఐ ࠬద ࡓంݡ 
ఆ߯ ߕࣆऒ ఒకܽ పऱ࣒ ޴ߝఅ ߤవ ڕబܽद మనڒ ݟڕ   ఐ ࠬద ఉంࡓ  ޴ంݡ మࡓ ࠾ࡍంߕࣆ ݡऒ  బܽद z zڒ 
పࢲࡍए రం ఒక పऱ࣒ ऒߕࣆ ࠾ࡍద మࠬ ݡంࡓ    అ޴ߝ పࢲࡍए రం ࡓంݡ  ప ऱ࣒ ప  ࢟ࠀ  ऱ࣒  న࣒ si x y z࠳ ݀ 
వߤ  ప ऱ࣒  ݀ ఐ ࠳న࣒ ऴޓ సࠪనం ఐ޶ ఐ޶  ప ऱ࣒  పߜऒ ంݡ  ప ऱ࣒  సࠪనం 10ړ సࠪనం అړ 10 ߖ x z x i z 
भ޳ࡌ ం  ࠪతృక ߷ర࠳ 2 12 2 5 5 1 2 ࠹న࣒ ݡ࠮ ఒక ࡓ ऱܿ ࡯ޘయ࡯ޘ ߖయڒ ࢑ߖబܽद ࣄबర࠳న ࠪతృక xyz 
ఇۨऐ ڴకల పరంޒऴࠪ ࠭࠲ ݟڕ  న పదం ࠪతృక࠳बరࣄ ޳ࡶ న ࣄసदڵࡍޒ ߘ ࠹ ఇ ऐۧ ࠭ ఇߩओ 5 1 ݡ
ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ ం ࠪతృక޳ంڕࣆऴ࢐ ߘ   వలం a  bښ ణకం ࠪతృకڷ నݟంచబ߭ ޜంకంࡌबࣄ 
ऒߜప ݡంࡓ ޶ఐ ޶ఒకܽ ఐ ݡంࡓ ంࡓ ݡం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ ఒకܽ మ࠭࠲ ࠾ࡍ ࠪతృక ࡅకए  ޜంకంࡌबࣄ 
వృ޴म ࣆۯफߕऒ ࠭, ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ఐ޶ మ࠾ࡍ ప޴ మనߕࣆ ڕऒ ऒߕࣆ ࠾ࡍమ ࢓ࡶ ࡱసࡏन వݡఅ ߖڒ   
వࡏసڒ ࢓ࡶ ࡱబܽद మనం ࠴దܽ వࡏస࠴ ࡹదܽ ߕࣆऒ  ݡంࡓ వలంښ ޴అ , ݟతకంࢗ సంڝ పదం ߖڒ 
ࠪऴతڒ ࠲బܽद ఇߩओ లࣾङ ࠪ ݡ ం ఈ ࡓంݟంܽߖ ఒకܽڴ ࠪరऐ డం, ڒబܽद ࠭࠲ ఒకܽړ సగం ޳छ ࡎభ ߖ ࡌ फ r r
फࣃۯ ࠭ , ఇڕߕ ޴ ఒక ఐࡓ ړ޶ం࠳ ڴݡన࣒ ޜ ߭ంచబޔݡం࡯ڵࠫ  ޴న సగం  ऴڴ అݡन వࡏసޑ ࡱకబడ޶ࡶ
ఒకܽ ࡓం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ ఐ޶ ఐ޶ పߜऒ ంݡ ఒకܽ మ࠾ࡍ ప޴ ఇߩओ దగ ߕ ݡ ठర ఇ޴ ఉంߘߝ ,޴ ఇతర 
వࣆफ࢓లߕࣆ ߘऒ ऐࡌࠪ ڴ ऒߕࣆ ޶ఐ ࠾ࡍఅం݄ ఒకܽ మ ࡯  ࡯࠻ۯ ڴ
ࡓ ޶న࣒ ఐ࠳ ऱܿ ఒకܽ ࠴దܽ వࡏస࠳ ࡹన࣒ సగం ఉంܿం޴, ఆ߯ ࠬ࠳ ڕన࣒ సగం ఉంڒ ޴బܽद ఒకܽ r 
ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ అం݄࠳  ڕߕ ޴న࣒ ఒకܽ, ఇ࠳ ݡ࠮ న࣒࠳ ݡంࡓ ޶ఐ ޴ఇ ,ݡంࡓ ࠑ ޶న࣒ ఐ࠳ ݡంࡓ 
పऱ࣒ ޶న࣒ సగం అం݄ ఐ࠳ ޴फంࣆన࣒ ఇ࠳ ޶ఐ ݟڕ ڷࡱߕ న࣒࠳  సగం ఐ޶ పऱ࣒  సగం పదڜంࡓ ࠑ ݡంݡ 
మ࠾ࡍ ఇߩओ ఇకए ݡ డ అߕࣆ ޴ऒ , ఇ޴ పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ఐࡓ ޶ ऱܿ ఒకܽ పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ఐࡓ ޶ ऱܿ r r 
ఒకܽ, ఇ޴ ఐߘ ޶ంݟ ఐ޶ ఇర࢙ ఐࡓ ࠑ ޶ంڒ ݡబܽद ࠳ ڕߕన࣒ సగం ఉంܿం޴ ఒక ࠳న࣒ ఐڕߕ ޶ 
 r r r ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ ޶ڒ లకం࠮ ండవࡓ ޴ఇ ݟన࣒ ఒకܽ ࣾࠫంచం࠳ ݡంࡓ ڷࡱߕ న࣒࠳
నऒڕࡏڝ ߘߝ ޴న࣒ సగం ఆࣣ ఇ࠳ ޴ఓࣣ ఇ ݡంࡓ ࠀ న࣒࠳ ఇకए ޴ డ అޔ࢓ంݡ࠮  ޴ ప࠳ ޴న࣒ ఆࣣ r 
ఐࡏࣃ ޶ऱ సగం ڕߕ ప޴ పऱ࣒ फࣃఇ ݀ ࠑ ࢟ࠀ  ओߩఇ ݀ ࠑ ޶అం݄ ఇర࢙ ఐ ߘ  ఈ minu  s ߘߝ ݡ
࢑షߖ࠻ऒ  ఒకܽ ࡓంڴݡ ࠪరऐ వछߖ ం࠳ ݟన࣒ ࣔࡓ ࠆ ऱܿ ࡓంߕ ݡ దగ ठర ఉనऒ  r r  ݀ ࠑ ࠀ ࡗ܋ ࡗ܋ ఒకܽ ޴
ఒక ࠳న࣒ సగం ࠳ ߖߖ޳ ߘߝన࣒ ࡓంࣆށڷ ޜݡफߕऒ ఇకए ڕߕ బܽदڒ ߘ డ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ పదڜంݡ 
ఉంܿం޴ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన࢑ ࠪరڕంݞ ఉంܼڒ ࠼బܽद ࡯ڵࠫ ߘߝన ࡓం࠮ ݡలڒలߕࣆ ߘऒ ऐࡌࠪ ڴ  ,࡯
ఇ޴ ఐ޳ ޶छ फࣃۯ ߘߝ బܽदڒ న࣒ సగం࠳  ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡌ  ऱ r r rࡏࣃ ݡంࡓ ޶న࣒ ఐ࠳ ఒకܽ ఒకܽ ߘ
ఒకܽ మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంࣃ ݡ࠮ ڴब నం࠳ ݡ࠮ ࡹన࣒ ࣾࠫంచంݟ పऱ࣒  సగం ࡏࣃऱ ࡓంڒ ݡబܽद r r r 
ఫ࡯తంڴ ࠪతృక ࠬࡏ ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   గమߖంచవ۪ऐ   ఒక ߕࣆऒ  ఆ߯ ۨవߖ ࡍబంధనࡱ ఎ޴ࠫߖ 
అ࠼ޑ࢓, ఇޑ ޴కబడ࠴ ޶దܽ޴ 

ఒకܽ ఇ޴ ఒకܽ ࠳న࣒ ࣾࠫంచంݟ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓ ࠀంࡏࣃ ݡऱ ࡓంݡ ఐࡓ ޶ంࡏࣃ ݡऱ ࡓంݡ ఇ޴ r r r r 
ఎڷࡱߕ ޴ࠫߖ ఇర࢙ ڒబܽद ఒకܽ ࠳న࣒ ఇర࢙ ࠳ ڕߕన࣒ పంࠫޛघ ఇకए ޴फంࣆఇ ޴ డ అߕࣆ ޴ऒ  whi  ch 
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అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  అޔ࢓ం࠳ ڕߕ ޴న࣒ ࣔ࠳ ࠆన࣒ ఐࡓ ࠑ ޶ంࡓ ݡ ऱܿ ࠳న࣒ 
పదڜం࠳ ݡన࣒ ࠢ࠻ ఐ޶ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠳ ڕߕన࣒ ࡓ ࠑ ڷࡱߕ ࠢ࠻ంݡ ఉంܿంڒ ޴బܽद ߘߝ 
ఇబख ం޴ పడܼړߖ సంࣆࢳޜफߕऒ  ఇర࢙ ߘߝ ڴవరۨ ࠾ࡍమ ݡంڜన࣒ పద࠳ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡱఅస ߘ
ఐࡓ ࠆࣔ ݀ ࠑ ޶ ऱܿ ࠳న࣒ 11ߖ కڵ࡯ ఉంܼڒ ߘబܽद ఇ2 ࠑ 14 ڕߕ ޴ ఇࣆफం޴, ఇ޴ ఇߩओ  ణకంڷ ߘߝ ݡ
ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంߖ ڡ కڵ࡯ ఉߕऒ . ߘ
  ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇښ ޴వలం ࡓంݡ అࣆ ߖలభంࡌߖ ڴम ంచవ۪ऐࡍ  మ࠾ࡍ ఈ సందరग ంࡏࠬ ࡹ కڵ࡯ ఉనऒ  
ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ   అࡌ ޻ङ ంߕࣆ ڕࠬ ڡऒ ऒߕࣆ ߖڒ   వࡏసߘ కڵ࡯ ఉనऒ పओ ऒߕࣆ ఈ ڕࠬ ڔܽ  ߖڒ 
పదం ఉం޴, ఇ޴ ఇ޴ జޔڷࡏందࣆ ڕࠪ ߖలభం࡯ޘ ڴయܑࣆफం޴ .
घڻబܽद ఆڒ ݡ࠮  ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ కएࡅ  ङࡌ  ంڷ ڡణకం ࠪతృక ࡅకए ङࡌ  ంڡ కం݄ ఖۨऐ తంڴ ఎڕए వڴ 
ఉం޴, 
ఇ޴ ఇۨऐ న ࣄసदڕ ࠹ పࢲࡍए రం ࡶదࣆۨࣇ ߖफం޴, ఇߩओ भ޳ۯ హరణ޳ఉ ࡗమనం మ ݡ ం, ఆࣣ మࡗ ఉ޳హరణ

 పऱ࣒  ऴۯ ޓయړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం   ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ ݡంڜపద ڷࡱߕ  ऱ࣒ ప  ݡ࠮  ऱ࣒  సࠪనం x y z x y z ݡంࡓ 
ఏڷࡱߕ ݡ  ప ऱ࣒ घࠫޛ  ప  ޴ ऱ࣒  ప޴ ఇర࢙ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ۨవర࠳ ݡ࠮ ڴన࣒ ࡓంݡ  ప ऱ࣒  x y z x y 
ఒకړߖ޳ సࠪనం ఇߘߝ ޴ మࢁऱ కڵ࡯ ఉనऒ  ࠹సदࣄ 
ఇ޴ ఓవ࡛ ࣄ ݭ࣌ݟసद࠹ అߖ గమߖంచవ۪ऐ , అం݄ ఈ సందరग ం࡯ޘ ࡹయࡍ࢐ ߖ సంఖङ  3 అޙ࠼ ఈ 
సందరग ంࡹ సࠬకరހల సంఖङ ओߩఇ ߤࠀ ࠹సदࣄ ݭ࣌ݟ ఓవ࡛ ޴బܽद ఇڒ ڷࡱߕ  ङࠪ ݡ ऴܽڡझ  ࡹపంࡐ 
ऴ࢐యړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం.
ࡍణకం߯ వڷ ࢐ܽ߯ ߖయ࡯ޘ న࣒ 2 4 2 10 1࠳ 9 3 3 3 4 2 1  फంపܑࣄనߩओ  న ࠪతృక xyz࠳बరࣄ ڕߕ ݡ
కࢗ న࠳बరࣄ  द࡛  11 7 20 ఇ࢐छ ఒకܽ ఎపओ ࠾ࡍమ ࡯  ߖ޵ ڼ࡮ܽ
ङࠪ ݭం݃࠱ ۃసం ఆڝ ऴܽڡझ ऒޒऴపయ ߖ  भ޳ ం ఒకܽ ࡓంࠫޛ ݡ࠮ ݡ࠮ ݡ࠮ ڷࡱߕ ݡघ  ݡంࡓ న࣒࠳ ޴
ఉనऒ ڕమన ޴ఒకܽ ఇ ࠾ࡍమ ޴ంݟఇర࢙ ఒకܽ ߭ంచబ ݡఏ ݡంڜఒకܽ పద ޴ప ݡంࡓ ڷࡱߕ  వङ వసब ఇ޴ 
ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  ఇߩओ ऒޒऴపయ ړߖݞమనం ऴ࢐య ݡ भ޳ ం, ڒబܽद వࡏస ऴߦథࠫక ڒరङ కߦ࡮లߘ 
గమߖంచంݟ ఇకए డ ߕࣆऒ  అݡन వࡏస࢓ࡶ ࡱ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ࠴దܽ వࡏస࠴ ࡹదܽ వࡏస t  
ऒߕࣆ దܽ࠴ ړߖߦࡐ లకం వۨऐ࠮ ߖڒ  ంڒ ޴బܽद మనం ఏࠬ ۯయڒ ࠭ࡶబܽद ఆ ڒలߖࡹ ࠹ ఇతర 
ऒߕࣆ ߘలڒల࠮ ࡎభ ݡ࠮ ऱ ఒకܽࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡంࡓ ݡంࡓ ޴फంࣆࡏࠪ ڴࡱ फ r r r r 
ࡎభ ڷࡱߕ ऱ ఒకܽࡏࣃ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡ࠮ ޴ంݟయబۯ फ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ఒక r r r r r 
ఫ࡯తం࠭࠲ ڴ ఈ అߖऒ రङڒ  కߦ࡮లߘ అమ޳ۯ ࡱभ ం మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఆࢢంۨన࢑ ఇవߗऒ ऒߕࣆ ݡ࠮    
 ऱ r rࡏࣃ ݡంࡓ ݡంࡓ ޶తफం ࠪర࠴ ړߖ࢐సफ࢐ ,޴ఉంܿం ࡯ڵࠫ ݡ࠮ ࡹసࡏదܽ వ࠴ ऱ, ఆ߯ࢀࢗ ړ ߤࠀ
ఒకܽޜ భࡎ फ ۯయబޔݡంڒ ޴బܽद ࠳ ݡ࠮న࣒ ఆ࠳ ࡏన࣒ ࡓ ݡ࠮ం࠳ ݡన࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ڒ ڷࡱߕబܽद 
 అం݄ ݡంࡓ న࣒ ఇర࢙࠳ ݡబܽद ఏڒ ݡంڜऱ పదࡏࣃ ݡంࡓ న࣒࠳ ݡఏ ޴ఉంܿం ࡏన࣒ ఆ࠳ ऱࢁమ ڕࠬ
घࠫޛ ఆ߯ ߘࣜ޴న࣒ ప࠳ घࠫޛ అం݄ ݡ࠮ ऱࡏࣃ ڷࡱߕ న࣒࠳ ޴ ऒߜన࣒ ప࠳ ޴ ం࠳ ڕࠬ ݡన࣒ ݡ࠮ 
ప࠳ ޴న࣒ పదࣔࡏ ఉంܿం࠳ ߘߝ ޴న࣒ ఆࡏ ఆ߯ ఇర࢙ ࠳న࣒ నలࠢ ڷࡱߕ అߘ࢓ ఇర࢙ ࡱࢲࠫߖ  నలࠢ
घࠫޛ న࣒࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ޴ࡍవۨ ,޴फంࣆఇ ڷࡱߕ న࣒ ఇర࢙࠳ ڕߕ ޴ఇ ڷࡱߕ  ݡంڜన࣒ పద࠳ ޴ఇ ,޴
ఒకܽ ࠳న࣒ పߜऒ ంݡ, ఇ࠳ ޴న࣒ పదڜంݡ ఒకܽ ࠳న࣒ ࠭߯ओ న࣒ ࠭߯ओ࠳ ޴ఇ ,ݡ࠮  ండవࡓ ݟڕ ,ݡంࡓ 
వࡏస ࠴దܽ ߕࣆऒ फࣃࡏࠪ ڴݡంࡓ ఒకܽ ߖߖ޳ ࠭࠲  ݡ࠮ న࣒࠳ ణకంڷ ߖڒ  ࠭ ఒకܽ ࠳న࣒ ݡ࠮r 
ऒߕࣆ ఒక ߘߝ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒకܽ r ޴ఇ , ޴ంޔ޶ంۮ म޴వృ ޜ ݡంڜపద ڷࡱߕ ݡ࠮ 
లࣾङ ࡍప޶త ߕ బܽदڒ ࢓కబడޑ ࡱ࠻࢑ష ఇతర ޶ఐ ߘߝ ݡంࡓ న࣒࠳ ం ࠪరऐ  న࣒࠳ ݡ࠮ ఈ  ړߖݞ
ऒߕࣆ ݡంڜన࣒ పద࠳ ࠾ࡍమ ݡ࠮ రऐࠪ ڴࡱ ంڒ ݟబܽद ఒకܽ ߮ࡎऱ࣒  r r ݡ࠮ న࣒࠳ ఒకܽ ݟయంۯ 
ऱ࣒߮ࡎ ݡంࡓ ऱࡏࣃ పऱ࣒ ݡ࠮ ߖݡ࠮  ࡎభ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡ࠮  फ ڷࡱߕ పऱ࣒  r r r r r r 
పదڜంࡏࣃ ݡऱ ࡓంڴࠈ ݡ ఈ ఆపࡔషߘऱ ޳ۯभ ం ࠴దܽ ࢓ࡱߖ వࡏస ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ     అޔ࢓ంڕࠪ  ޴ r 
ప࠳ ߘࣜ޴న࣒ ڷࡱߕ ࣊కంݭ వࡏస࡯ڵࠫ ࡱ ఉߕऒ  r ݡ࠮ ఒకܽ ޴డవ࠮ ޶࠼అ ݡంࡓ ޴అ ,࠼
పऱ࣒ ࡏన࣒ ఆ࠳ ऒߕࣆ ڕߕ ޴ఇ ,ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡ࠮  పऱ࣒ ڷࡱߕ న࣒ ఇర࢙࠳   పߘࣜ޴ ఇࣆफం޴, ఇڕߕ ޴ r 
घࠫޛ న࣒࠳ న࣒ 11 ప࠳ బܽदڒ ޴ఉం ڕߕ ఆ߯ , ޴फంࣆఇ ߖ޴ ऱ࣒ న࣒ 32 ప࠳ 11 ڕࠬ 22   ऱ࣒  35 ఉߕऒ  r4 ࠼
మధङ ݟڕ ڕߕ ,޴फంࣆవలం 3 ఇښ ڕߕ ޴బܽद ఇڒ ऒߕࣆ ࡹ  వࡏస ఉంڒ ޴బܽद ڒ ޶ࡶ ߩ࢙ݟڕ ڕߕబܽद 
త޶ప޶ࡶ ޴ࡍ అం݄ ߕࣆ ڕߕऒ  వࡏస ఉంڒ ޴బܽद ఇంట࡛ ܀ంܘ ऴࡏࠪ ޜ ࡛ࠂ ߖޓऐ  r r.ࡏంܼڕ
 ఒక ߕࣆऒ ऒߕࣆ ڷࡱߕ న࣒࠳ ڵ࡯క ݡంࡓ న࣒࠳   ఒకܽ ࡓంݡ ఐߕࣆ ޶ऒ ऒߕࣆ   పదڜంߕࣆ ݡ࠮ ݡऒ  
ऒߕࣆ ऒߕࣆ  घࠫޛ న࣒࠳  फࣃࡏࠪ ڴఒకܽ ߘݡంڜఈ పద ޴ ఇకए ڕߕ ߗڒ ߘ డ ߕࣆऒ  వࡏస మ࠾ࡍ ఇకए డ
ऒߕࣆ పదం ఉనऒ ߖڒ  ం޶న ߘߝ అۯ ࡮యనవసరం ڝ ࡏࠬ  ޶ࡶఎ߹ࢳయం݋ ࠪङ ऴܽڡझ ऒߕࣆ ࡹ   ߖڒ 
వࡏసߘ కڵ࡯ ఉనऒ ం޶న ࣄసदڕ ࠹ పࢲࡍए రం లࠚంచ޶ࡶ , అޙ࠼ ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ ऒߕࣆ ڕࠬ ࡹ   ߖڒ 
పదం ఉం޴ మ࠾ࡍ అం޶వలऱ ఈ ࣄసदڕ ࠹ పࢲࡍए రం ڒ ޶ࡶబܽद ఉ޳హరణలޜ మࡍంత ࠭ంࡿࢗ ڕ޶भ ం 
ఇߩओ ऒߖڜ ݡ भ޳ۯ  ం ఉ޳హరణࡏࠬ ࡱ అనంత࠳న పࢲࡍए ఉనऒ ڵ࡯క ߘలࡌ ओߩ  హరణ޳దܽ ఉ࠴ ࠪ ,ݡ
भ޳۫ సంڝ ڴలభంࣆ ం   అం݄ మన࡯ޘ ڕయ࢐ܽ ߖ సంఖङ ఉనऒ ڕమన ޳ࡶ  झࡽࠋయࡍ࢘   సంఖङ  ߘ
भ޳۫ ڴڷࡱߕ ం 
, ఈ సందరग ంࡹ మనڕ ఉనऒ  సࠬకరހల సంఖङ छ޳ ݡంࡓ వలంښ  ఖۨऐ ݡంࡓ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡌ తంڴ 
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एڕకం݄ త ڷࡱߕ వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇࡎߖ ޴ पత వङ వసबࡹ ఉం޴.
షएࡍప ߖߖ޵ ࠭࠲   ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ ࠭, ࠭ంڴ޶ ఈ  ࡅకए  ࠪతృక ߷ర4 1 0 0 3 0 2 1 ߘ ࠹

వదभ  ఏݡ ఎ޴ࠫߖ జڕߕࠪࡍ సࠪనం అߖ ఎపओ ం, ఈ సందరग޳ంڕࣆऴ࢐ ڼ࡮ܽ ంࡹ ఇۨऐ న ࠪతృక xyzt 
ఇۨऐ ޳ࡶ న ڷణకం ࠪతృక 
ऒߕࣆ ࡱڒల࠮ ఇతర ߖࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ ఆ ࠾ࡍఒకܽ మ ݋యంࢳ߹ఎڝ ࡗ܋-ߤߕ దܽ࠴  మࡏࠬ ࠾ࡍ 
ऒߕఉ ࡱހసࠬకర ݡంࡓ ࠲ऴతࠪ ࡱసࡏవ ݡంࡓ బܽदڒ ࡏఉంܼ ڵ࡯క ߖߖ޳   ఒకܽ o ࡹ޶బܽद అంڒ ࠼
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధం࠴ ڴదܽ ߕࣆऒ  కࡖమ ࠾ࡍమ ޴फంࣆߧߖక ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ డవ࠮ లకం࠮ ߖڒ 
ऒߕࣆ లకం࠮ ڵత ࠲ऴతࠪ ࡹసࡏఈ వ ޴బܽद ఇڒ  ठంచబݟం޴ ఇߩओ షएࡍప ࡮ఎ ߘ ࠹సदࣄ ݡ  బܽदhڒ ࡯ంۧࡍ
एࢲࡍప ڕ ࠹సदࣄ  ఏࠫܽ ࡱࡌ
ఒకܽ మߕࣆ ࠾ࡍऒ ల ݟڕ ఈ ࣃब झࡽࠋయࡍ࢘ ంۨన߅సంబం ڕలߕ  అࣆࡱߧ ߖफంڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ  ఒకܽ ߘߝ 
మړݡ࠮ ࠾ࡍ సంబం߅ంۨనࣃࡱߧ ڴ࢑फ झࡽࠋయࡍ࢘ బܽदڒ ߘ  మ߭ݟ ࠾ࡍంݥంࡍ࢘ ݋యࡽࠋझ  x z 
అޙ࠼ ఇతర ࢘ࡍయࡽࠋझ  మࡍ࢘ ࠾ࡍయࡽࠋझ .y t 
 ఇం߭ݟంݥంࡍ࢘ ݋యࡽࠋझ బܽद సछڒ  తంऴత ࢘ࡍయࡽࠋ ఉనऒ  ۲ట ڒబܽद మనం ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद మనڕ 
సछ ݡంࡓ తంऴత చరࡱࢤࡌ ఉߕऒ नࠈం࡮ బܽदڒ ࠼  మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఇకए డ ࡮ంࠈन  మ޳ࡶ ࠭ ࠾ࡍ y t mu 
ఏ࢐ ߕ޼సफవ సంఖङ ࢐సफవ సంఖङ ߕ޼ఏ ޳ࡶ ࡱ ࢐సफవ సంఖङ ఏకపࣾ ߕఏ࢙ ࡱ పओۮ ߖఅ ࡱ వछߖ ంݟ.
 ఇߩओ चࢁమనం మ ݡ  ऴࣃ࢐भ ం  ప ऱ࣒  ݀ ఐ పऱ࣒  ऴޓ ఈకछ ప  ߤࢗ࣊ ܿ ࡽ ऱ࣒ ఈకछ ܿ ࡛ࠂ   x t z ݋࠼ఎ ܿ ࡽ
ఇߩओ వలం ఈకछښ ݡ ङޑऴప ڕ࡮ ߖ ࡽ ࠪऒ యం ۯయంݟ  మ࠾ࡍ సࠪనం మ࠾ࡍ ఆ߯ y mbda t mu 
అకए డ ఏࠫ ఉం޾ ۫డంݟ  ప ऱ࣒ नࠈం࡮    ప ऱ࣒  సࠪనం  ࡮ంࠈन  ప ऱ࣒  ఈకछ x 2 ړ ࡽ 3 t 7 4 t 8.
 ࣾࠫంచంݟ అ࢑ ࡔ࢘ ޴ధంڴ ఉం࡯ݞ ࣾࠫంచంݟ ఆࣣ ఇ޴  ప ऱ࣒ ప  ڷࡱߕ  ऱ࣒  z mu z mu ࡯ݞఉం ࠼అ ࡛ࠂ 
ఎڒ ޴ࠫߖబܽद ࡓండవڒ ޴బܽद ఇ޴ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ڷࡱߕ అࣆۨࣇ ߖफం࠴ , ޴దܽ ښ ࡹߖ޳వలం z mu 
ऴపޑङ ࠪऒ యం࡮ 2 ߘߝ ڴంࠈन  ప ऱ࣒  3 కڵ࡯ ఉంܼڒ ߘబܽद ߕ దగ ठర అం݄ 7 ࠳న࣒ 2 ࡮ంࠈन  న࣒ 3 mu x࠳ 

న࣒ mu z࠳ న࣒࠳ ݡఏ ߖ దܽ ఒకܽ࠴ ޴फంࣆఇ ڴ࠭ ڷࡱߕ న࣒࠳ ޴ࠫߖఎ ߖ ޴ండవࡓ సࠪనం ړݟڕ x
नࠈం࡮ ݡంࡓ एࢲࡍప ړߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ ޴फంࣆఇ ࠭ ݡ࠮ న࣒࠳  రం ఏ࠳ ݡన࣒ ࡓం࡮ ݡంࠈन  న࣒࠳ 
नࠈం࡮ ࠪڒ ࠭ ݡ࠮ नࠈం࡮  ޴ంݟయబۯ ݋࣊ ޜޔషర ߝఅ ࠭ ࠪڒ ࠭ ڷࡱߕ న࣒࠳ ޴ࠫߖఎ ࠪڒ   
మࡓ ࠭ ࠾ࡍం࢐ ݢసफవ సంఖङ ల ߘంݟ వۨऐ నڒ ࢑బܽद ࠪ వదभ ࢑࢑ధ ࡮ంࠈन  మ࠮ ࠾ࡍङ  సంڝ 
అనంత࠳న పࢲࡍए ऒߕఉ ࡱࡌ नࠈం࡮ ޒऴప ࡏࠬ ࠾ࡍమ ࠼ एࢲࡍ࢑࢑ధ ప ڕ  ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߘలࡌ
नࠈం࡮  మޕࡏࠪ ࠾ࡍ ఉనऒ ం޶న ࠬ࢑࢑ ࡏధ పࢲࡍए एࢲࡍప ࠾ࡍమ ࡏޑ޶ం߰ ߘలࡌ రం ࠪޕࡏ mu 
ఉంܿం޴ .
 ఈ ఉ޳హరణ ޳छ హరణ  ప޳ఉ ࡗన మݟంచబ޴అం ࡌ ऱ࣒   ప ऱ࣒ న࣒  ప࠳ న࣒࠳  ऱ࣒  8x 5y 11z 30 x 4y 2z 
సࠪనం ࡓ ݡ࠮ం࠳ ݡన࣒  ప ऱ࣒  ఐ޶ సࠪనం ࠪతృక ߷ర࠹ ఎ޴ࠫߖ ఐ޶ పదڜం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ x y z 
भ޳ࡌ ݡంࡓ ڷࡱߕ న࣒࠳ ం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ ఐ޶ మ࠾ࡍ ఇ࡯ޘ ޴యڒࢗ ߖद࡛ ߯  వࡍ फంచబޔݡం޴ xyz 
ओ߯࠭ ڕߕ ऒߜప ࠾ࡍమ ݡ࠮  ంݡ ఇ࢐छ బܽद ఈ సందరगڒ ࡯ ంࡹ ఆڻघ ం݃ݭ ࠪङ ऴܽڡझ  ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ 
ఒకܽ ࡓంݡ ఐ࠳ ޶న࣒ ࠳ ڷࡱߕన࣒ ఒకܽ పదڜంࡓ ݡంݡ ఐ޶ ࠭߯ओ ऒߜప ࠾ࡍమ ݡ࠮  ంޜݡ 
߭ంచబݟంڒ ޴బܽद ఉߕऒ ऒߕࣆ ڴరణం߄ࣃ  ࠼  వࡏసڒ ࢓ࡶ ࡱబܽद మనం ࠴దܽ޴ వߖ ߤ ఒకܽړ r 
ఎࡓ ޴ࠫߖ ऱܿ ఒకܽࡏࠪ ڴऐ ऒߜప ࠾ࡍమ ޶న࣒ ఒకܽ ఐ࠳ ݡంࡓ   ం޳ంڕ ంݡ ఇతర అݡन వࡏసలߘ r 
ऒߕࣆ ߘలڒల࠮ ఇతర ߖࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ దܽ࠴ రऐࠪ ڴ వలࣄ ఉంܿంࡓ ޴ంࣃ ݡब నంࡓ ࡹంݡ పऱ࣒  r r 

వߤ మࣃ ݡ࠮ ࠾ࡍब నం࠳ ݡ࠮ ࡹన࣒ ࡓంޜ ݡ భࡎ फ ۯయబޔݡం޴  వ࠴ ߤదܽ r r r ti mes r 
ऒߕࣆ స ఒకࡏవ ࢓ࡱߖ ऒߕࣆ   సగం ࠳ ݟڕన࣒ ڷࡱߕ పऱ࣒  ఐ޶ ఎڷࡱߕ ޴ࠫߖ పऱ࣒  ఐ޶ ఎ޴ࠫߖ V 
న࣒ 32 ప࠳ ऱ࣒  5 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬ࠴ ࡏదܽ ڒల࠹ ఎపओ  ݡన࣒ ఇర࢙ ఏ࠳ ߖߖ޳ బܽदڒ ޶రࠪ ڼ࡮ܽ
పऱ࣒ ݡంࡓ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ  అߖ ऴࣃ࢐भ ం  పదڜంݡ ఎڒ ޴ࠫߖబܽद పదࣔࡏ పऱ࣒  పదڜంڒ ݡబܽद ఇర࢙ ఏݡ 
ఎ޴ࠫߖ ఆ߯ ࠳ ݡ࠮న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంࡓ ݡ ऱܿ ࠳న࣒ ڒ ڷࡱߕబܽद ఇ޴ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఒకܽ ఏݡ r 
ఐ࠳ ޶న࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ࡓంݡ ఐ࠳ ޶న࣒ ڷࡱߕ అం݄ ࠬڕ పߜऒ ం࠳ ݡన࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ڒ ݡ࠮బܽद 
పߜऒ ం࠳  ݡన࣒ ڡࣄझ  అం݄ ࣔڡࣄ ࠆझ  సڝ ߖ޵ ߘߝ ,ࡔసం ऴపయޒऒ फనऒࣆ ओߩత ޴  లకం y࠮ దܽ࠴ ,బܽदڒ 

రऐࠪ ߘ మघࠫ ړߖݞ ऒ࡯  అߘమࣃޒफ ࠭, ఒకߖߖ޳ ఒకޜߖ޳ ఒకܽ ߮ࡎऱ࣒  ఒక r r ڕߕ అం݄ ߤవ ޴फంࣆۯ 
ఐߘ ޶ంݟ ఎ޴ࠫߖ పదڜంړݡ ఎ޴ࠫߖ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ  అߩओ ओ߯࠭ ޴అ ݡ  ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࠳న࣒ 
ऒߜప ࠾ࡍమ ޶న࣒ ఒకܽ ఐ࠳ ݡంࡓ ݡ࠮ ݡంࡓ ڷࡱߕ ంޜݡ ߭ంచబݟంߘߝ ,޴ ఈ ࡓం࠮ ݡలڒలߘ 
ऒߕࣆ రऐࠪ ڴ వలࣄ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࡓ ߘߝంࡓ ߖݡంݡ పऱ࣒  వޜ ߤ భࡎ फ ࣆۯफߕऒ  r r r r ࠾ࡍమ ߘ
बࣃ ݡ࠮ నంޜ ࡹ భࡎ फ ۯయబݟం࠳ ݡ࠮  ޴న࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఒకܽ ࠴దܽ వࡏసࡹ ఒక అ޶࠼ r r 
ఎ޴ࠫߖ పదڜంݡ పదڜంݡ ఎ޴ࠫߖ ࠪర޶ࡶ మڕߕ ࠾ࡍ ࠭߯ओ  ఎߕࣆ ޴ࠫߖऒ  ఉంܿంڒ ޴బܽद ah 
పऱ࣒ ڷࡱߕ న࣒࠳ ڕߕ  ఐࠑ ޶ ఎ޴ࠫߖ ఉంܿం޴, ఇڕߕ ޴ ఇర࢙ ఏߘ ݡంݟ ఎࡓ ړ޴ࠫߖంݡ పऱ࣒  
పదڜంࠑ ݡ ఎ޴ࠫߖ ఇࣆफం޴  మࢁऱ ఇర࢙ ఏࠑ ݡ ఎڒ ޴ࠫߖబܽद ࠬ࠳ ڕన࣒ ࠳ ࢟ࠀన࣒ వߤ అࣣ ࠳న࣒ y 
ఇర࢙ ఏࠑ ݡ ఎڒ ޴ࠫߖబܽद ఇకए డ ࠬڕ ఇర࢙ ఏࠑ ݡ ఎݟڕ ޴ࠫߖ ఉంܿం޴, ఆ߯ ࠳ ڕߕన࣒ వߤ పऱ࣒  ݀ 
పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ బܽदڒ ڷࡱߕ  ޴ఉంܿం ޶࠼అ ڕߕ బܽदڒ ޴ఉంܿం ݋࠼ఎ ࠑ ࢟ࠀ ࠹݅  ڕߕ ࡛ࠂ ࠑ ࢟ࠀ 
పऱ࣒ ࡛ࠂ న࣒࠳ న࣒࠳ ࡎࣃ ࡗ܋ ऒߕࣆ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ࢟ࠀ  ڕߕ బܽदڒ ڷࡱߕ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽदڒ 
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ఒకܽ , ఆ߯ ఐ࠳ ޶న࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ఎࠑ ߤࢗࡵ ఎ݋࠼ , అڕߕ ޴ ఐ࠳ ޶న࣒ పదڜంݡ ఇࣆफంڷࡱߕ  ޴ 
అం݄ ఇర࢙ ࠳న࣒ పదڜంߘ ݡంڒ ڷࡱߕ ݟబܽद ࠫޛ ڕߕघ छ޳ ޴  బܽद ఈڒ ޴ఉంܿం ڷࡱߕ ࡌ
 ࡱబంధనߖ
ओ߯࠭ ݟంߘ ݡ࠮ ओ߯࠭ ߧ࡯క ڷࡱߕ ఇర࢙ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ   ړࡍవۨ ࠾ࡍమ ޴ࠫߖఎ ࠑ ڷࡱߕ ࠢ࠻ 
ऒߜప ڕߕ ం࠳ ݡన࣒ ࡓంࡏࣃ ݡऱ ࠭߯ओ న࣒ ࠭߯ओ࠳ అం݄ ޴ࠫߖఎ ࠑ  छ޳   బܽद tw  elveڒ ڷࡱߕ ࡌ
నలࠢ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࠭߯ओ  ఎ޴ࠫߖ ప޺भڷࡱߕ ޴ࠫߖ ఇߩओ  ఒకܽ ޴ఇ ࡱవలం ఇర࢙ښ లకం࠮ ࡍప޶త ݡ
ऒߖ޵ ߘߝ  ఒకܽࡌࠪ ڴऐ ऒߕࣆ ఒకܽ ݡంࡓ ऱࡏࣃ ݡఇర࢙ ఏ ݟంߘ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ࠑ ݡంࡓ ࡯ ऒߕࣆ   r r 
ఇతర వࡏసޑ  ࡱకబడڕߕ ࡏ࢐ ߖ ఇߩओ घࠫޛ ڷࡱߕ ఒకܽ ݡ  ޴ఉంܿం ڴࠈ ڷࡱߕ ޴ࠫߖभ޺ప ڷࡱߕ ޴
 న࣒ ఒకܽ࠳ ڕߕ బܽदڒ ޴ఇర࢙ ఉంܿం ڕߕ న పదం࡯ڵࠫ ޴ంޔ࢓వలం ఒకܽ అښ ޴फ ఇ࣋ށڷ ߘߝ
ఉంܿం࠳ ߘߝ ޴న࣒ ࡓంݡ ఎ࠳ ࠆన࣒ ࡓంݡ ఉంܿం޴ ఇߩओ  ࢓ࡱߖ ండవࡓ ߘఉంܼ ڵ࡯క ߘߝ ݡ
వࡏసߖࡹ ఇతర ࠮లڒలߕࣆ ߘऒ రऐࠪ ڴ ऱ r r phiࡏࣃ ޴ࠫߖఎ ߖ న࣒࠳ ఒకܽ ߖߖ޳ఒక ,ړߖݞ r 
ࡎభ ޜݡంࡓ फ ۯయంݟ మ࠳ ݡ࠮ ߖݡ࠮ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽࡏࣃ ڷࡱߕ ړऱ ࡓంޜݡ భࡎ फ ۯయంݟ, r r r 
ऒߖ޵ ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ంޔࡏࠪ ڴ సࡏవ ࢓ࡱߖ  ޶రࠪ ޴ండవࡓ ࡹ ࠹లڒ దܽ࠴ ߘߝ  0 1 0
ऐࡍࠪ నటऱ࠮ ޙ࠼డవ ࢓ࡱߖ వࡏసߘߝ ࡹ ఏࠫ కڵ࡯ ఉంܼڒ ߘబܽद ࠴దܽࠫޛ ޴घ  ޳ࡶ ڷࡱߕ ړ޴
ఒకڜߖ޳కܽ ޜڷࡱߕ భࡎ फ ۯయబݟం޳ అం݄ ۨనऒ ओࡏࠪ   ఇڴ4 ࠑ 9 ޴ ఉండږడࡏࣃ 2 ࠑ 4 ࠑ 1 ޶ऱ r3 
ఉంڒ  ࡯ݞబܽद ࠬ࠳ 5 4 ࠑ 11 ڕన࣒ 11 4 ࠑ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇర࢙ ࠳న࣒ ࠫޛघ घࠫޛ ݟంచంࠫࣾ ޴  r1 ࠑ ޴
పऱ࣒ ߤన࣒ వ࠳ వలంښ ޓఈ పదం ऴ ڷࡱߕ ऒߕࣆ ޶న࣒ ఒకܽ ఐ࠳ ࡛ࠂ ࠑ ࢟ࠀ ݀ ݀  ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   ఒక r 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ   ఆ߯ ڕߕ ఆࣣ ఉంܿం޴  ఈ పదం ڒబܽद పదڜంߘ ݡంݟ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࠑ ࠀr one r one 
ఎ ݅࠳ ࠹న࣒ ఒకܽ , ߘߝ పదࣔߘ ࡏంݟ ఐ޶ మߖऒ ం۪ పదࣔࠑ ࡏ ఎڴ޴ࠫߖ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠳న࣒
ఒకܽ అࠫޛ ޴घ  ړ޴ప ړ޴ప ޴బܽद ఇڒ ఒకܽ  ޴ఉంܿం ڴ న࣒࠳ ڷࡱߕ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ ڷࡱߕ ړ޴
బܽद ࠭߯ओڒ ఒకܽ ޴ంޔ࢓అ ڷࡱߕ  ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఐ޶ ఎړ޴ࠫߖ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ڕߕ r 
నలࠢ ఎ޴ࠫߖ ఉంܿం޴ , ఆ߯ ࡓండవ࠳ ޴న࣒ ࡓం࠼߱࡯ڵࠫ ڴݡం޴ అ޴ ۨవ޴ࡍ ప޺भ࠳ ڷࡱߕ ޴ࠫߖన࣒
ఒకܽ ߘం࠳ ڷࡱߕ ݟన࣒ ࡓంݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇߩओ  ఈ ߘߝ ,޴ఉంܿం ߝڴࠈ ڷࡱߕ ړఇర࢙ ݡ
ऒߖڒల࠮  ఒకܽࡌࠪ ڴऐ  ࡯
ࡓ ޴ప ړڷࡱߕ ߖݡ࠮ బܽदڒ ऱܿ ݡ࠮ ࠪరऐ ంݟ ఇతర అݡन వࡏసࡱ ࠪరߕࣆ ࢓ऒ   ఒకܽ ࠳న࣒ r r 
ఒకܽ ࠳న࣒ ࡓంߕࣆ ݡऒ ऒߕࣆ   ఒకܽ ښ ߘߝ ڷࡱߕవలం ࡓంݡ ఇతర ࠮లڒలߘ ఈ ࡓంݟంܽߖ t  en 
ऒߕࣆ फࣃࡏࠪ ڴ ࡎభ ޜݡంࡓ ݡంࡓ బܽदڒ ߘ फ ۯయబޔݡం޴ పऱ࣒ ࡎఒకܽ భ ݡ࠮  फ r r r r 
 r r ݡ࠮ ڕవర ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ࡏపదࣔ ݟంߘ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ࡏన࣒ పదࣔ࠳ ఒకܽ ޴ంޔݡయబۯ
ओࡏࠪ ࡹసࡏవ ࢓ࡱߖ ండవࡓ ࠾ࡍదܽ మ࠴  ఉండ޶ ۨవ޴ࡍ ఈ ఒకܽ  ࣃब నంࡹ  ప ऱ࣒  um r two r two r 
ऴߕࣆ ڕߕ ޓऒ  ఉంܿం޴, ఇߕࣆ ڕߕ ޴ऒ  ఇవछ बࣃ  ࡱ࠻࢑ష ݡంࡓ ఆ߯ ఈ , ޴ంޜࠓ నంࡹ r one r one 
పదࣔߘ ࡏంݟ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఇ޴  పదం మࢁऱ ߕࣆऒ  అڕߕ ޙ࠼ నలࠢ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ పదࣔࡏ పదࣔࡏ 
ओ߯࠭ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴݡంࡓ ݟంߘ ఇకए ,޴ࠫߖఎ ࠑ ޴ࠫߖఎ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ  డ ఒకܽ ࠬڕ 
ఖۨऐ త࠳న పࢲࡍए రం ఉం޴ ఈ సందరग ంࡌ ࡹङ ంڕࠬ ݡ࠮ ڡ సࡕన పࢲࡍए రం ఒకܽ ߕࣆऒ  మࡓ ࠾ࡍంݡ 
పࢲࡍए రం 
ఈ సందరग ంࡹ పࢲࡍए రం ऴపޙङ క࠳న޴ త޶పࡍ ఉపߕङ ऒߖڜࡍమ ࠭࠲ ࡹలࣃ  ఉ޳హరణలࣃۯ ߘफ ࠭, 
ఇంߖ ࡏࠬ ࡹ޶ర प࠼ంۨన ࣄసद࠹ ల మ࡯दࡲ࣍ ࡽߩङ  ah ࡱహరణ޳ఉ ޜ ڕల ࠹సदࣄ ݭ࣌ݟ ంద ఓవ࡛ړ ܾ
ఉంܼ࠼.
  ఆߤझ  మ࠾ࡍ ఈ ࢑ష࠻లߗऒ  ࠬ అందڔࡍ ధనङ  ࡱ޳࢐
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