
 ఓښ ऴ߾ంݭझ  మనం ఇపओ ऐࡍంۨ చࡍڷ య࡛ అసࠪనతߖࡰ ࡹ ࡽࠋయࡍ࢘ ఒక ښܽ ంۧ࠭, ఇߩओ  ݡంࡓ మనం ݡ
ऐࡍంۨ చࡍڷ య࡛ అసࠪనతߖࡰ ࡹ ࡽࠋయࡍ࢘ फࣃ  య࡛ అసࠪనతߖࡰ ࡹల ࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ బܽदڒ ࠭
అం݄ ఏࠫܽ, 

࢐సफవ సంఖङ ऒߕࣆ ఆ߯ ,ޙ࠼నటऱ޴ంۮ ڕ ప ࡯డनھ న࠳సࠪన ړ ऱ࣒  కޙߧ࡯ అంܼࡏ.abc c 
ప ࡯డनھ ࡱఅసࠪనత ޙ࠼య࡛ సࠬకరణం అߖࡰ ࡹల ࠾ࡍమ ࠾ࡍమ ࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ  ऱ࣒ झڡڒ   x y ړ 
సࠪనం కం݄ తڕए వ ప ऱ࣒ ङڒ  झڡ  కం݄ ఎڕए వ ప ऱ࣒  ఈకछ సࠪనం పऱ࣒ ړ ࡽ एڕకం݄ త ࣄ  వ మڡ࠻ ࠾ࡍझ  ప ऱ࣒  ߖ 
एڕకం݄ ఎ ࣄ వ మ݋ࡵ ࠾ࡍ అࡓ ߝంࡍ࢘ ݡయࡽࠋ లߖࡰ ࡹయ࡛ ఇښछ షߤ అంܼࡏ.x y 
ఆర ࠭࠲  न࡛ య࡛ xy xyߖࡰ ޴फ ఇ࣋ࡍफపߧసంతృ ړ ࡽࠋయࡍ࢘ ߖయ࡛ అసࠪనతߖࡰ ఈ , ߖڜࣆޓ ߖన జతࣄۯ 
ఈښछ షڕ ߤ పࢲࡍए రం అۮ ߖపओ ంࡏࠬ ޳ࡶ ݟ 
పओۮ ࡏࠬ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ࡹ ࡽࠋయࡍ࢘ ߘవࡱ࢑ ߖࡹయ࡛ అసࠪనతߖࡰ వ۪ऐ , ఉ޳హరణڕ మనం xy 
.ం޳ంڕߘంܼ࠭ అڕࣆޓ ߖంܽݟంࡓ

 ప ऱ࣒  కం݄ ߭దभ޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఆర न࡛  ఈ 1 2 ఈ సరళ  x 3y 1 ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ߖన జత 1 2ࣄۯ 
సࠬకరړߖހ పࢲࡍए రࠪ ޳ࡶ 

ప  ߖ ऱ࣒ एڕకం݄ ఎ  ޴సࠪనం, ఇ ړ ݟంߘ   ࡯࠻ۯ ڥߖత ࠭࠲ ߖఅ ޳డږటद߭ ࡹ  వ  ࣾࠫంచం2 ݟ 1 3 2 7 1 8
8 1 కం݄ ߭దभ޴ ఇ޴ సరళ అసࠪనతߖ సంతృߧफ పࣆࡏफం޴  ప ऱ࣒  ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఈ ఒకܽ 2x 3y 
एࢲࡍప ړఈ అసࠪనత ݡంࡓ రం ࡓంݡ  ప ऱ࣒ एڕఒకܽ కం݄ ఎ ݡ࠮  వ ڕࣆޓం޳ం.x y 
 ఉ޳హరణ࠳ ڕన࣒ కం݄ తڕए వ ۮపओ ంݟ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 3 ࡱ࢑వߘ పࡍగށంచంݟ మ࠾ࡍ ఈ x y 0 
एڕకం݄ త 0 ࡹ న࣒࠳ ߘవࡱ࢑ వڴ ఉంచంڒ ݟబܽद ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ 3 ࠳న࣒ 4ړ సࠪనం, ఇ޴ మࢁऱ 0 x y 
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ 1 3 సࠬకరణంߖߖ޵ ࡹ సంతృߧफ పరచం࠳  ݟన࣒ 1 0 కం݄ తڕए వ x 
छښన࣒  ఈ࠳ బܽद ఈڒ షړߖ޵ ࡹ ߤ పࢲࡍए రం ࠳న࣒  కం݄ తڕए వ ऴڴ߸కࡲ࣍ ࡽङ షߤ ऴڴ߸క3 1 ࡽ x y 0
ङࡲ࣍ షߤ 
झࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ छښఈ ࡹ  షߖࡰ ࡹ ߤయ࡛ ࡅకए  ऴڴ߸కࡲ࣍ ࡽङ షڒ ߤబܽद మనం  ప ऱ࣒  ఐ޶ కం݄ x y 
߭దभڴ޴ ప޳࡯ࢣࡍभ ం ఇࡓ ޴ంݟంܽࡹ సరళ సࠬకరణం.
కएࡅ ఖࡔ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ࡽࠋయࡍ࢘    ऴࣃڶ ߘ ࠆڴफ ࠭  ప ऱ࣒  ఐړ޶ సࠪనం ఈ  ప ऱ࣒  ఐړ޶ సࠪనం x y x y 
ప  ࡏబంధ సࠬకరణం అంܼߘఅ ړߖ޵ ऱ࣒  ఐ޶ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ࠬߖ޵ ࡏऒ  फ ఈ సࠬకరణం x y n࣋ڶ 
కएࡅ  ऴࠆڴ 
ఈ సࠪనతछ ޳ࡶ ం   ప ऱ࣒ బܽद  పڒ ޶లం 1 2 3 4 5 1 2 3 4 ఐ࠮ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ5  ऱ࣒  ఈకछ  x y x y ܿ ࡽ
ऱࡿࢗ ݞంڷ ంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఖ ఈࡔ అం݄ ఈ ࢟ࠀ ओߩఅం݄ ఇ ࡯ ఖ  పࡔ ఈ ݡ ऱ࣒  ఐړ޶ సࠪనం ఈ ߮ऱߖ ߤ x y 
࢑భ܊ంచంࡓ  ݟం޳ࡶ ࡱڴ࠙ ݡ ఈ ࢑ࠪనం అనంత࠳న అߝక ࠼ߦంటऱߘ కڵ࡯ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఈ అߖऒ  
ం࠼ߦ ݋࣊ దܽ࠴ బܽदڒ ޴ఉంܿం ࡹ ߤࡷ ఒక ࠙గం ఈ ޴ంݟంచబ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ݡ࠮ ݋࣊ ంటऱ࠼ߦ ऱܿ 

ఈ పంڕफల߯  ప ऱ࣒  సࠪనంڴ ఉంܼ࠼  ఐ޶ అం݄ ఈ ࠼ߦంటऱߗऒ  ఈ సࠬకరణం  ప ऱ࣒ xy x y x y ړ޶ఐ ߖ 
సࠪనం మࡓ ࠾ࡍండవ ࣊࠼ߦ ݋ంటऱ సࠬకరణంࡹ సంతృߧफ ۮం࠼ޑ޶  ప ऱ࣒  ఐ޶ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽदx y 
ఇ޴ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफప࠼ߦ ۯࡍంటऱ ࡓండవ ࣊݋  ప ऱ࣒  కం݄ ఎڕए వ 5 కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ  x y 5 x
 ప ऱ࣒ సࠪనం అం݄  ప ړ ݋࣊ డవ࠮ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  ऱ࣒   కం݄ తڕए వ  ప ऱ࣒   కం݄ తڕए వ y 5 x y 5 x y 5
ړబܽद ఈ పంڒ फ  ప ऱ࣒  సమతలంߖࡹ అߖऒ छࡔ࢘ ݡ࠮ ߘల ݋ం࠼ߦ   x y ޴ఇ  ޴फంࣆ܊࢑భ ڴࡱ ݋࣊ ల ݋࣊ ࡏ
ఈ ࡹ ߤࡷ ఉం޴  ల࣒ ఐړ޶ సࠪనం మ࠾ࡍ ࣊కం݋࣊ ݭ  ప ऱ࣒  ఐ޶ కం݄ ఎڕए వ మ࠮ ࠾ࡍడవ xp y x y 
ంటऱ߯࠼ߦ ݋࣊  ఉంܿం޴, ఇڒ ޴రణం  ప ऱ࣒  ఐ޶ కం݄ తڕए వ మ࠾ࡍ ఇ޴ ۨऴతం ڒబܽद మనం ఈ x y x 
 ప ऱ࣒  ఐ޶ మ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ అۮ ߖపओ వ۪ऐ   ప ऱ࣒  కం݄ తڕए వ అం݄ ఈ పంړ फ  ప ऱ࣒  y x y phi x y 
అం݄ ఐړ޶ సࠪనం ఈ ߮ऱࡓ ߖ ߤంࠆࣔ ݡ ߮ऱ࢑ ڴࡱ ߤభ܊ంచంߖߖ޵ ݟ ࠭ంࠆࣔ ڴ޶ ߮ऱߤ అంܼࡏ మ࠾ࡍ 
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ࡏఅంܼ ߖఅ ߤऱ߮ ࠆࣔ ߖߖ޵  ߖఅ ݭకం࣊ ߤసగం ߮ऱ ޴ఇ ࠾ࡍమ ߖఅ ߤదట సగం ߮ऱ࠴ 
పओۮ వ۪ऐ .
 ఈ ߮ऱڝ ߤऱܘन  ߮ऱ޳ࡶ ߤ ఓ߭ రߖ ߖఅ ߤऱ߮ ߤ प࠼ం۪࡯࢐ڝ.

एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ ڒబܽद అసࠪనత ࡅకए  అసࠪనత సంښతం సࠪనతछ ంࣃ ࡹऱ ఉం݄ ,   3 ڴ ڡ
అߘబంధ సࠬకరణం ޳छ ړన పంݟంచబۨࣇ ࡌ फ అ࣎ࡍߪ ߤࡷ ݋ࡃࣄ फ పంړ फ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ऴߘ ࠆڴ 
ओߩనࣄڶ సࠬకరణం  ప ࡏࠬ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡮ఇ ߤࡷ ݡ ऱ࣒  ం݄  ఒకܽ కం݄ x yڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ࡹ 
తڕए వ ࡓం࠳ ݡ࠮ ޳ࡶ ݡన࣒ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ ఈ అసࠪనత కݎన࠳న అసࠪనత ఈ x y 
సందరग ంߤࡷ ࡹ సగం ߤࡷ ۪కए ల ࡔఖ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࡍߪ फ ࢑ࠪ ߤࡷనం దగ ठరڴ సగం ߮ऱߤ ఈ సࡍహ޶भ 
ఖۨऐ ࠾ࡍమ ޴ంޔߩ۫ ݞږ ߘఖࡔ త࠳న ऴపࡆజనం ఉనऒ ओߩ  ڵ࡯క ߘ ߤࡷ ఈ ࡽ࢑ ߤऱ߮ ࠆࣔ ࡛ࠈ ݡ
ఉండ޶ 
,
 అంښ޶ ఇ޴ ۪కए ల ࡔఖ అߖ అర बం, ఈ సࡍహ޶भ ۯరऐ బడ޶ࡶ మࡍߪ ࠾ࡍफ ࡔఖ అం݄ సࡍహ޶भ ۯరऐ బݟం޴, 
ఇߩओ ङࡲ࣍ ڕమన ݡ ష݋࣊ ߤ ఉంڒ ޴బܽद ࣍ࡲङ ష݋࣊ ߤ అం݄ ఆర न࡛ ऒߖన అࣄۯ   జత ఆ࡮औ  ݋࣊ ܼࠊ 
ఇۨऐ న అసࠪనతߘ సంతృߧफప࢐ ۯࡍసफవ సంఖङ లߘ ఇۨऐ న అసࠪనత ࡅకए  పࢲࡍए ర సࠫޒ అంܼߖ޵ ,ࡏ
అర बం ࠬ࠳ ݡ࠮ ࡏన࣒ ࡓంݡ కం݄ తڕए వڴ పࡍగށంۨనటऱޙ࠼ మ࠼ߦ ࡏࠬ ࠾ࡍం݋ ఆ࡮औ  x y 
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औ࡮ఈ  ఆ ࡏࠬ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘܼࠊ ऒߖఅ ޙ࠼ఉంۨనటऱ ߖ న࣒࠳  3 ࡱ ݋ం࠼ߦ 
పओۮ వ۪ऐ .
एڕకం݄ త 2 ޴ఇ ࠾ࡍమ ܼࠊ   వ అం݄ ఆ࡮औ ङࡌࣇ వణ޳ऴ ܼࠊ  సफమۮ ړߖ࠻ం޴న޴ మ࠾ࡍ ఈ 3 ఆ࡮औ  
एڕకం݄ త  ܼࠊ న࣒࠳ వ ࡶక߱ޙ ఆ࡮औ ङࡲ࣍ ܼࠊ  షۮ ڕ ݋࣊ ߤం޴నڒ ޴దߖ అర बం.2
 
ङࡲ࣍ ݋࣊ ష݋࣊ ߤ అ޴ߝ అߖऒ  ఆ࡮औ పओۮ ߖఅ ޒల సܼࠫࠊ  గలం, అం݄ ఆ࡮औ  ߖ࡯డनھ అసࠪనత ܼࠊ 
సంతృߧफపరచడం ޳छ झڡ࠻ ޳ࡶ ࡌ  ప ऱ࣒  కం݄ ఎڕए వ ఈకछ झڡ࠻ ޳ࡶ సࠪనం ړ ࡽ  ప ऱ࣒  కం݄ ఎڕए వ ࣄ c 
కం݄ తڕए వ ڡ࠻ ޳ࡶझ  ప ऱ࣒  కం݄ ఎڕए వ కం݄ ఈ పࣄࡍबࡹޒ ఆ࡮औ ङࡲ࣍ ܼࠊ  షߤ ఆ࡮औ ङࡲ࣍ ܼࠊ  షߤc 
औ࡮ఆ ޴న޴ంۮ ڕ ݋࣊ ङࡲ࣍ ܼࠊ  షۮ ڕ ݋࣊ ߤం޴న޶ڒ ޴ ఇߩओ ङࡲ࣍ ݡ షۮ ڕ ݋࣊ ߤం޴న޶ڒ ޴ 
, ఇۨऐ న ߙङ ړ ऱࡄలߘ సంతృߧफపڝ ۯࡍఆࡍ नࡱ ݋ߝ అߖऒ ఉనऒ ڵ࡯క ߘంటऱ࠼ߦ   ࢑ࠪనం ࡅకए  రణం ఏࠫܽڒ 
అసࠪనత ࡅకए  పࢲࡍए ర ڒరణం అం݄ పࢲࡍए రం ڒరణం అం݄ మనం ऴࣃڶ ߖ ࠆڴफ ࠭ మ࠾ࡍ అసࠪనత 
ఇړ ޴ సࠪనం కం݄ తڕए వ ھడन࡯ ప ऱ࣒  అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ھడन࡯ ప ऱ࣒  కం݄ తڕए వ ఈ ࡔఖ ఈ ߖߕ࢑ࠪऒ  c c 
ऒߕఉ ࡱހరڒ ݡంࡓ ڕమన ݡంࡓ  ޴फంࣆ܊࢑భ ڴ࢑ࠪనం ڵ࡯క ߤऱ߮ ࠆࣔ ݡంࡓ ऒߖޑంߦదܽ ऴ࠴ ,࠼  సగం 
࢑ࠪనం ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍండవ ऴߦంߖޑऒ  సగం ࢑ࠪనం ࡓంݡ ऴߖޒߦధङ ం వࣕࣆफంڒ ޴బܽद అߖऒ ం࠼ߦ  ऱܿ 
సగం ࢑ࠪనం ఒకܽ ޳ࡶ సగం ࢑ࠪనం ࡓం޳ ݡछ .࠼ޑ޶ంۮ फߧసంతృ ࡌ
 ంటऱ࠼ߦ ۯࡍफపߧసంతృ ߖంܽݟంࡓ ߤऱ߮ ࠆࣔ ޳ࡶ ఒకܽ ߤబܽद సగం ߮ऱڒ ࢓޶ంࠉ ఒక ޴ߝఅ ߤజࡎ ߤషࡲ  
ऒߖހరڒ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ݋࣊  సంతృߧफ పۧࡍరߖ అڕߘం޳ం, అߩओ ङࡲ࣍ ړ࡯డनھ ߖߖ޵ ݡ ష܊ࡎ ߤయߤ 
ङࡲ࣍ షࡎ ߤజߤ అంܼࡏ , ఇࣄ ޴ కం݄ తڕए వ అం݄ సగం ߮ऱࡓ ߤంݟంܽߖ సంతృߧफప࠼ߦ ۯࡍంݭ࡯ࣃ ݋ 
ङࡲ࣍ బܽदڒ ࡏఅంܼ ߤయ܊ࡎ ݭంࢡ షߘ ݋࣊ ߤ కھߘనړߖݞ అ࡮ठ  ݡంࡓ బܽदڒ ࡯ߕھߘక ࡮ఎ ߘ ࠹థࡍ
కएࡅ సరళ సࠬకరణం ࡹల ࡽࠋయࡍ࢘ ङࡲ࣍  షߘ ݋࣊ ߤ కھߘన࠭࠲ ړߖݞ ఈ ऴړం޴ అ࡮ठ  ߘ ࠹థࡍ
అߘసࣃࡍफ ऒߖހబంధ సࠬకరߘదట మనం అ࠴ బܽदڒ ࠭  ऴڒ ࡯࠻࢐బܽद మనం ఒకߖ޳ऒ .ం޳ంڕࣆޓ 
 ఉ޳హరణࡓ ړం࠳ ݡన࣒ కం݄ ఎڕए వ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకޜߖ޳ సࠪనం ڒబܽद అߘబం߅త x y x y 
సࠬకరణం అߘబంధ సࠬకరణం ࡓం࠳ ݡన࣒ ఒకړߖ޳ సࠪనం ڒబܽद ߖߖ޵ అߘబంధ సࠬకరణం x y 
అంܼڒ ࡏబܽद ఇ޴ దశ ఒకܽ ఇߩओ दߵ࣊ ݡ ऒߕࣆ  సࠪనం ݟఉంచం ݡంࡓ   త y߅బంߘఅ ࡏࠬ బܽदڒ 
సࠬకరణంړ0 ߖ ࡹ సࠪనంڴ ఉంۨనߩओ y ڕఅం݄ మన ,޴ంޔ࢓సࠪనం అ ړ 2 ࠑ అం݄ 1 ڕమన ݡ x 
ऒߕࣆ ݡంࡓ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ  ఉంܿం޴, అం݄ ఈ ࡓం࠳ ݡన࣒ ఖండన అࣾం ఒకܽ ࡓంݡ వదभ  x y x 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ ߖ ऱࢁమ ړ న࣒ x࠳ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړߖ޳న࣒ ఒక࠳ ޴బܽद ఇڒ ݟఉంచం ڴసࠪనం ړ y y 
ఒకܽړ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ , అం݄ అࣿߖऒ ऒߕࣆ   y ڕమన ڴ࢑ధం బܽद ఈڒ ޴फంࣆࡱవదभ క ߤన࣒ వ࠳ 
ం࠼ߦ ݡంࡓ ऱܿ ߕࣆऒ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ .࠼న࣒ ఉంܼ࠳ 
  ఒకܽ మ࠾ࡍ ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱߘ కలపడం ޳छ ओߩఇ ڕమన ࡌ  x y ޴అࣾం ఇ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆవ ߤࡷ ݡ
అࣾం ఇ࠮ ޴లం మ࠾ࡍ మనࡓ ڕం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఒకܽ ࡓంߕࣆ ݡऒ  మߕࣆ ࠾ࡍऒ  బܽद 1 2 3 4ڒ న࣒ 1࠳ 
మ࠳ 4 3 2 1 ࠾ࡍన࣒ 1 ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 3 ڒబܽद ࠼ߦంڒ 0 2 ࠑ 1 ݋బܽद ఇ2 ࠑ 1 ޴ ఇࠑ 1 0 2 ࠑ 1 ޴ ݀ 
ऒߕࣆ  మ࠾ࡍ మࡖక ࠼ߦంߕࣆ ݋ऒ ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ ޴ఇ ࠾ࡍన࣒ ఒకܽ మ࠳   బܽद ఈڒ న࣒ ఒకܽ࠳ 
ओߩసࠪనం ఇ ړߖ޳న࣒ ఒక࠳ ݡంࡓ అం݄ ޴फంࣆవ ߤࡷ फ࣋߮࡯క ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ  x y ڕమన ݡ
అసࠪనత ఉం޴, అړ1 ޴ సࠪనం కం݄ ࡓం࠳ ݡన࣒ ߭దभڒ ޴బܽद ఏ ऴߦంతం పࢲࡍए  x y ޳ࡶ రణంڒ ړߖࡌ
ఏ ऴߦంతం ࣃధङ మࡃङ ऒߖހరڒ   మనం ߖరछ ۨంۧڒ ࡯బܽद ڝ ߖ޵సం మనం ښవలం  తࣄۯ ڥߖ, దశ  ऴ3 ߘ ࠆڴ
కएࡅ ఖࡔ ݟయంڶ కएࡅ ఖࡔ   ऴࡓ ߘ ࠆڴంڶ ߘࠫ ݡయంݟ  ఒకړߖ޳ సࠪనం మࡱߕ ࠾ࡍగవ దశ x sy 
అసࠪనతࡓ ࡱం࠳ ݡన࣒ ఒకܽ కం݄ సࠪనం ڒబܽद మనం ఏకపࣾ ࠼ߦంڕࣆޓ ߖ ݋ం޳ం ఒకܽ x y 
ऒߖހసࠬకర ޻అ ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍం మ޳ంڕࣆޓ ݡంࡓ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ ݡంࡓ  సంతృߧफ పࣆࡏफం޾ rvt 
एڕన࣒ 2 సࠪనం 0 1 సࠪనం కం݄ ఎ࠳ ఒకܽ ޶ڒ ݡంࡓ ޳ࡶ ݟయంۯ ڥߖత ޾ࡶ వ ڒ ޶ڒబܽद ࠼ߦం݋ 
ఒకܽ ࡓంݡ అసࠪనత ࡅకए  పࢲࡍए రం ऴߦంతంࡹ పࢲࡍए రం ऴߦంతం࠳ 2 ޶ࡶ ࡹన࣒ 1 సࠪనం కం݄ x 
ఎڕए వ ఇߩओ भ޳۫ ݡ ం  ऴڒ ࠆڴబܽद ࠼ߦం݋ వߤ ݀ ఈ ࠼ߦం࠼ߦ ݋ం݋ వߤ ݀ అం݄ ఈ ࠼ߦం݋ 
ఒకܽ ࡓంݡ ఈ ܊ࡎయߖࡹ ߤ అబ޳म పओۮ ߖఅ ݀ ߤऱ߮ ࠆࣔ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ߤసగం ߮ऱ ޴ఇ ࡱ ంڒ ݟబܽद ఈ 
 సࠪనం కం݄ ړ1  ޶फ పరచߧసంతృ ߘఈ అసࠪనత ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ࡹ2 ߤऱ߮ ࠆࣔ ఒకܽ 2 ݋ం࠼ߦ

एڕన࣒ ఎ࠳ వ.2x y 
एࢲࡍప 1 ߤऱ߮ ࠆࣔ బܽद ఈڒ  एࢲࡍప ޻అం݄ ఇ ࡯࠻ۯ ݋࣊ ࡮అం݄ మనం ఇ ޴ంޔ࢓రణం అڒ ړߖࡌ రం 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం ࣊ۯ ݋యవ۪ऐ , ఇ޴ ఈ సగం ߮ऱߤ పࢲࡍए ర ऴߦంతంڴ ఉంܿందߖ 
बࣃ ݋ం࠼ߦ సం ఏకపࣾڝ ߝ ఈ ޴ంޔߩ۫ నంࡹ మనం ߄࡮࠮ర ప࠮ ࣾࡎలం పݞږ ߘࣾࡎ 
పࡍగށంచవ۪ऐ  అం݄ మనం ࠮లం ఏ ऴߦంతంࡹ ఉం޾ࡶ ޾ త࡯࠻ۯ ڥߖ 
ऒߕࣆ న࣒ 0࠳ 0 ݟంߘ బܽद 2ڒ ऒߕࣆ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ߝఅసࠪనత అ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ  సࠪనం కం݄ ړ
एڕన࣒ ఎ࠳ ݡంࡓ వ.x y 
 ఒకߖ޳ కం݄ ߭దभڒ ޶ڒ ޴బܽद ߄࡮࠮రం 
పࢲࡍए రం ऴߦంతంࡹ ఉండ࠮ ߗڒ ,޶లం ڷంݞ పంړ फ ޔࢂࢗనऒ ओߩ  బܽदڒ ޶యۯߖప ࣾࡎలం ప࠮ ఈ ݡ
ఈ పࣄࡍब࠮ ࡹޒల పࣾࡎ పۯߖయڒ ޶బܽद 
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ऴܾ ࠼ߦంߖ ݋ పࡍగށంۨ, తۯ ڥߖయడం మంۨ޴ ఆ ࠼ߦంࡲ࣍ ݋ङ ష܊ࡎ ߤయߖ ߤ సంతృߧफ పࣆࡏफం޳ iv 
ङࡲ࣍ ߤఆ సగం ߮ऱ ޙ޴ంۮ फߧసంతృ ࠾ࡍమ ޳ࡶ ష܊ࡎ ߤయߤ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ సంతృߧफ ۮందక߱ߖ޳ ޙ 
వङ ఇవछ ࡹసࠬకరణం ߤక సగం ߮ऱࡔޒ బݟన పࢲࡍए ర ऴߦంతం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఉ޳హరణ࠴ ࡱదట ఈ ࡓంݡ 

 ప ऱ࣒ एڕకం݄ త ݡ࠮ ࠼ఉంܼ ڴ࡮  వ ఆړࡍ సࠪనం ߖߖ޳ ऴڴ߸కࡽ పࢲࡍए ऒߖࡌ  పࡍషए  బܽदx yڒ ݟంచంࡍ
సࠬకరణంࡹ ఇవछ బݟంࡓ ޴ంݡ  ప ऱ࣒ ప  ݡంࡓ త సࠬకరణం߅బంߘబܽद అڒ సࠪనం ڕࡏఆ ݡ࠮  ऱ࣒x y x 
ऒߕࣆ సࠪనం ړ ࡏఆ ݡ࠮ फࣃۯ సమం ړంܽݟ࠮ ߖ బܽद మనంڒ సࠪనం ړ ࠭ అం݄ ݡ࠮ y pu ty x
ऒߕࣆ  అࣾం ࠬద ఉంܿం޳ࡶ ޴ మనం ఈ పంړ फࡓ ߖంݡ  ప ऱ࣒  ऴޓ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  ఆࡏ ఖండనలڕ x x y 
ऒߕࣆ ݡ࠮ అࣾం ݡ࠮  వదभ ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ ऒx x yߕࣆ బܽदڒ సࠪనం ړݡంࡓ  ޴फంࣆۨࣇ ߖ సࠪనం ړ
ړమనం ఈ పం ޳ࡶ ޴ంޔ࢓అ ࢓޶ంࠉ అࣾం ࠬద ݡంࡓ फ ࡓంݡ  ప ऱ࣒ పओۮ ߖఅ ݡ࠮  వ۪ऐ ऒߕࣆ ,   y x y 
ओߩసࠪనం ఇ ړߖఖండన అࣿ ࡏవదभ ఆ ݡంࡓ కएࡅ బంధ సࠬకరణంߘఈ అ ݡ  ऴߦ ߘ ࠆڴऱ  y ݟయంۯ ݋
 x yx 0 x ࠾ࡍమ 0 3 ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ 4 3 2 1 4 3 2 1 ޴ఇ 0 3 ݋ం࠼ߦ బܽद అࣾం ࠬదڒ ޴ఇ ޴బܽद ఇڒ

అࣾం ࠬద ࠼ߦంڒ 2 0 ݋బܽद ఈ ࠼ߦం2 0 ݋ ఇߩओ  y ߤࡷ ޴బܽद ఇڒ ݟకలపం ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ݡ
ప  ޴फంࣆۨࣇ ߖ ݡంࡓ ऱ࣒ ړఈ పం ࠾ࡍసࠪనం మ ڕࡏఆ ݡ࠮  फ ఈ ߖߕ࢑ࠪऒ  సగం ߮ऱߤ ఒకܽ మ࠾ࡍ x y 
సగం ߮ऱࡓ ߤం࢑ ڴݡభ܊ంۨం޴, ఇߩओ రछߖ ࠵ఉంܼ ڴ ߤమనం ఏ సగం ߮ऱ ݡ ۨంచవలࣄ ఉంܿంړߖ޵ ,޴ 
 ఏకపࣾ ࡏࠬ ޳ࡶ ంܼ࠭ڕࣆޓ ݋ం࠼ߦ ఒక ఏకపࣾ ࠭࠲
ఏకపࣾ ࠼ߦం݋ పࣾࡎ అۮ ߖపओ వ۪ऐ .
 పࢲࡍए ర ڒరߖހऒ రछߖ  ۨంచ࠳ ,ړߖݞన࣒ ఒకܽ ࡓంݡ మ࠾ࡍ ఇۨऐ న ࠼ߦంڕࣆޓ ߖ ݋ం޳ం  సࠬకరణం 
సࠪనం కం݄ 2  ప ړ6 ऱ࣒  3 తڕए వ.x y 
న࣒ 1 ప࠳ ݟంߘ బܽद 2ڒ ݟఉంచం ߘవࡱ࢑ 2 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ ఈ ࡹబܽद ఈ సࠬకరణంڒ  ऱ࣒  ړ4 2 ݟంߘ 3 
సࠪనం, ఇ޴ ఆࡏ కం݄ తڕए వ ڒబܽद ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓంݡ సంతృߧफ ۮం࠼ޑ޶  సࠬకరణం ࡓంݡ  ప ऱ࣒  x 
एڕకం݄ త ࡏసࠬకరణం ఆ ݡ࠮ వ అం݄ ఇߩओ న࣒ ఎకए࠳ ݡ డ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓంڒ ݡబܽद ࠳న࣒ ఒకܽ y 
 ޴ంޔ࢓అ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ݋ం࠼ߦ అం݄ ఈ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽदڒ ݡంࡓ న࣒࠳
ओߩబܽद ఇڒ ޴ంޔ޶ంۮ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ బܽदڒ  ݀ ߤఅం݄ సగం ߮ऱ ݀ ߤऱ߮ ࠆࣔ  ݟయంۯ ڥߖత ݡ
ङࡲ࣍ ష܊ࡎ ߤయߤ అߖ అర मం ڒబܽद ࠭࠲ సగం ߮ऱߤ ݀ అߦۮ ߖओ ర߱ ݭ࣌ బܽद ఈڒ ࠭ लߤ ఈ ݭݥࢺ 
छښఈ ߤయ܊ࡎ షࡹ ߤ ఇవछ బݟన ࡲ࣍ ړߖ޳ङ షࡎ ߤజڒ ߤబܽद ࡎ ݭݥࢺజࠆࣔ ߤ ߮ऱࡓ ߤంݡ పࢲࡍए ర ڒరణం 
एࢲࡍంతం పߦడ࡛ ऴࢺ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ړߖޑంߦన࣒  ఈ ऴ࠳ రం అޔ࢓ం޴ మࡖక ఉ޳హరణ ऴڴ߸క2 1 ڴ ࡽ
పࡍషए ప  ݡంࡓ ݟంచంࡍ ऱ࣒ ऒߕࣆ  ङࡲ࣍  షڕ ߤ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद సࠬకరణంࡹ ఇవछ బݟన y x 
 త సࠬకరణం߅బంߘఅ ړߖ޳
ప  ݡంࡓ ऱ࣒ ऒߕࣆ ߖ బܽदڒ  ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ړ  ऒߕࣆ फ࣋ۯ సࠪనం ړ సࠪనం y x z ړ ero y x 
అޔ࢓ం޴ అం݄ ఈ ࡔఖ ࠮లం ڷంޔࢂࢗ ݞం޴ అం݄ ఈ ࡔఖ ࠮లం ڷంޔࢂࢗ ݞం޴ ఇߩओ  x ړ ݡ
సࠪనంڴ  ߭టदంݟ అం݄ అ࠳ ޴ߝన࣒ ఒకܽ ࡓంړݡ సࠪనం ڒబܽद మనࡓ ࡹ ߤࡷ ڕం࠼ߦ ݡం ऱܿ 1 y 
ఉߕऒ .࠼
ऒߕࣆ  ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓంڒ ݡబܽद ఈ ࡓం࠼ߦ ݡంటऱߘ కలపడం ޳छ  మనం ࡌ
సࠬకరణం 
ప  ݡంࡓ ऱ࣒ ऒߕࣆ   అࣾం అࣾం ߕࣆऒ కएࡅ ఖࡔ న࠼సࠪనం అ ړ  ऴڶ ߘ ࠆڴయవ۪ऐ , మనڕ i x x y 
ऒߕࣆ ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ఒకܽ ࡓం࠳ 2 1 2 1 ݡన࣒ 1 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 2 ఇ޴ 
బܽद ఇకएڒ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ޴బܽद ఇڒ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ఒక ݋ం࠼ߦ బܽदڒ న࣒ 2࠳ న࣒ 1࠳ డ ࠭࠲ 
ओߩఇ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳ ఒక ݋ం࠼ߦ ఈ ݋ం࠼ߦ ం࠼ߦ ݡంࡓ ఈ ݡ ऱܿ ۯరంݟ సంకలओ ం 
ప  ݡంࡓ ऱ࣒ ऒߕࣆ  ړన పం࠳సࠪన ړ फ సࠬకరߖހऒ  ఇࣆफంڒ ޴బܽद ఇ޴ సగం ࢑ࠪనం ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ y x 
సగం ࢑ࠪనం ࡓంڒ ݡబܽद మࢁऱ మనం ఏకపࣾ ࠼ߦం݋ ࣒݃द మధङ వࡍ फతछ भ޳ۯ ڥߖత ߘࣾࡎప ݋ం࠼ߦ  ం, 
ఇߩओ పओۮ ߖఅ ݡంࡓ ఒకܽ ݡ ంݟ  ఈ ࡱ࢑వ ఒక సࠪనం సࠬకరణంࡓ ࡹంݡ  ప ऱ࣒ ऒߕࣆ   x y t o y x ړ
సࠪనం ڒబܽद 2 ߘం2 ݟ ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ޴సࠪనం, ఇ ړ 5 1   కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఒకܽ ࡓంݡ సࠬకరߖހऒ  
సంతృߧफపࣃࡏफ ప  ݡంࡓ ࠼ ऱ࣒ ऒߕࣆ  తపओ ݡంࡓ ఒకܽ ݋ం࠼ߦ బܽदڒ సࠪనం ړ  i x  ࡯޳ంۮ ڴࡍసߖ
ङࡲ࣍ షࡎ ߤజ࠼ߦ ߤంړ ݋ ఒకܽ ࡓంࡲ࣍ ݡङ షࡎ ߤజۮ ړ ߤం޴న޴ ఇ0 ޴.

 అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ ࠼ߦంࡲ࣍  ݋ङ ష܊ࡎ ߤయۮ ړ ߤం޴న޴ అం݄ సగం ߮ऱࡲ࣍  ߤङ ష܊ࡎ ߤయ12 ߤ 1 2 1
సగం ߮ऱࡲ࣍ 1 ߤङ ష܊ࡎ ߤయߤ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࣔࠆ ߮ऱۯ ݋࣊ 1 ߤయంݟ.
 పࢲࡍए ర ڒరణం ڒబܽद సగం ࢑ࠪనం ఒక పࢲࡍए ర ऴߦంతం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం ࡓంݡ 
ఇۨऐ ࡹసࠬకరణం ࡹ ࡽࠋయࡍ࢘ న పࢲࡍए ర ڒరߖހऒ  కھߘనవ۪ऐ  ఇߩओ  ߘహరణ޳క ఉࡖమనం మ ݡ
एڕకం݄ త ݡ࠮ ంۨࡍڷ మనం ޶ం࠭ ߝڕࣆޓ హరణ޳బܽद ఉڒ ం޳ంڕࣆޓ వ చࡍऐ फࣃ ࠭.mod x 
एڕకం݄ త ݡ࠮ బܽदڒ  వ అం݄ ࠳న࣒ ऴޓ ఈకछ కం݄ ఈకछ ࡽ एڕకం݄ త ܿ ࡽ వ ऴࣆۨࣇ ߖޓफం޴mod x x 

అం݄ ఇ޴ ఒక ࢘ࡍయࡓ ࡹ ࡽࠋంݡ అసࠪనతలߘ ఇࣆफం޴, అ࠳ ޴న࣒ ऴړޓ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ మ࠾ࡍ x
తڕए వ వ  ݟ࠮ంܽړ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ఈ ࡓంݡ అసࠪనతల ऴߦ ߘ ࠆڴऱ ऒߕࣆ ޴ఇ ޴फ ఇ࣋ۯ ݋  x y 
పओۮ ߖఅ 1 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ3 ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 3࠳ బంధ సࠬకరణంߘఅ ߖ޳ బܽदڒ ంݟ ఇ2 ޴x x 
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ఇ3 ޴ ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 3 ڒబܽद ࠳న࣒ 3ړ సࠪనం అం݄ ఇ޴ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉంݦ x y 
పంړ फ ڒబܽद ఇ޴ అࣿړߖ సࠪంతరంڴ ఉం࠳ ݦన࣒ 3ړ సࠪన࠳న పంړ फ మړ3 ࠾ࡍ సࠪనం ఇ޴ ఒక పంړ फy x 

సࠪనం 3 x 
ఇߩओ एڕకం݄ త ޴ఉం ڴసࠪంతరం ړߖఅࣿ ݡ వ 3 అం݄ మనం ఈ ऴߦంߖޑऒ  పࡍగށంۧ࡯ మ࠾ࡍ y x 
 x ޴అం݄ ఇ ޴ంޔ࢓ంతం అߦఈ ऴ ޴సࠪనం కం݄ ߭దभ ړన࣒ 3࠳

తڕए వڒ ړరణం ڒవ۪ऐ  ఈ ऴߦంతం ݡ࠮ కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఈ ࠙వనߘ mod x mod x 
ఉపڵࡆంచడం ޳छ షएࡍప ڴ ࡽక߸ڴऴ ߘఅసࠪనతల ࠭࠲ ࡌ फࣃࡍ ఇۨऐ ݡ࠮ న࣒࠳ ࠭ న mod y x mod 

एڕకం݄ త ݡ࠮ న࣒࠳ వ సࠪనం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 3 తڕए వࣆۨࣇ ߖफం޴ కం݄ సࠪనం ࠳న࣒ y x y x
3 కం݄ తڕए వ ڒబܽद మࢁऱ మనం ࡓం࢑ ڴݡభ܊ంۧ࠭  ࠙࠳ ࡱڴన࣒ కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ ݡ࠮ y x 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ y x 3 
కం݄ తڕए వ, ఇړ3 ޴ సࠪనం కం݄ ࠳న࣒ కం݄ తڕए వ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 3ړ సࠪనం కం݄ ࠳న࣒ x y x y 
కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ 3 కం݄ ఎڕए వ  ࠳న࣒ 3ړ సࠪనం ڒబܽद ۨవరڴ మన࠳ ڕన࣒ కం݄ తڕए వ 3 x y 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠳న࣒ 3ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴, ఈ ࡓంݡ సࠬకరణంࡹ ఉߕऒ  x y ޴ఇ , ࠼
సࠬకరణం ࡹ ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠬకరణం ࡹ ఉంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ కం݄ ఈకछ एڕత  ړ ࡽ వ 1 2 4 1 x  y 3
ऒߖ޵ బܽद మనంڒ ఈకछ  ࠑ న࣒࠳  ࠑ  एڕకం݄ త  ړ ࡽ వ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇࠑ ޴  ప ऱ࣒ న࣒ x 3࠳  y 3 1 x 3 yy 
3 తڕए వ ఈకछ ప 3 ޜ త సࠬకరణం߅బంߘఅ ,޴फంࣆۨࣇ ߖసࠪనం అ ړ1 ࡽ ऱ࣒  సࠬకరణంޜ x
అߘబం߅ంచబޔݡం޳ ޴छ ఒక ప ࡹపంࡐ బܽद ఈ సࠬకరణంڒ సࠪనం ړన࣒ 3 1࠳ ࡌ ऱ࣒ छ޳   y x y ړ1 ࡌ
సࠪనం అం݄ అంతࡌయ ߖߦࡐऒ ऒߖఖ అࣾం అࣿࡔ బܽद ఈڒ ޴फంࣆۨࣇ  ऒߕࣆ ݡ࠮   వదभ y x 
కࣆࡱफం޴ మߖ ࠾ࡍऴషए మణ ߕࣆऒ  వదभ ࠳న࣒ ݡ࠮ ఇߕࣆ ޴ऒ  అం݄ y x yx  x x ڕబܽद మనڒ 
అࣾం߯ 3 0 మ࠳ 0 ࠾ࡍన࣒ 3 అࣾం ڒబܽद 1 2 3 1 2 3 ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ 2  ࠳న࣒ 3 ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 3 y 
 ߘంటऱ࠼ߦ ݡంࡓ న࣒ 3 ఈ࠳ 0 ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ ޴ంޔ࢓అ 0 3 ݋ం࠼ߦ బܽद ఈڒ 0 3 ޴బܽद ఇڒ
కలపం0 3 ݟ మ࠳ 0 ࠾ࡍన࣒ 3 ڒబܽद ఈ ࠼ߦం0 3 ݋ మ࠾ࡍ ఈ ࠼ߦం࠳ 0 ݋న࣒ 3 ڒబܽद సࠬకరణం x 
ओߩసࠪనం ఇ ړంܽݟ࠮ న࣒࠳ एࢲࡍప ߖ޳ ݡ ర ڒరణం ڒబܽद ࠳న࣒ 3ړ సࠪనం ڒబܽद ఏకపࣾ y x y 
एڕకం݄ త 3 ޴సࠪనం, ఇ ړన࣒ 0 0࠳ బܽद 0ڒ ం 0 0޳ంڕࣆޓ ߘ࢓޶ంࠉ వ ڒబܽद ࠮లం 0 0 పࢲࡍए  ړߖࡌ
एڕన࣒ కం݄ త࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ3  ޴న޴ంۮ వ ఉనऒ  ऴߦంతం అం݄ ఇకए డ ࠮లం ڒబܽद ఈ ऴߦంతం x y 
एڕన࣒ ఎ࠳ సࠪనం కం݄ 2 ړన࣒ 3࠳ వ ڝసం 4 ࠳న࣒ మࢁऱ 3 కం݄ తڕए వ పࢲࡍए ర ऴߦంతం  x y x y 
అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 3 ప ऱ࣒ छ޳ ࠑ న࣒ 3࠳ 3  ޴फంࣆۨࣇ ߖ  xy y ޴సࠪనం ఇ ړ1 ࡌ xy y 
అߘబం߅త సࠬకరణం అߘబంధ సࠬకరణం ڒబܽद ࠼ߦం݋ అࣾం߯ ࠳న࣒ 3 0 మ࠾ࡍ అࣾం߯ 0 3 1 x x 

అࣾం ڒబܽद ࠳న࣒ 3 0 అࣾం మڒ 3 0 ࠾ࡍబܽद అࣾం ࠬద 0 3 కలపంݟ  ఈ ࡓం࠼ߦ ݡం ऱܿ ࠳న࣒ 3ړy x y 
సࠪన࠳న ࠳న࣒ ऴߘ ࠆڴ ߰ం࠼ޑ޶, ఇߩओ ऒߕࣆ బܽदڒ ݟయంۯ ڥߖऱ తࢁమ ߖ द࣒݃ ߤ܊ࡍఆ ݡ ऒߕࣆ   x y 
న࣒ 0 ఈకछ࠳ బܽद 0ڒ एڕన࣒ 3 కం݄ ఎ࠳ ࡽ వ , ఇߖ ޴జం ڒబܽद 0 0  ࠳న࣒ ऴړޓ సࠪనం కం݄ ࠳న࣒ x y 
ఎڕए వ పࢲࡍए రం ऴߦంతంࡹ ఉంܿం޴, అం݄ ړߖ޵ పࢲࡍए ర ڒరణం ఇڒ ޻బܽद 
అసࠪనత ࡓంݟంܽ߄ࣃ ߙࡹరణం  పࢲࡍए ర ڒరణం ఇڒ ޻బܽद ఈ ऴߦంతం ࠳న࣒ 3ړ సࠪనం కం݄ x 
एڕన࣒ ఎ࠳ వ మړ3 ࠾ࡍ సࠪనం కం݄ ࠳న࣒ ࡓంݟంܽߗ సంతృߧफపࣆࡏफం޳ࡶ ޴ ఈ ऴߦంతం y x y 
సంతృߧफ ۮంޔ޶ందۮ ࠭࠲ ߖపओ గలం ࠳న࣒ కం݄ తڕए వ సࠪనం ڒ ݡ࠮బܽद ߄ࣃరణ mod y x 
एڕన࣒ కం݄ త࠳ రణంڒ న࠳࢑ۧరకర రణంڒ ݭݥࢺ వ 3ړ పࢲࡍए ర ڒరణం అޔ࢓ం޴ మࡖక mod y x 
ఉ޳హరణ ऴڴ߸కڴ ࡽ పࡍషए एࢲࡍన࣒ ప࠳ ݟంచంࡍ రం ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ mod x y mod x y 

एڕసࠪనం కం݄ త ړన࣒ 1࠳ న࣒࠳ వ అࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ అړ1 ޴ߝ సࠪనం కం݄ x y x y 
ఎڕए వڴ ఉంܿం޴.
పܽ సమసङߘ࠭ ߘ ࠆڴంܽ ऴݟంࡓ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ   వࡵ సࠬకరణంߦ ࡹऱ ओߩనࣄۯ ݋ ऒߕࣆ ఈ ࠭࠲ ,ݡ  xy x
y 1 ړ న࣒࠳ న࣒࠳ ޴ంޔ࢓త సࠬకరణం అ߅బంߘబܽद అڒ ࠭ޑ޶ం߰ ߘ ࠆڴన࣒  వంܽ ऴ࠳ న࣒࠳ x 1
సࠪనంڴ ఉంܿం޴, ఇ࠳ ࠑ ޴న࣒ 1 మ࠾ࡍ పऱ࣒  న࣒ 2 1 2 x y࠳ న࣒ 1࠳ 3 2 1 ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ1 
ऒߕࣆ న࣒ ఒక࠳ బܽदڒ ޴ంޔࢂࢗ ݞంڷ ఒకܽ 0 ࠾ࡍన࣒ 1 0 మ࠳ ߤࡷ న࣒ 2 అం݄ ఈ࠳ న࣒ 1࠳  ݟంߘ 
మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ  ఒకܽ ڒబܽद ఈ ࡔఖ ࡅకए  ऴࠆڴ ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 1ړ సࠪన࠳న ࠳న࣒ x 

ప 1 ࠑ బܽदڒ న࣒ 1 సࠪనం 1࠳ ంۨన సࠬకరణం߅సంబం ړߖ޵ ࡹసࠬకరణం ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ ߖ ऱ࣒y x x 
छ޳ న࣒ 1࠳ ړబܽद ఈ పంڒ సࠪనం ړ1 ࡌ फ 1 0 మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 0 0 ࠳న࣒ 1 1 0 ߕࣆऒ   న࣒ ఒకܽ y࠳ 

మߕࣆ ࠾ࡍऒ ړబܽद ఈ పంڒ న࣒ ఒకܽ࠳  फ ࡅకए  ऴ࠳ ࠆڴన࣒ ఒకܽ 1ړ సࠪనం ఇߩओ ऒߖڴ࠙ మనం ఏ ݡ  x 
సంతృߧफ పࣆࡏफం޾ త࡯࠻ۯ ڥߖ  సࠬకరణం࠳ ࡹన࣒ ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం కం݄ తڕए వ ڒబܽद x y 
ऒߕࣆ బܽदڒ ࣾࡎర ప߄࡮࠮ ऒߕࣆ   అߖ త޳ۯ ڥߖभ ం ڒబܽद ࠳న࣒ ڝసం ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం కం݄ x y 
తڕए వ ڒబܽद 0 ࠳న࣒ 0 
एڕసࠪనం కం݄  త ړ న࣒࠳ వ అం݄ తߩओ 1 ޴బܽद ఇڒ ޶ࡶ ࡹ ߤలం ఈ ߮ऱ࠮ బܽदڒ  0
एڕన࣒ కం݄ ఎ࠳ న࠳సࠪన ړ1 వ పࢲࡍए ర ऴߦంతంڴ ఉంܿం࠳ 0 ޴న࣒ 0 ఈకछ కछ ܿ 0 ࡽ కछ ܿ ࡽ  x y ࡽ
ܿ ఈకछ ओߩऱ తࠊఅ ߤవ ࡽ एࢲࡍప ޴అం݄ ఇ ޶ڒ రణం అబదमంڒ లం࠮ బܽदڒ  ర ڒరణం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ఈ 
ओߧۮ న ࠙గ࠲ పࢲࡍए ర ڒరణం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद  
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एࢲࡍప ࠲గ࠙ ړ న࣒࠳ ర ڒరణం అޔ࢓ం޴  ऴڼట࡛ కం݄ ఈకछ ధనङ ߤవ ܿ ࡽ  mod x y OK ࡹࠬ ࡱ޳࢐
చࡍऐ फࣃ  ࡏ
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