
 சரி நண்பரக்ேள, நாம் ஏற்கனேவ ஒ௠ மா௣௜ல் ேநரியல் சமத்ௌவ௘ன்ைம பற்௣ 
௳வாொத்ேதாம், இப்ேபாௌ இரண்௄ மா௣களில் ேநரியல் சமத்ௌவ௘ன்ைம பற்௣ 
௳வாொப்ேபாம், எனேவ இரண்௄ மா௣களில் ேநரியல் சமத்ௌவ௘ன்ைம என்றால் என்ன, abc 
உண்ைமயான எண்ேக்ஶ ெசாந்தமானௌ என ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ 
சமமான ேகாடாரி ஷட்டல் ஷட்டல் அைழக்கப்ப௄ழறௌ.c 
 இரண்௄ மா௣ மற்௥ம் மற்௥ம் ஆழயவற்௣ல் உள்ள ேநரியல் சமன்பா௄, அேதசமயம், x y 
சமத்ௌவ௘ன்ைமகள் ேகாடாரி ஷட்டல், ேகக்ஸஓக்ஶ சமமானைத ௳டக் ஶைறவாக௵ம், ேம௩ம் 
ெபரியைத ௳ட அொகமாக௵ம், ஐ ௳ட ஶைறவாக௵ம் மற்௥ம் ஐ ௳ட அொகமாக௵ம், c c x 
மற்௥ம் இரண்௄ மா௣களில் உள்ள ேநரியல் சமன்பா௄ எனப்ப௄ம்.y let 
  நாம் ஒ௠ வரிைசப்ப௄த்தப்பட்ட ேஜாூைய எ௄த்ௌ , இந்த ேநரியல் சமத்ௌவ௘ன்ைமைய xy 
மா௣ ஆக ொ௠ப்ொப்ப௄த்ொனால், இௌ ேநரியல் சமன்பாடூ்ன் ோர௵் என்௥ ஷறலாம் அல்லௌ xy 
ேநரியல் சமத்ௌவத்ொல் உள்ள இன் மொப்ைப மா௣௜ல் ைவத்தால், மொப்௖ உண்ைமயாக xy 
இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ஷறலாம் .
 உதாரணமாக இரண்ைட எ௄த்ௌக்ெகாள்ேவாம்.

ஷட்டல் ஐ ௳ட அொகமாக௵ம் , நீங்கள் வரிைசப்ப௄த்தப்பட்ட ேஜாூ 1 2 ஐ எ௄த்ௌக்  x 3y 1 
ெகாண்டால், இந்த 1 2 இந்த ேநரே்காட௄் சமன்பாட்ூன் ோரவ்ா அல்லௌ 2 ஐ 1 ஷட்டாக 
ைவக்க௳ல்ைலயா என்பைத நாங்கள் சரிபாரக்்க ேவண்௄ம்.
 3 க்ஶ 2 சமம் 7, இௌ 1 ஐ ௳ட ெபரியௌ 8 மன்னிக்க௵ம் 8 1 ஐ ௳ட ெபரியௌ இௌ ேநரியல் 
சமத்ௌவ௘ன்ைமைய ௗரத்்ொ ெசய்ழறௌ ஷட்டல் ஒன்ைற ௳ட ெபரியௌ எனேவ இந்த 2x 3y 
ஒன்௥ இரண்௄ இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைமக்ஶ ோர௵் இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ ஒன்௥ ௳ட x y 
ெபரியௌ இன்ெனான்ைற எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம்.
 உதாரணத்ொற்ஶ ைமனஸ் ஐ 0க்ஶக் ஶைறவாகக் ஷற௵ம் மற்௥ம் ைமனஸ் 1 3 மொப்ைபக் x y 
க௠த்ொல் ெகாண்௄ , இந்த மொப்ைப க௯த்தல் க்ஶம் ஶைறவாக ைவக்க௵ம், எனேவ x y 0 
க௯த்தல் 1 க௯த்தல் 3 என்பௌ க௯த்தல் 4 க்ஶ சமம், இௌ ௙ண்௄ம் 0 க்ஶம் ஶைறவாக உள்ளௌ 
எனேவ க௯த்தல் 1 3 சமன்பாட்ூல் ொ௠ப்ொப்ப௄த்த௵ம்  க௯த்தல் 1 0க்ஶக் ஶைற௵ எனேவ x 
இந்தக் க௯த்தல் 1 3 சமன்பாட்ூல் க௯த்தல் க்ஶம் ஶைறவான வைரகைல ோர௵் x y 0 
வைரகைல ோர௵் இரண்௄ மா௣களில் சமன்பாட்ூன் வைரகைல ோர௵் எனேவ ஐந்ொற்ஶ ேமல் x 
ஷட்டல் ஐக் க௠த்ொல் ெகாள்ேவாம் இௌ இரண்ூல் ேநரியல் சமன்பா௄  மா௣ மற்௥ம் நாம் y 
ஒ௠ ேகாட்ூன் வைரபடத்ைத வைரழேறாம் ஷட்டல் ஐந்ொற்ஶ சமமான இந்த ஷட்டல் x y x y 
ஐந்ொற்ஶ சமமான 
சமன்பா௄ ஷட்டல் ஐந்ொற்ஶம் அொகமான சமன்பாட்ூல் ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ என்௥ x y 
அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இைத நீங்கள் இந்த சமன்பாட்ூன் வைரபடத்ைத வைரந்தால்.n 
 அல்லௌ இந்த சமன்பா௄  ஷட்டல் இல் 5 க்ஶ சமம் எனேவ இௌ ேதாற்றம் 1 2 3 4 5 1 2 3 4 x y 
ஐந்ௌ எனேவ ஷட்டல் சமம் ஐந்ௌ என்றால் இந்தக் ேகா௄ இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகைளக் x y 
கடக்க ேவண்௄ம்  .
  இரண்௄ பஶொகள் அல்லௌ இந்த ௳மானம் எண்ணற்ற பல ௖ள்ளிகைளக் ெகாண்௄ள்ளௌ என்௥
ஷறலாம் மற்௥ம் இந்த அைனத்ௌ ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்௖ம் ௛ன்௥ பஶொகளாக 
௔ரிக்கப்பட௄்ள்ளௌ ஒ௠ பஶொ இந்த ேகாடூ்ல் உள்ளௌ, எனேவ ௚தல் ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்௖ xy
என்பௌ இந்த வரிகளில் ௔ளஸ் க்ஶ சமமான ௖ள்ளிகள் என்௥ ஷ௥ழறௌ.x y 
  ஐந்ௌ என்றால் இந்த அைனத்ௌ ௖ள்ளிக௬ம் இந்த சமன்பாடை்ட ௔ளஸ் ஐ ஐந்ௌக்ஶ x y 
சமமான ௖ள்ளிகள் மற்௥ம் இரண்டாவௌ ெசட் ௖ள்ளிகைள ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ 

ஷட்டல் க்ஶ சமம் மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ ெதாஶப்௖ ஷட்டல் ஐ ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் x y 5 x y 
அைனத்ௌ ௖ள்ளிக௬ம் 5 ஷட்டல் க்ஶம் ஶைறவானௌ எனேவ இந்த வரி ஷட்டல் ஒ௠ x y 5 x y 
௳மானத்ொல் உள்ள அைனத்ௌ ௖ள்ளிகைள௞ம் ௛ன்௥ ெவவ்ேவ௥ ெதாஶப்௖ ௖ள்ளிகளாக 
௔ரிக்ழறௌ  இந்த வரி௜ல் உள்ளௌ ஐந்ௌக்ஶ சமமான மற்௥ம் இரண்டாவௌ ெசட் xp  lus y x 
௔ளஸ் ஐ ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் ௛ன்றாவௌ ெசட் ௖ள்ளிகளில் உள்ளௌ, இௌ ஷட்டல் y x y 
ஐந்ொற்ஶம் ஶைறவானௌ மற்௥ம் இௌ படம், எனேவ இந்த ஷட்டல் ஐ ௳ட ெபரியௌ மற்௥ம் x y x
என்௥ ெசால்லலாம்.
  ௔ளஸ் ஃைபைய ௳ட ஶைறவானௌ என்றால், இந்த ேகா௄ ஷட்டல் ஐந்ொற்ஶ சமம் y x y 
என்றால், இந்த ௳மானத்ைத இரண்௄ அைர ௳மானங்களாகப் ௔ரிக்க௵ம் , இைத ௚த௧ல் 
அைர ௳மானம் என்௥ம், இைத அைர ௳மானம் என்௥ம் ெசால்லலாம், இைத ௚த௧ல் அைர 
௳மானம் என்௥ம், இைத அைர ௳மானம் இரண்டாவௌ 
என்௥ம் ெசால்லலாம்.
  இந்த ௳மானம் ௛ூய ௳மானமா அல்லௌ ொறந்த ௳மானமா  என்பைத ௚ூ௵ ெசய்ய 
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ேவண்௄ம்  3 க்ஶ சமமான சமத்ௌவத்ைத ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, எனேவ சமத்ௌவத்ொல் 
சமத்ௌவ௘ன்ைம௜ன் சமத்ௌவம் ஶைறவாக இ௠ந்தால் 
, அத௑டன் ெதாடர௖்ைடய சமன்பாட்டால் ஶ௣ப்௔டப்ப௄ம் வரி இைண ேகா௄ ௚௱ வரியாக 
இ௠க்ஶம், எனேவ நீங்கள் வைரபடத்ைத வைர௞ம்ேபாௌ ேகா௄ இப்பூ இ௠க்ஶம் மற்௥ம் 
நீங்கள் சமன்பாடூ்ல் ௔ளஸ் க௠த்ொல் ெகாண்டால்  இரண்௄ அல்லௌ ௛ன்௥ க௯த்தல் x y x y
ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக இ௠ந்தால், இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைம க௄ைமயான சமத்ௌவ௘ன்ைம, இந்த 
வழக்ழல் ேகா௄ அைர ேகா௄ ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகாடாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த ௚௱ 
வரியானௌ ௳மானத்ைத ௛௄வைதக் காட௄்ழறௌ அைர ௳மானத்ொல் இந்த எல்ைலக் ேகா௄ 
உள்ளௌ.

இல் இந்த ேகா௄ இல்ைல bar half plane will 
 அதனால் தான் இந்த ௖ள்ளி௜டப்பட்ட ேகா௄ என்றால் இந்த எல்ைல ேசரக்்கப்பட௳ல்ைல 
மற்௥ம் ௚௱ வரி என்றால் எல்ைல ேசரக்்கப்பட௄்ள்ளௌ இப்ேபாௌ ோர௵் ெதாஶப்௖ உள்ளௌ 
எனேவ ோர௵் 
ெதாஶப்௖ என்பௌ அைனத்ௌ ஆரட்ர ்ெசய்யப்பட்ட ேஜாூ ஆல்பா ௕ட்டா௳ன் ெதாஶப்௖ ஆஶம்  
ெகா௄க்கப்படட் சமத்ௌவ௘ன்ைமையத் ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் ஒ௠ உண்ைமயான எண்கள் 
ெகா௄க்கப்படட் சமத்ௌவ௘ன்ைம௜ன் ோர௵்த் ெதாஶப்௖ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, இதன் 
ெபா௠ள் நீங்கள் ௛ன்௥ க௯த்தல் இரண்ைடக் காடூ்௩ம் ஶைறவாகக் க௠ொனால், நீங்கள் x y 
ஒ௠ ௖ள்ளி ஆல்பா ௕ட்டாைவக் க௠த்ொல் ெகாண்டால், இந்த 3 ஆல்பா ைமனைஸப் ேபாட்டால் 
எல்லாப் ௖ள்ளிக௬ம் ெசால்லப்ப௄ம்.
  ௕ட்டா மற்௥ம் இௌ 2 க்ஶம் ஶைறவாக உள்ளௌ இதன் ெபா௠ள் ஆல்பா ௕ட்டா கைரயக்ஷூய 
ிரிய அஸ்தமனத்ொற்ஶ ெசாந்தமானௌ என்௥ம் இந்த 3 ஆல்பா ைமனஸ் ௕ட்டா 2 க்ஶ 
ஶைறயாமல் இ௠ந்தால் ஆல்பா ௕ட்டா ோர௵் ெதாஶப்௔ற்ஶ ெசாந்தமானௌ அல்ல என்௥ம் 
அரத்்தம் ோர௵் ெதாஶப்௖ என்பௌ அைனத்ௌ ஆல்பா ௕ட்டா௳ன் ெதாஶப்பாஶம்    ஐ ௳ட இந்த c 
ிழ்நிைல௜ல் ஆல்பா ௕ட்டாைவ ோர௵் ஆல்பா ௕ட்டா  என்௥ ெசால்லலாம்.
  சமத்ௌவ௘ன்ைமக்கான ோர௵்க் காரணம் இதன் ெபா௠ள் ோர௵்க் காரணம், நாம் வைரபடத்ைத 
வைரழேறாம் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் , சமத்ௌவ௘ன்ைம இௌ ேகாடாரி ஷட்டல் என்௥ 
ெசால்ழேறாம், எனேவ இௌ க்ஶ சமமான ேகாடாரி ஷட்டல் மற்௥ம் ஐ ௳ட ஶைறவானௌ c c 
எனேவ இந்த ேகா௄ இந்த ௳மானத்ைத இரண்௄ அைர ௳மானமாக ௔ரிக்ழறௌ.
 இரண்௄ எங்க௬க்ஶ இரண்௄ காரணங்கள் உள்ளன, ௚தல் பஶொ அைர ௳மானம் ஒன்௥ 
மற்௥ம் இரண்டாவௌ பஶொ அைர ௳மானம் இரண்டால் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ அைனத்ௌ 
௖ள்ளிக௬ம் பாொ ௳மானம் ஒன்௥ அல்லௌ அைர ௳மானம் இரண்டால் ொ௠ப்ொ அைட௞ம்.
  ௪ஷன் காரணம் என்பௌ பாொத் தளம் ஒன்௥ அல்லௌ பாொ ௳மானம் இரண்ைட 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் ௖ள்ளிகளின் ெதாஶப்பாஶம், எனேவ இந்த காரணத்ைத நீங்கள் 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழ௤ரக்ள் என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், ௔ன்னர ்இௌ ேகாடரிக்கான ோர௵்ப் 
பஶொ ோர௵்க் காரணம் என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ .
 
ொட மணல் பஶொ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ.
  உதாரணத்ொற்ஶ 
இரண்௄ க௯த்தல் ெபரியௌ இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ சமம் ஒன்௥ எனேவ x y x y 
ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ சமம் x y 
எனேவ இௌ ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ என்௥ அைழக்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ இௌ பூ ஒன்௥ 
இப்ேபாௌ பூ இரண்௄ ஐ சமமாக ைவக்க௵ம்  ௗஜ்௷யம் எனேவ ெதாடர௖்ைடய y 
சமன்பாட்ூல் க்ஶ சமமாக 0 ஐ ைவக்ஶம் ேபாௌ y 

என்பௌ 1 க்ஶ 2 க்ஶ சமமாக x 
இ௠க்ஶம் .
  ௗஜ்௷யத்ைத ௙ண்௄ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக ேபா௄ங்கள், எனேவ இௌ ைமனஸ் x y 
ஒன்௥க்ஶ சமம் என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ இௌ என்பௌ ைமனஸ் ஒன்௥க்ஶ சமம், y 
அதாவௌ அசை்ச ௗஜ்௷யத்ொல் க௯த்தல் ஒன்௣ல் ெவட௄்ம், y 
எனேவ இந்த வ௯௜ல் இரண்௄ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶம் ௗஜ்௷ய க௯ப்௔ற்ஶம் இரண்௄ ௖ள்ளிகள் 
உள்ளன.
 ஒன்௥ மற்௥ம் இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகைளச ்ேசரப்்பதன் ௛லம் நாம் இப்ேபாௌ ேகாடை்டப் 
ெப௥ேவாம், 
எனேவ இௌ அசா் இௌ அசா் இௌ ேதாற்றம் மற்௥ம் இரண்௄ ௖ள்ளிகள் ஒன்௥ இரண்௄ x y 
ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் ௗஜ்யம் க௯த்தல் 1 எனேவ 1 2 3 4 மற்௥ம் 1 2 3 4 க௯த்தல் 1 க௯த்தல் 2 
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க௯த்தல் 3 எனேவ ௖ள்ளி 1 ஆல் 2 0 எனேவ இௌ 1 ஆல் 2 இௌ 1 ஆல் 2 0 1 இரண்௄ ௗஜ்யம் மற்௥ம் 
மற்ெறா௠ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் க௯த்தல் ஒன்௥ மற்௥ம் இௌ ௖ள்ளி ௗஜ்௷யம் க௯த்தல் ஒன்௥ 
எனேவ இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகைள௞ம் இைணத்தால் ேகா௄ ழைடக்ஶம் அதாவௌ இரண்௄ x 
க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ நம்௘டம் சமத்ௌவ௘ன்ைம உள்ளௌ, அௌ 1 ஐ ௳ட இரண்௄y 

க௯த்தல் அொகமாக உள்ளௌ, எனேவ எந்த ௔ராந்ொயம் ோர௵்க்கான காரணமாக இ௠க்ஶம் x y 
அல்லௌ எந்த ௔ராந்ொயம் சாத்ொயமான காரணமாக இ௠க்ஶம் என்பைத நாம் வைரய௥க்க 
ேவண்௄ம்.
 சரிபாரத்்ௌ பூ பூ 3 வைரபடத்ைத வைரய௵ம் ேகாட்ூன் ேகாடூ்ன் வைரபடத்ைத இரண்௄ x
நி௘டம் வைரய௵ம்  ஒன்௥க்ஶ சமம் மற்௥ம் பூ நான்காவௌ பஶொ சமத்ௌவ௘ன்ைம௜ன் sy 
நிழல் இரண்௄ க௯த்தல் ஒன்௥க்ஶ சமம் எனேவ x y 
நாம் ஒ௠ தன்னிசை்சயான ௖ள்ளிைய எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம் ஒன்௥ இரண்௄ என்௥ 
ெசால்லலாம்.
 அல்லௌ இரண்௄ ஒன்௥ க௯த்தல் 2 சமம் 0 என்பௌ 1 ஐ ௳ட அொகமாக இல்ைல, எனேவ ௖ள்ளி 
ஒன்௥ இரண்௄ சமத்ௌவ௘ன்ைம௜ன் ோர௵் பஶொ௜ல் ோர௵் பஶொ௜ல் இல்ைல 2 க௯த்தல் x 
சமம் 1 ஐ ௳ட ெபரியௌ இப்ேபாௌ பாரக்்கலாம்  வைரபடம் எனேவ ௖ள்ளி ஒன்௥ இரண்௄ இந்த 
௖ள்ளி ௖ள்ளி ஒன்௥ இரண்௄ அதாவௌ இந்த ௖ள்ளி ஒன்௥ இந்த பஶொ௜ல் இரண்௄ ெபாய்கள் 
இௌ அைர ௳மானம் ஒன்௥ மற்௥ம் இௌ அைர ௳மானம் இரண்௄ என்௥ ெசால்௩ங்கள், எனேவ 
இந்த ௖ள்ளி ஒன்௥ 2 அைர ௳மானம் 2 இல் உள்ளௌ மற்௥ம் இௌ இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைமைய 
ௗரத்்ொ ெசய்யாௌ க௯த்தல் 1க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்.2x y 
 எனேவ இந்த அைர ௳மானம் 1 ோர௵்க்ஶ காரணமாக இ௠க்ஶம், அதாவௌ நாம் இப்பூ அைமக்க
ேவண்௄ம், இௌேவ ோரவ்ாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த அைர ௳மானம் ோர௵் மண்டலமாக 
இ௠க்ஶம் என்பைத இந்த வ௯௜ல் அைமக்கலாம்.
 இந்த தன்னிசை்சயான ௖ள்ளி௜ன் இடத்ொல், ne 
௛லச ்ேசாதைன ௛லச ்ேசாதைனைய௞ம் நாம் க௠த்ொல் ெகாள்ளலாம், அதாவௌ 
ேதாற்றம் எந்தப் பஶொ௜ல் உள்ளதா என்பைதச ்சரிபாரக்்க ேவண்௄ம், எனேவ 2 ௚தல் 0 
க௯த்தல் 0 ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் மற்௥ம் சமத்ௌவ௘ன்ைம என்பௌ ஒன்௥ மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ைத 
௳ட இரண்௄ க௯த்தல் அொகமாஶம்.x y 
 
ஒன்௥க்ஶ சமமாக 
இல்ைல, எனேவ ேதாற்றம் ோர௵் பஶொ௜ல் இல்ைல, ஆனால் ேதாற்றம் வ௯யாக ெசல்௩ம் ேபாௌ
இந்த ௛ல ேசாதைன ேவைல ெசய்யாௌ , எனேவ இந்த ிழ்நிைல௜ல் ேதாற்ற ேசாதைன 
ேவைல ெசய்யாௌ, எனேவ ட்ரீ ௖ள்ளிையக் க௠த்ொல் ெகாண்௄ சரிபாரப்்பௌ நல்லௌ.iv 
 அந்த ௖ள்ளி ோர௵் பஶொைய ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறதா இல்ைலயா மற்௥ம் ொ௠ப்ொ அைடந்தால் 
அந்த அைர ௳மானம் ோர௵் மண்டலமாக இ௠க்ஶம், ொ௠ப்ொ அைடய௳ல்ைல என்றால் அதன் 
எொர ்அைர ௳மானம் சமன்பாட்ூல் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ள ோர௵்ப் பஶொயாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
எ௄த்ௌக்காட௄்கள் ௚த௧ல் இந்த இரண்௄ ஷட்டல் ேபான்றைவ ஆ௣ற்ஶ சமமான ௛ன்௥ x y 
ஶைறவாக அைத வைரகைல ோர௵் எனேவ சமன்பாடூ்ல் ெகா௄க்கப்படட் இரண்௄ ஷட்டல் x 
௛ன்௥ ஆ௥க்ஶ சமம் எனேவ ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ ஆ௥ y x y pu
க்ஶ சமம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் எனேவ ஐ ௛ன்௣ற்ஶ சமமாக ெகா௄ப்ேபாம் , அதாவௌ ty x 
௛ன்௥ ௗஜ்௷யம் அச஼்ல் இ௠க்ஶம் அல்லௌ இந்த வரிைய இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ என்௥x x y 
ெசால்லலாம் ஆ௥ ெவட௄்ம் அசா்க்ஶ சமமாக ௛ன்௥ ௗஜ்௷யத்ொல் அசா் இப்ேபாௌ x x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ஐ ஶ௣க்ழறௌ  இரண்ூற்ஶச ்சமம் எனேவ ௗஜ்௷யம் இரண்௄ என்பௌ y y 
அச஼்ல் ௖ள்ளியாக இ௠க்ஶம் அல்லௌ இந்த வரிைய இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ ஐ ஆ௥ x y 
ெவட௄்ம் அசா்க்ஶ சமம் என்௥ ெசால்லலாம் ௗஜ்௷யம் இரண்ூல் இப்ேபாௌ இந்த y 
ெதாடர௖்ைடய சமன்பாட்ூன் வைரபடத்ைதத் ொட்ட௘௄ங்கள், எனேவ இௌ இௌ ஆஶம் x yx 0 
எனேவ அச஼்ல் உள்ள ௖ள்ளி 3 0 இௌ 1 2 3 4 1 2 3 4 எனேவ இந்த ௖ள்ளி 3 0 மற்௥ம் அச஼்ல் x y 
உள்ள ௖ள்ளி 0 2 எனேவ இந்த ௖ள்ளி 0 2 இப்ேபாௌ இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகைள௞ம் இைணக்ழறௌ,
எனேவ இௌ வரி இரண்௄ ஐக் ஶ௣க்ஶம்  ௔ளஸ் ௛ன்௥ சமமான ஆ௥ மற்௥ம் இந்த ேகா௄ x y 
இந்த ௳மானத்ைத அைர ௳மானம் ஒன்௥ மற்௥ம் அைர ௳மானம் இரண்டாக ௔ரிக்ழறௌ, 
இப்ேபாௌ எந்த அைர ௳மானம் இதற்ஶ ோர௵் மண்டலமாக இ௠க்ஶம் என்பைத நாம் 
வைரய௥க்க ேவண்௄ம்.
  ோர௵் காரணத்ைத வைரய௥க்க, ஒ௠ ௖ள்ளிைய ைமனஸ் ஒன்௥ இரண்டாகக் ஷ௣ , 
ெகா௄க்கப்படட்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம் சமன்பா௄ 2 ஷட்டல் 3 என்பௌ 6  x y 
க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம்  சமன்பா௄ இரண்௄ ஷட்டல் ௛ன்௥ சமன்பாடை்ட ஆ௣ற்ஶச ்x y 
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சமமாக ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, அதாவௌ ைமனஸ் எங்ேக ைமனஸ் ஒன்௥ இரண்௄
 அதனால் க௯த்தல் ஒன்௥ க௯த்தல் இரண்௄
 அதனால் ைமனஸ் ஒன்௥ இரண்௄ என்றால் இந்த ௖ள்ளி ைமனஸ் ஒன்௥ இரண்௄ க௯த்தல் 
ஒன்௥ இரண்டாக இ௠க்ஶமா என்பைத இப்ேபாௌ சரிபாரக்்க௵ம்.
 அைர ௳மானம் இரண்ூற்ஶ அைர ௳மானம் இரண்௄ ோர௵் மண்டலமாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
நாங்கள் அைர ௳மானம் இரண்௄ என்௥ ெசான்ேனாம், எனேவ இந்த பக்க பஶொ இந்த நிழல் 
பஶொ சமன்பாட்ூல் ெகா௄க்கப்படட்தற்கான ோர௵் காரணமாக இ௠க்ஶம், எனேவ நிழல் 
ெகாண்ட காரணம் பாொ ௳மானம் இரண்௄ ோர௵் காரணமாக இ௠க்ஶம் ைமனஸ் 1 2 இந்தப் 
பஶொையச ்ேசரந்்தௌ, எனேவ ேஷடர ்பஶொ ோரவ்ாக இ௠க்ஶம், மற்ெறா௠ எ௄த்ௌக்காட௄் 
இரண்௄ ஷட்டல் ௗஜ்௷ய ோர௵்க்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ, எனேவ சமன்பாட்ூல் y x 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ள சமன்பாட்ூற்கான ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ இரண்௄ ஷட்டல் க்ஶ y x 
சமமாக இ௠க்ஶம்  ஈேரா எனேவ ஐ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக ைவத்தால் ஐ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ y x 
சமமாக ெகா௄க்ஶம், அதாவௌ இந்த ேகா௄ ேதாற்றம் வ௯யாக ெசல்௩ம் இந்த ேகா௄ இப்ேபாௌ 

க்ஶ சமமாக 1 ஐ ைவக்க௵ம், இௌ என்பௌ ைமனஸ் ஒன்௣ற்ஶ இரண்டாக சமம் x y 
எனேவ நமக்ஶ வரி௜ல் இரண்௄ ௖ள்ளிகள் உள்ளன.
 ௗஜ்யம் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் ஒன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥ இரண்௄ எனேவ இந்த இரண்௄ 
௖ள்ளிகைள௞ம் இைணப்பதன் 
௛லம் சமன்பா௄ இரண்௄ ஷட்டல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ேகாடூ்ன் வைரபடத்ைத i x 
வைரயலாம் அசா் அசா் x y 
ௗஜ்௷யம் ௗஜ்௷யம் ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் ஒன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥ இரண்௄ ஒன்௥ இரண்௄ 1 2 1 2 
ைமனஸ் 1 மற்௥ம் ைமனஸ் 2 இௌ ைமனஸ் 1 ைமனஸ் 2 எனேவ ௖ள்ளி ஒன்௥ க௯த்தல் ஒன்௥ 
இரண்௄ எனேவ இௌ ைமனஸ் ஒன்௥ இரண்௄ எனேவ இங்ேக நாம் ௖ள்ளி இந்த ௖ள்ளி ஒ௠ 
க௯த்தல் ஒன்௥ இரண்௄ இப்ேபாௌ இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகள் இைணக்க இரண்௄ ஷட்டல் y x 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ேகாடூ்ன் சமன்பாடை்டக் ெகா௄க்ஶம், எனேவ இௌ அைர ௳மானம் 
ஒன்௥ மற்௥ம் இௌ அைர ௳மானம் இரண்௄, எனேவ ௙ண்௄ம் நாம் தன்னிசை்சயான ௖ள்ளி 
ேசாதைன ந௄வர ்௖ள்ளி ேசாதைனைய சரிபாரப்்ேபாம் , இப்ேபாௌ ஒன்௥ இரண்டாகக் 
ஷ௥ேவாம்.
 இந்த மொப்௖ ஒன்௥க்ஶ சமம் சமம் இரண்௄ சமன்பாடூ்ல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ x y t  o e 
சமமான இரண்௄ ஷட்டல் அொகம் எனேவ 2 க்ஶ 2 ஷட்டல் 1 சமம் 5 க்ஶ சமம் இௌ y x 
ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட ெபரியௌ எனேவ ஒன்௥ இரண்௄ சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ 
இரண்௄ ஷட்டல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ எனேவ ௖ள்ளி ஒன்௥ இரண்௄ i x 
ேசரந்்ததாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  ோர௵் காரணப் ௖ள்ளி ஒன்௥ இரண்௄ ோர௵் காரணத்ைதச ்
ேசரந்்தௌ, 
இௌ 0.
12 ஆக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த ௖ள்ளி 1 2 ோர௵்ப் பஶொையச ்ேசரந்்தௌ, அதாவௌ அைரத் தளம் 1 
ோர௵்ப் பஶொயாக இ௠க்ஶம், அைரத் தளம் 1 ோர௵்ப் பஶொயாக இ௠க்ஶம், எனேவ அைரத் தளம் 1 
என்பைத அைமக்க௵ம்.
  ோர௵்க் காரணமாக இ௠ங்கள், எனேவ அைரத் தளம் ஒன்௥ ோர௵்ப் பஶொயாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
இந்த வ௯௜ல் சமன்பாட்ூல் ெகா௄க்கப்படட்தற்கான ோர௵்க்கான காரணத்ைத இரண்௄ 
மா௣களில் காணலாம், இப்ேபாௌ மற்ெறா௠ உதாரணத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம், எனேவ 
உதாரணத்ைத எ௄ப்பதற்ஶ ௚ன் ௛ன்௥க்ஶ சமமான ேமாட் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம்.x 
 
எனேவ ேமாட் க்ஶ ஶைறவானௌ ௛ன்ைறக் ஶ௣க்ழறௌ.x 
   ௛ன்௣ற்ஶ சமம் எனேவ இந்த இரண்௄ சமத்ௌவ௘ன்ைம௜ன் வைரபடத்ைத நீங்கள் 
வைரந்தால் இௌ இௌ ௗஜ்யம் எனேவ அத௑டன் ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ ைமனஸ் 3 x y x 
மற்௥ம் சமம் 3 ஆக இ௠க்ஶம் எனேவ இௌ 1 இௌ 2 இௌ 3 என்௥ ெசால்௩ங்கள் இௌ ைமனஸ் 1 x 
ைமனஸ் 2 ைமனஸ் 3 எனேவ ைமனஸ் 3 க்ஶ சமம் என்றால் இௌ அசா்க்ஶ இைணயான ஒ௠x y 
ேகா௄ எனேவ இௌ அசா்க்ஶ இைணயான ைமனஸ் 3 க்ஶ சமமான ேகா௄ மற்௥ம் 3 க்ஶ y 
சமமான இௌ ஒ௠ ேகா௄ சமம் 3 இப்ேபாௌ ௙ண்௄ம் அசா்க்ஶ இைணயாக உள்ளௌ x x y x 
3க்ஶ சமம் என்றால் இந்த பஶொைய நாம் க௠த்ொல் ெகாள்ள ேவண்௄ம் மற்௥ம் ைமனஸ் 3 x 
க்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ இந்த ௔ராந்ொயமாக இ௠க்ஶம் இந்த பஶொ க்ஶ சமமாக mod x 
இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த க௠த்ைதப் பயன்ப௄த்ௌவதன் ௛லம் சமத்ௌவ௘ன்ைமைய 
ழராஃ௔க்கல் ௚ைற௜ல் ோரக்்ழேறாம் ைமனஸ் ௛ன்௥ ெகா௄க்கப்படட் ைமனஸ் y x mod y x 
௛ன்௥க்ஶ சமம் ைமனஸ் ௛ன்௥க்ஶ சமம் எனேவ இௌ ைமனஸ் 3 ஶைறவாக இ௠க்ஶம்.y x 

Pru
tor
@
IIT
K



க்ஶ சமமான ைமனஸ் ஐ ௳ட ஶைறவானௌ எனேவ ௙ண்௄ம் இரண்டாகப் ௔ரிக்ழேறாம் y x 3 
 பாகங்கள் ைமனஸ் ைமனஸ் 3 க்ஶ சமம் மற்௥ம் ைமனஸ் க்ஶ ஶைறவானௌ, இௌ y x y x 3 x
ைமனஸ் க்ஶ சமம் 3 மற்௥ம் க௯த்தல் y x 

க்ஶ சமமான ைமனஸ் 3 ஐக் ஶ௣க்ழறௌ ைமனஸ் 3 க்ஶ சமம் எனேவ இ௥ொயாக ைமனஸ் y x y
க்ஶ சமம் 3 மற்௥ம் க௯த்தல் ைமனஸ் 3 ஐ ௳ட அொகமாக உள்ளௌ இந்த இரண்௄ம் x y 
சமன்பாட்ூல் உள்ளௌ இௌ சமன்பா௄ 1 இல் உள்ளௌ மற்௥ம் இௌ சமன்பா௄ 2 இல் உள்ளௌ 
எனேவ 4 1 ைமனஸ் க்ஶ சமமான 3 ஐ ௳ட ஶைறவானௌ எனேவ ஆல் 3 ைமனஸ் ஆல் x  y x y 
3 ஶைறவாக சமம் 1 என்௥ எ௱தலாம், இௌ ஆல் 3 ஷட்டல் க௯த்தல் 3 சமம் 1 ஐக் காடூ்௩ம்x yy 
ஶைறவானௌ , ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ சமன்பா௄ ஆல் 3 ஷட்டல் ெதாடர௖்ைடயதாக x 
இ௠க்ஶம் ஆல் ைமனஸ் 3 சமம் 1 க்ஶ சமம் எனேவ இந்த சமன்பா௄ ஆல் ௔ளஸ் ௛லம் y x y v 
சமம் 1 என்பௌ இைடம௣ப்௖ வூவம் எனேவ இந்த ேகா௄ அசா் அசை்ச ௛ன்௥ y x 
ௗஜ்௷யத்ொல் ெவட௄்ழறௌ மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ொல் ெவளிேய௥ம் ைமனஸ் ௛ன்௥ இௌ y x yx 
ஆஶம்  ௗஜ்௷யம் எனேவ என்றால் அச஼்ல் 3 0 மற்௥ம் 0 க௯த்தல் 3 அச஼்ல் 1 2 3 1 2 3 x x y 
க௯த்தல் 1 க௯த்தல் 2  ைமனஸ் 3 ைமனஸ் 1 ைமனஸ் 2 ைமனஸ் 3 எனேவ இௌ 3 0 ஆக இந்த 
௖ள்ளி 3 0 ஆக௵ம் இந்த ௖ள்ளி 0 ைமனஸ் 3 ஆக௵ம் இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிகைள௞ம் 3 0 மற்௥ம் 0 
ைமனஸ் 3 ஐ இைணக்க௵ம் எனேவ இந்த ௖ள்ளி 3 0 மற்௥ம் இந்த ௖ள்ளி 0 ைமனஸ் ஆஶம் 3 
எனேவ சமன்பா௄ க௯த்தல் சமன் ௛ன்௥ இப்ேபாௌ அதன் ோர௵் காரணம் எனேவ x y x 
க௯த்தல் சமம் 3 ஒ௠ தன்னிசை்சயான ௖ள்ளிைய எ௄த்ௌக் ெகாள்ேவாம் 0 0 எனேவ 0 y 
க௯த்தல் 0 க்ஶ சமமான 0 க்ஶ சமம் 3 க்ஶம் ஶைறவானௌ எனேவ ேதாற்றம் 0 0 ோர௵்க்ஶ 
ெசாந்தமானௌ 3 க்ஶ சமமான க௯த்தல் க்ஶ சமமான பஶொ என்பௌ இங்ேக ேதாற்றம் x y 
ஆஶம், எனேவ இந்த பஶொ ோர௵் மண்டலமாக 4 க௯த்தல் க்ஶம் ஶைறவாக 2 க௯த்தல் x y 3 x 

க்ஶ சமமான ைமனஸ் 3 க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் எனேவ இௌ க௯த்தல் 3 ஷட்டல் ஐ y xy y 
ஶ௣க்ழறௌ  3 க௯த்தல் 3 ஆல் ஆல் 3 க்ஶ சமம் 1 இௌ ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ xy y 
ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ எனேவ ௖ள்ளி அச஼்ல் க௯த்தல் 3 0 மற்௥ம் அச஼்ல் 0 3 1 x x y 
அச஼்ல் க௯த்தல் 3 0 மற்௥ம் அச஼்ல் 0 3 ஆக வைரய௵ம்  இந்த இரண்௄ ௖ள்ளிக௬ம் y x 
ைமனஸ் இன் வைரபடத்ைத y 
ைமனஸ் 3க்ஶ சமமாகப் ெப௥ம் எனேவ 0 ைமனஸ் 0 க்ஶ சமம் ைமனஸ் 3 ஐ ௳ட ெபரியௌ, இௌ 
உண்ைம, எனேவ 0 0 ைமனஸ் இன் கைரசல் பஶொ௜ல் x y 
இ௠க்ஶம், ைமனஸ் ௛ன்௣ற்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் 
, இதற்ஶ ோர௵் காரணம் இந்த காரணத்ொற்காக இ௠க்ஶம் எனேவ சமத்ௌவ௘ன்ைம இரண்ூ௩ம் 
ெபாௌவானௌ  ோர௵்க்கான காரணம் இௌவாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த மண்டலம் ைமனஸ் 3க்ஶ 
சமமான க௯த்தல் இரண்ைட௞ம் ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் மற்௥ம் 3க்ஶ சமமான க௯த்தல் x y x y 
இரண்ைட௞ம் ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் அல்லௌ இந்த மண்டலம் இந்த மண்டலத்ைத 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் என்௥ ஷறலாம் 
.
 ௛ன்௥ ௘க௵ம் ெபாௌவான ேஷடட ்காரணம் ேசாகமான காரணம் ைமனஸ் க்ஶ mod y x 
சமமான 3 க்ஶ சமமானதாக இ௠க்ஶம் மற்ெறா௠ உதாரணம் வைரகைல க௯த்தல் mod x y 
ோர௵் க௯த்தல் க்ஶ சமமானைத ௳ட ெபரியௌ க௯த்தல் ைமனஸ் 1 க்ஶ mod x y 1 x y 
சமமானைத ௳ட ஶைறவாக உள்ளௌ மற்௥ம் க௯த்தல் என்பௌ 1 ஐ ௳ட அொகமாக உள்ளௌ.x y 
 எனேவ இந்த இரண்ூன் வைரபடத்ைத௞ம் ௚ந்ைதய ஼க்கைலப் 
ேபால சமன்பாட்ூல் அைமக்ஶம் ேபாௌ, இந்த ௗஜ்யம் க௯த்தல் ைமனஸ் ஒன்௥ xy x y 
ேபான்ற வைரபடத்ைதப் ெப௥ேவாம்,
 அதனால் ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ இ௠க்ஶம்.

ைமனஸ் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், இௌ ஆல் ைமனஸ் 1 ஆக௵ம், ௔ளஸ்  x x y
ஐ 1 க்ஶ சமமாக௵ம் இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ 1 2 3 ைமனஸ் 1 ைமனஸ் 2 1 2 ைமனஸ் 1 ைமனஸ் 2 
அதாவௌ இந்த ேகா௄ ைமனஸ் 1 0 மற்௥ம் 0 ஒன்௥ வ௯யாக ெசல்ழறௌ எனேவ ைமனஸ் ஒன்௥ 
ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் இௌ ௗஜ்௷யம் ஒன்௥, எனேவ இந்த வரி௜ன் வைரபடம் இப்பூ இ௠க்ஶம், 
எனேவ இௌ க௯த்தல் ஐ ைமனஸ் 1 க்ஶ சமமாக ஶ௣க்ஶம் மற்௥ம் சமன்பாட்ூல் இதற்கானx y 
ெதாடர௖்ைடய சமன்பா௄ ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் 1 எனேவ ஆல் 1 ஷட்டல் ைமனஸ் 1 க்ஶ x x y  
சமமாக 1 ஆக, இந்த வரி 1 0 மற்௥ம் க௯த்தல் 1 0 0 ைமனஸ் 1 1 0 ௗஜ்௷யம் க௯த்தல் ஒன்௥ 
மற்௥ம் ௗஜ்௷ய க௯த்தல் ஒன்௥ எனேவ இந்த வரி௜ன் வைரபடம் க௯த்தல் ஒன்௥ 1 க்ஶ சமம்x 
என்பைத இப்ேபாௌ நாம் சரிபாரக்்க ேவண்௄ம்.
 சமன்பாட்ூல் க௯த்தல் ைமனஸ் 1 க்ஶ சமம் எனேவ ேதாற்றம் ேசாதைன x y 
என்௥ ெசால்லலாம் எனேவ ௗஜ்௷யம் ௗஜ்௷யம் எனேவ க௯த்தல் க்ஶ சமமான க௯த்தல் 1 x y 
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எனேவ 0 க௯த்தல் 0 
சமம் க௯த்தல் 1 க்ஶ சமமான 0 க்ஶ சமம் தவ௥ எனேவ ேதாற்றம் இௌ இந்த ௳மானத்ொல் 
இல்ைல, எனேவ இௌ 
1 க்ஶ சமமான க௯த்தல் க்ஶ சமமான ோர௵் மண்டலமாக இ௠க்ஶம் 0 ைமனஸ் 0 சமம் 0 க்ஶ x y 
சமமான ஒன்௥ ௙ண்௄ம் தவறானௌ எனேவ ேதாற்றம் காரணத்ொல் ெபாய் இல்ைல, அதாவௌ 
இௌ ோர௵் காரணமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த பஶொ ோர௵் காரணமாக இ௠க்ஶம், எனேவ 
ெசால்லப்படட் பஶொ  ைமனஸஓக்ஶ ோர௵் காரணமாக இ௠க்ஶம்  ஒன்௥க்ஶ சமம் சரி mod x y 
நன்௣ உங்களில் ௳வாொக்கப்ப௄ம் 
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