
 ശരി സുഹൃׯു؋െള, ഞ׹ൾ ഇതിനകം ഒരു േവരിയബിളിൽ ലീനിയർ അസമതٔെുׯ؋റി്׺ ചർ׺ 
െചᅃٝി؂ു؇് , ഇേؚാൾ നأൾ ര؇് േവരിയബിളിൽ ലീനിയർ അസമതٔെുׯ؋റി്׺ ചർ׺ െചുإം, 
അതിനാൽ ര؇് േവരിയബിളിെല ലീനിയർ അസമതٔം എؓാണ് എ്ؗ കരുതുക, യഥാർ، abc 
സംഖّയുേടതാെണ׸ിൽ, പൂജّ؋ിന് തുലّമായ േകാടാലിയും കൂ؂ിയും വിളിുؗുׯ. ര؇് c 
േവരിയബിളിെലയും െലയും േരഖീയ സമവാകّം, അേതസമയം അസമതٔ׹ൾ ന് x, y ax plus cax-
തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവ് ؛സ് ؛സ് ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത് ؛സ് േനׯാൾ കുറവ്, cax- c- ax 
-c ുؗുׯാൾ വലുത് എؗിവെയ ര؇് േവരിയബിളിെല േരഖീയ സമവാകّം എ്ؗ വിളിׯസ് േന؛ x, y 

ഞ׹ൾ ഒരു ഓർഡർ േജാഡി എടു്؋ , ഈ ലീനിയർ അസമതٔെ؋ േവരിയബിൾ ആയി let  xy xy 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ׸ിൽ ഇത് ലീനിയർ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരമാെണ്ؗ പറയുക അെ׸بിൽ 
നി׹ൾ ലീനിയർ അസമതٔ؋ിെല യുെട മൂലّം േവരിയബിളിൽ ഇടുകയാെണ׸ിൽ മൂലّം xy 
ശരിയായിരിׯണം എ്ؗ പറയാം ഉദാഹരണ؋ിന് നأൾ രെ؇؉ം എടുുׯക. ؛സ് േനׯാൾ x 3y 1 
വലുതാണ് , നി׹ൾ ഒരു ഓർഡർ േജാഡി 1 2 എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഈ 1 2 ഈ ലീനിയർ 
അസമതٔ؋ിന്െറ പരിഹാരമാേണാ അേതാ 2 െന 1 ؛സിേല്ׯ ഇടുകയാേണാ എ്ؗ ഞ׹ൾ 
പരിേശാധിേׯ؇തു؇്.  3 േല്2 ׯ എؗത് 7 ന് തുലّമാണ്, അത് 1 8 ײമിׯണം 8 1 േനׯാൾ വലുതാണ്, 
ഇത് ലീനിയർ അസമതٔെ؋ തൃلിٝെؚടു؛ ുؗു؋സ് ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് 2x 3y 
ര؇് ഈ അസമതٔ؋ിന് പരിഹാരമാണ് ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ ഒؗിെനׯാൾ വലുത് നമു്ׯ മെئാ്ؗ x y 
എടുׯാം ഉദാഹരണം ൈമനസ് 0-േനׯാൾ കുറവ് പറയുക , ൈമനസ് 1 3 എؗ മൂലّം x y 
പരിഗണിുׯക , ഈ മൂലّം ൈമനസ് ൽ 0-ൽ ഇടുക, അതിനാൽ ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 3 ൈമനസ് 4-ന് x y-
തുലّമാണ്, അത് വീ؇ും 0-േനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് 1 3 സമവാകّ؋ിൽ ഇത് 
തൃلിٝെؚടുു؋ക  ൈമനസ് 1 0-േനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഈ ൈമനസ് 1 3 സമവാകّ؋ിൽ x 
ഇതിനുت പരിഹാരമാണ് ൈമനസ് 0-ൽ താെഴയുت ْഗാഫിׯൽ െസാലّൂഷൻ ര؇് x y 
േവരിയബിളുകളിെല സമവാകّ؋ിെല ലീനിയറിന്െറ ْഗാഫിׯൽ െസാലّൂഷൻ , അതിനാൽ നമു്ׯ x 
 ാം ഇത് ര؇ിെല ലീനിയർ സമവാകّമാണ്.  േവരിയബിളും yׯാൾ വലുത് പരിഗണിׯസ് അ؀ിേന؛
ഞ׹ൾ ഒരു വരിയുെട ْഗാഫ് വരയ്ുׯക ؛സ് അ؀് തുലّമാണ്, ഈ ؛സ് അ؀ിന് തുലّമാണ് x y x y 
, ഇതിന് അനുബؖ സമവാകّം എ്ؗ വിളിുׯം ؛സ് അ؀ിേനׯാൾ വലിയ സമവാകّ؋ിൽ, x y 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഇത് ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ ْഗാഫ് വരയ്ുׯകയാെണ׸ിൽ അെ׸بിൽ ഈ n 
തുലّത  ؛സ് ന് 5 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഉ؍വം 1 2 3 4 5 1 2 3 4 അ؀് അതിനാൽ ؛സ് x y x y 
സമം അ؀് എؗാൽ ഈ േരഖ ഈ ര؇് ബിؕുകളിലൂെട കടؗുേപാകണം എؗാണ് അർ،മാؗുׯത് 
ഈ േരഖ ؛സ് അ؀ിന് തുലّമായത് ഈ വിമാനെ؋ വിഭജിുׯക  ര؇് ഭാഗ׹ൾ അെ׸بിൽ ഈ x y 
വിമാന؋ിൽ അനؓമായി നിരവധി േപായിന്റുകൾ അട׹ിയിരിുؗുׯ , ഈ എبാ 
േപായിന്റുകളുെടയും െസ്ئ മൂ്ؗ ഭാഗ׹ളായി വിഭജി׺ിരിുؗുׯ ഒരു ഭാഗം ഈ വരിയിൽ 
കിടؗുׯതിനാൽ ആദّെ؋ െസ്ئ േപായിന്റുകൾ എ്ؗ പറയുؗത് ഈ വരികളിൽ ؛സ് xy x y 
തുലّമായ േപായിന്റുകളാണ്  അ؀് എؗാൽ ഈ േപായിന്റുകെളبാം ഈ സമവാകّം ؛സ് എؗ x y 
സമവാകّെ؋ തൃപ് തിെؚടുുؗു؋, ഇത് അ؀ിേനׯാൾ ؛സ് എؗ സമവാകّ؋ിൽ x y 
തൃلിٝെؚടുؗു؋ ര؇ാമെ؋ െസ്ئ േപായിന്റാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഈ സമവാകّെ؋ 
തൃلിٝെؚടുؗു؋ ര؇ാമെ؋ െസ്ئ േപായിന്റാണ് ؛സ് േനׯാൾ വലുത് ؛സ് ന് തുലّവുംx y 5 x y 5 
മൂؗാമെ؋ െസുئം ؛സ് െയ -ൽ താെഴ തൃപ് തിെؚടുؗു؋ എبാ േപായിന്റുകളും ആണ്, 5 x y 5
അതിനാൽ ഈ വരി ؛സ് ഒരു തല؋ിെല എبാ േപായിന്റുകെളയും മൂ്ؗ വّതُّ ٝെസ്ئ x y 
േപായിന്റുകളായി വിഭജിുؗുׯ  ഈ വരിയിൽ കിടؗുׯത് എؗത് അ؀ിന് തുലّവും xp  lus y 
ര؇ാമെ؋ െസുئം ؛സ് എؗത് അ؀ിേനׯാൾ വലുതും ؛സ് അ؀ിൽ താെഴയുت x y x y 
മൂؗാമെ؋ െസ്ئ േപായിന്റുകളും ആണ്, ഇത് ചിْതമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ؛സ് അ؀്, x y x 
എؗിവയിൽ വലുത് എ്ؗ പറയാം  ؛സ് ൈഫേയׯാൾ കുറവ് അർ،മാؗുׯത് ഈ ൈലൻ ؛സ് y x y
അ؀ിന് തുലّമാണ് ഈ വിമാനെ؋ ര؇് അർؑ തല׹ളായി വിഭജിുׯക ഇതിെന ആദّം പകുതി 
തലം എؗും ഇതിെന അർؑ തലം എؗും വിളിുؗുׯ , ഇത് ആദّം പകുതി തലം എؗും ഇത് പകുതി 
തലം ര؇ാമത് എؗും പറയാം. ഈ വിമാനം അട؁ വിമാനമാേണാ തുറؗ വിമാനമാേണാ എ്ؗ 
തീരുമാനിേׯ؇തു؇്, നമു്ׯ ര؇് തരം െ؛യ്ൻ അട׺ി؂ിരിؗുׯ ഹാഫ് െ؛യിൻ , ഓؚൺ ഹാഫ് 
െ؛യിൻ എؗി׹െന ര؇് തരമു؇്, അതിനാൽ അസമതٔം മؕഗതിയിലാെണ׸ിൽ അസമതٔ؋ിന്െറ 
അർ،ം നി׹ൾ ഉദാഹരണം 2 ؛സ് 3 ന് തുലّമായ 1 അെ׸بിൽ ؛സ് ന് തുലّമാെണ്ؗ x y x y 
കരുതുക. 3 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അസമതٔ؋ിന്െറ അസമതٔ ചിصം സമതٔ؋ിൽ 
മؕതയാെണ׸ിൽ അതിനർ،ം അനുബؖ സമവാകّം ْപതിനിധീകരിؗുׯ ൈലൻ അേസാസിേയ്ئ 
ൈലൻ പൂർ؉ വരയായിരിുׯം, അതിനാൽ നി׹ൾ ْഗാഫ് വരയ്ുׯേآാൾ േരഖ 
ഇതുേപാെലയായിരിുׯം കൂടാെത നി׹ൾ സമവാകّ؋ിൽ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ ؛സ്  x y 
രേ؇ാ മൂേؗാ ൈമനസ് ഒؗിൽ കുറവാെണ׸ിൽ, ഈ അസമതٔം ഈ സാഹചരّ؋ിൽ കർശനമായx y 
അസമതٔമാണ്, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ൈലൻ പകുതി ൈലൻ േഡാ؂് ഇ؂ േരഖയായിരിുׯം, അതിനാൽ 
ഈ പൂർ؉ വരി വിമാനം കാണിുؗുׯ പകുതി െ؛യിനിൽ ഈ അതിർ؋ി േരഖയും 
അട׹ിയിരിുؗുׯ. ബാർ ഹാഫ് െ؛യിൻ വിൽ ഈ ൈലൻ അട׹ിയി؂ിب , അതുെകാ؇ാണ് ഇത് േഡാ؂് 
ഇ؂ േരഖ എ്ؗ അർ،മാؗുׯത് ഈ അതിർ؋ി ഉൾെؚടു؋ിയി؂ിെുؗبം പൂർ؉ േരഖ എؗാൽ 
അതിർ؋ി ഉൾെؚടു؋ിയി؂ുെ؇ؗും ഇേؚാൾ നമു്ׯ െസാലّൂഷൻ െസ്ئ ഉ؇് അതിനാൽ 
െസാലّൂഷൻ െസ്ئ എؗാൽ ഓർഡർ െചᅃٝ എبാ േജാഡി ആൽഫ ബീئയുെടയും െസ്ئ എؗാണ് 
അർ،മാؗുׯത്  തؗിരിؗുׯ അസമതٔെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഒരു യഥാർ، സംഖّകെള 
നൽകിയിരിؗുׯ അസമതٔ؋ിന്െറ ഒരു െസാലّൂഷൻ െസ്ئ എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനർ،ം നി׹ൾ 
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മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇ിൽ താെഴയായി കണׯാുׯകയും എبാ േപായിന്റും നി׹ൾ ഒരു േപായിന്റ് x y 
ആൽഫ ബീئ പരിഗണിുׯകയും ഈ 3 ആൽഫ ൈമനസ് ഇടുകയും െചᅃٝാൽ പറയുകയും െചുؗുإ.  
ബീئ , ഇത് 2-ൽ താെഴയാണ്, അതിനർ،ം ആൽഫ ബീئ േസാൾ؂് സൂരّാُമٝയ؋ിന്േറതാണ് എؗാണ് , 
ഈ 3 ആൽഫ ൈമനസ് ബീ2 ئ-ൽ കുറയാ؋താെണ׸ിൽ, ആൽഫ ബീئ െസാലّൂഷൻ െസئിൽ 
െപടുؗതب എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്.  െസാലّൂഷൻ െസ്ئ എؗത് എبാ ആൽഫ ബീئകളുെടയും ഒരു
െസ്ئ ആെണ്ؗ പറയാം, അതായത് ആൽഫ ബീئ അസമതٔ േകാടാലിെയ തൃلിٝെؚടുു؋ം.    c 
എؗതിലുപരി ഈ സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ആൽഫ ബീئ  പരിഹാരമാണ് എ്ؗ പറയാം  
അസമതٔ؋ിന്െറ പരിഹാര കാരണം, അതിനർ،ം പരിഹാര കാരണം, നأൾ ْഗാഫ് വരയ്ുׯകയും 
അസമതٔം ഇത് േകാടാലി ؛സ് എ്ؗ പറയുകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ േകാടാലി ؛സ് സി്ׯ തുലّമാണ്,
അതിനാൽ ഈ ൈലൻ ഈ വിമാനെ؋ ര؇് അർؑ തലം ഉتതായി വിഭജിുؗുׯ  ര؇് നമു്ׯ ര؇് 
കാരണ׹ളു؇്, ആദّ േമഖലെയ പകുതി തലം ഒ്ؗ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, ര؇ാമെ؋ േമഖലെയ 
പകുതി തലം ര؇് ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, അതിനാൽ എبാ േപായിന്റുകളും ഒؗുകിൽ പകുതി തലം 
ഒ്ؗ അെ׸بിൽ പകുതി തലം ര؇് െകാ؇് തൃلിٝെؚടും.  ലّൂഷൻ കാരണം ഒരു ബിؕുവാണ്, അതിനാൽ 
പകുതി തലം ഒേؗാ പകുതി തലം രേ؇ാ തൃلിٝെؚടുؗു؋ േപായിന്റുകളുെട ഒരു കൂ؂ം, അതിനാൽ 
നി׹ൾ ഈ കാരണം തൃلിٝകരമാെണ്ؗ കരുതുക , ഇതിെന േകാടാലിയുെട െസാലّൂഷൻ റീജിയൻ 
െസാലّൂഷൻ കാരണം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, കൂടാെത സി-േയׯാൾ കുറവ് അർ،മാുؗുׯ. േസാളിഡ് 
സാൻഡ് റീജിയൻ എ്ؗ വിളിുؗുׯ , േസാളّൂഷൻ െസ്ئ കെ؇ؗു؋തിന് അൽേഗാരിതം എ׹െന 
കെ؇؋ാം, അതിനാൽ ര؇് േവരിയബിളിൽ ഒരു ലീനിയർ സമവാകّ؋ിന്െറ െസാലّൂഷൻ െസ്ئ 
കെ؇ؗു؋തിന് ഞ׹ൾ ഇനിؚറയുؗ അൽേഗാരിതം പിؓുടരുؗു, അതിനാൽ ആദّം നأൾ 
അനുബؖ സമവാകّം എഴുതണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ എടുׯാം. ഉദാഹരണ؋ിന്, ര؇് ൈമനസ് x 

വലുത് ര؇് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّം, അതിനാൽ അനുബؖ സമവാകّം അനുബؖ സമവാകّം y x y 
ര؇് ൈമനസ് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇതിെന അനുബؖ സമവാകّം എ്ؗ വിളിുؗുׯ, x y 
അതിനാൽ ഇത് ഘ؂ം ഒ്ؗ ആണ്, ഇേؚാൾ ഘ؂ം ര؇് ആׯി തുലّം  പൂജّം അതിനാൽ നി׹ൾ y 
അനുബؖ സമവാകّ؋ിൽ െയ 0 ന് തുലّമാുׯേآാൾ നമു്ׯ എؗത് 1 ൈബ 2 ന് തുലّമാണ് , y x 
അതായത് നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്ഒؗിൽ ര؇് പൂജّം ഉ؇്, അതായത് ഈ ര؇് ൈമനസ് വിഭജനം x y x 
അײം ഒؗിന് ര؇ിൽ  പൂജّം വീ؇ും പൂജّ؋ിന് തുലّമായി ഇടുക, അതിനാൽ ഇത് x 
സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് ൈമനസ് y y 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതായത് അײെ؋ പൂജّം ൈമനസ് ഒؗിൽ വിഭജിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇്y 
േപായിന്റുകൾ ഒؗിന് ര؇് പൂജّവും പൂജّം ൈമനസും ഉ؇്  ഒ്ؗ, ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾ 
േചരുؗതിലൂെട നമു്ׯ ഇേؚാൾ ൈലൻ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇത് അײം ഇതാണ് അײം ഇതാണ് x y 
ഉ؍വം , നമു്ׯ ര؇് േപായിന്റുകൾ ഒؗിന് ര؇ായി പൂജّം, പൂജّം ൈമനസ് 1 
അ׹െന 1 2 3 4 , 1 2 3 4 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 3 അതിനാൽ േപായിന്റ് 1 ൈബ 2 0 ആണ്, 
അതിനാൽ ഇത് 1 ൈബ 2 ആണ്, ഇത് 1 ൈബ 2 0 1 ര؇് പൂജّം , മെئാരു േപായിന്റ് പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ , 
ഇതാണ് േപായിന്റ ്പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ, അതിനാൽ ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾ േചരുേآാൾ ൈലൻ 
ലഭിുׯം അതായത് ഒؗിന് തുലّമായ ര؇് ൈമനസ് ആണ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ അസമതٔമു؇് , അത് 1 x y 
ന് തുലّമായതിേനׯാൾ ര؇് ൈമനസ് വലുതാണ്, അതിനാൽ ഏത് ْപേദശമാണ് പരിഹാര കാരണം x y 
അെ׸بിൽ ഏത് ْപേദശം സാധّമായ കാരണം എ്ؗ ഞ׹ൾ നിർവചിേׯ؇തു؇്.  പരിേശാധി്׺, ഘ؂ം 
3 ْഗാഫ് വരയ്ുׯക, ര؇് മിനി്ئ എؗ വരിയുെട ْഗാഫ് വരയ്ുׯക  ഒؗിന് തുലّവും ഘ؂ം x sy 
നാലിനും തുലّമായ േമഖലാ അസമതٔ׹ളുെട നിഴൽ ര؇് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x y 
നമു്ׯ ഒരു ഏകപײീയമായ േപായിന്റ ്എടുׯാം ഒ്ؗ ര؇് നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ് ഒ്ؗ ര؇് rvt 
എടു്؋ ഈ േപായിന്റ ്ഒേര സമവാകّം തൃلിٝെؚടുുؗു؋േ؇ാ എ്ؗ പരിേശാധിുׯക. അതب ര؇ിൽ 
ഒ്ؗ ൈമനസ് 2 എؗത് 0 എؗത് 1 ന് തുലّമب, അതിനാൽ േപായിന്റ് ഒ്ؗ ര؇് അസമതٔ؋ിന്െറ 
െസാലّൂഷൻ േമഖലയിൽ 2 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതب, ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനാׯാം  x 
ْഗാഫ് അതിനാൽ േപായിന്റ് ഒ്ؗ ര؇് ഈ േപായിന്റ ്േപായിന്റ് ഒ്ؗ ര؇് , അതായത് ഈ േപായിന്റ ്ഒ്ؗ
ര؇് ഈ േമഖലയിൽ കിടുؗുׯ, ഇത് പകുതി തലം ഒ്ؗ , ഇത് പകുതി തലം ര؇്, അതിനാൽ ഈ 
േപായിന്റ് ഒ്ؗ 2 പകുതി തലം 2 ൽ കിടുؗുׯ , ഇത് ഈ അസമതٔെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ി2  بx 
ൈമനസ് ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഈ അർؑ തലം 1 ആയിരിുׯം പരിഹാര കാരണം, y 1 
അതിനർ،ം നأൾ ഇ׹െന സ׽ീകരിׯണം എؗതിനർ،ം ഇതാണ് പരിഹാരം, അതിനാൽ ഈ 
അർؑ തലം പരിഹാര േമഖലയായിരിുׯെമ്ؗ കാണിؗുׯ രീതിയിൽ നമു്ׯ സ׽ീകരിׯാം. 
ഇതിനായി അനിയْؓിതമായ േപായിന്റിന്െറ رാന്؋ നമു്ׯ ഒറിജിനൽ െട്ز ഒറിജിനൽ െട്ز ne 
കൂടി പരിഗണിׯാം, അതിനർ،ം ഉ؍വം ഏത് േമഖലയിലാേണാ എ്ؗ പരിേശാധിേׯ؇തു؇്, 
അതിനാൽ 2 മുതൽ 0 വെര ൈമനസ് 0 പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , അസമതٔം ഒؗിനും പൂജّ؋ിനും 
തുലّമായതിേനׯാൾ ര؇് ൈമനസ് വലുതാണ് ഒؗിന് തുലّമب , അതിനാൽ ഉ؍വം െസാലّൂഷൻ x y 
റീജിയണിൽ ഇب, എؗാൽ ഉ؍വ؋ിലൂെട ൈലൻ കടؗുേപാകുേآാൾ ഈ ഉ؍വ പരിേശാധന 
ْപവർ؋ിׯിب, അതിനാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഉ؍വ പരിേശാധന ْപവർ؋ിׯിب, അതിനാൽ ْടീiv 
േപായിന്റ് പരിഗണി്׺ പരിേശാധിؗുׯതാണ് നبത്. ആ േപായിന്റ് െസാലّൂഷൻ റീജിയെന 
തൃلിٝെؚടു؋േണാ േവ؇േയാ, തൃപ് തിെؚ؂ാൽ ആ പകുതി തലം െസാലّൂഷൻ റീജിയൻ ആയിരിുׯം, 
തൃلിٝകരമെ׸بിൽ അതിന്െറ എതിർ പകുതി തലം സമവാകّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯ െസാലّൂഷൻ 
റീജിയൻ ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഉദാഹരണ׹ൾ ആദّം ര؇് ؛സ് േപാെലയാണ് ആറിന് തുലّമായ x 
മൂ്ؗ കുറവ് അത് ْഗാഫിׯായി പരിഹരിുׯക, അതിനാൽ സമവാകّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯത് y 
ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ ആറിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ അനുബؖ സമവാകّം ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ ആറ് x y x y 
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പിയുവിന് തുലّമാണ്  പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിനാൽ ഞ׹ൾ എؗത് മൂؗിന് തുലّം നൽകും , ty x 
അതായത് മൂ്ؗ പൂജّം അ؋ײിൽ കിടുׯം അെ׸بിൽ നമു്ׯ ഈ വരി ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ എ്ؗ x x y 
പറയാം ആറ ്ഖ؈ിക അײം മൂ്ؗ പൂജّ؋ിൽ ഇേؚാൾ എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّം എ്ؗ x x y 
സൂചിؚിുؗുׯ  ര؇ിന് തുലّമായതിനാൽ പൂജّം ര؇് എؗത് അ؋ײിെല ബിؕുവായിരിുׯം y 
അെ׸بിൽ നമു്ׯ ഈ വരി ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ എ്ؗ പറയാം , പൂജّം ര؇ിൽ അײം ആറ് x y y 
വിഭജിؗുׯതിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഈ അനുബؖ സമവാകّ؋ിന്െറ ْഗാഫ് േ؛ാ؂് െചുإക, 
അതിനാൽ ഇതാണ് ഇതാണ് അതിനാൽ അ؋ײിെല േപായിന്റ് 3 0 ആണ്, ഇത് 1 2 3 4 1 2 3 4 x yx 0 x 
ആണ്, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് 3 0 ആണ് , അ؋ײിെല േപായിന്റ് 0 2 ആണ്, അതിനാൽ ഈ y 
േപായിന്റ് 0 2 ഇേؚാൾ ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾ േചരുؗു, അതിനാൽ ഇത് ര؇് എؗ വരിെയ x 
ْപതിനിധീകരിുׯം  ؛സ് ْതീ ആറിന് തുലّമാണ് , ഈ ൈലൻ ഈ വിമാനെ؋ പകുതി തലം ഒؗായി y 
വിഭജിുׯക , പകുതി തലം ര؇ായി വിഭജിുׯക, ഏത് പകുതി വിമാനമാണ് ഇതിനുت പരിഹാര 
േമഖലെയ്ؗ ഞ׹ൾ നിർവചിേׯ؇തു؇്, ഞ׹ൾ ഒരു ഏകപײീയ േപായിന്റ ്എടുുׯക 
അെ׸بിൽ നി׹ൾ്ׯ അനിയْؓിതമായ അനിയْؓിതമായ േപായിന്റ ്െട്ز എ്ؗ പറയാം. പരിഹാര 
കാരണം നിർവചിؗുׯതിന് , ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് പറയുകയും നൽകിയിരിؗുׯ ഒരു േപായിന്റ ്
എടുുׯകയും െചإാം സമവാകّം 2 ؛സ് 3 എؗത് 6 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ x y 
ൈമനസ് 1 ന്െറയും 2 ന്െറയും ഈ മൂലّം ഇടുക, 
അ׹െന 2 ൈമനസ് 1 േല്3 ׯ േല്2 ׯ എؗത് 4 ന് തുലّമാണ്, അത് ആറിേനׯാൾ കുറവാണ്, 
അതിനാൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് തൃلിٝകരമാണ്  സമവാകّം ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ ആറിന് തുലّമായ x y 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനർ،ം ൈമനസ് എവിെട ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇്, ൈമനസ് ഒ്ؗ 
ൈമനസ് ര؇്, ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് എؗാൽ ഈ േപായിന്റ ്ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് 
ആയിരിുׯേമാ എ്ؗ പരിേശാധിുׯക.  പകുതി തലം ര؇ിേല്ׯ, പകുതി തലം ര؇് ആയിരിുׯം 
പരിഹാര േമഖല, അതിനാൽ ഞ׹ൾ പകുതി തലം ര؇് എ്ؗ പറ؁ു, അതിനാൽ ഈ വശമുت ഭാഗം 
ഈ േഷഡുت ْപേദശമായിരിുׯം സമവാകّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯതിന്െറ പരിഹാര കാരണം, 
അതിനാൽ േഷഡുت കാരണം പകുതി തലം ര؇് ആയിരിുׯം പരിഹാര കാരണം ൈമനസ് 1 2 ഈ 
േമഖലയുേടതാണ്, അതിനാൽ േഷഡർ ْപേദശം പരിഹാരമാകും മെئാരു ഉദാഹരണം ْഗാഫിׯലി ര؇് y 
 ാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ xׯിന് തുലّമായതിേന؋ക പൂജّ പരിഹാരുׯസ് പരിഹരി؛
സമവാകّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯതിന്െറ അനുബؖ സമവാകّം ര؇് ؛സ് ന് y x z 
തുലّമായിരിുׯം  അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ നൽകും, ero y x 
അതിനർ،ം ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗ ഈ േരഖ ഉ؍വ؋ിലൂെട കടؗുേപാകുؗു എؗാണ്  
അർ،മാؗുׯത് സമം 1 ഇടുക.  പൂജّം പൂജّവും ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ ര؇് അതിനാൽ ഈ ര؇് x 
േപായിന്റുകളും േചരുؗതിലൂെട നമു്ׯ സമവാകّം ര؇് ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ േരഖയുെട i x 
ْഗാഫ് വരയ്ׯാം  ഒ്ؗ ര؇് 1 2 1 2 ൈമനസ് 1 ഉം ൈമനസ് 2 ഉം ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 ആണ് അതിനാൽ 
േപായിന്റ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ 2 ആണ്, ഇത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ ര؇് ആണ് അതിനാൽ ഇവിെട 
നമു്ׯ േപായിന്റ് ഉ؇് ഈ േപായിന്റ ്ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ ര؇് ഇേؚാൾ ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾ 
േചരുക ര؇് ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ േരഖയുെട സമവാകّം നൽകും, അതിനാൽ ഇത് പകുതി y x 
തലം ഒ്ؗ, ഇത് പകുതി തലം ര؇്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ അനിയْؓിതമായ േപായിന്റ ്െട്ز 
ആർബിേْടഷൻ േപായിന്റ് െട്ز വീ؇ും പരിേശാധിׯാം, നമു്ׯ ഒരു േപായിന്റ ്േനാׯാം ഒ്ؗ ര؇് 
എ്ؗ പറയുക. ഈ മൂലّം ഒരു തുലّം ര؇് സമവാകّ؋ിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ര؇് x y t  o e y 
 ാൾ വലുതാണ്, xׯ؋സ് 1 5 ന് തുലّമാണ്, ഇത് പൂജّേ؛ 2 ׯിന് തുലّമായതിനാൽ 2 േല്؋സ് പൂജّ؛
അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇് സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋ ര؇് ؛സ് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ് i x 
അതിനാൽ േപായിന്റ് ഒ്ؗ ര؇് ഉൾെؚടണം  െസാലّൂഷൻ േകാഴ് സ് േപായിന്റിേല്ׯ ഒ്ؗ ര؇് 
െസാലّൂഷൻ േകാഴ് സിന് ഇത്  ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ ്  െസാലّൂഷൻ 0.12 1 2
റീജിയന്േറതാണ് , അതിനർ،ം പകുതി തലം 1 ആയിരിുׯം പരിഹാര േമഖല പകുതി തലം 1 
ആയിരിുׯം പരിഹാര േമഖല, അതിനാൽ പകുതി തലം 1 ആയിരിുׯം. അതിനാൽ ഇത്  പരിഹാര 
കാരണം ആകുക, അതിനാൽ പകുതി തലം ഒؗായിരിുׯം പരിഹാര േമഖല, അതിനാൽ ര؇് 
േവരിയബിളിൽ സമവാകّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯതിന്െറ പരിഹാര കാരണം നമു്ׯ കെ؇؋ാൻ 
കഴിയും ഇേؚാൾ നമു്ׯ മെئാരു ഉദാഹരണം എടുׯാം, ഉദാഹരണം എടുؗുׯതിന് മു്آ നأൾ mod x 
െനുׯറി്׺ ചർ׺ െചുؗുإ . അതിനാൽ േമാഡ് എؗത് മൂؗിന് തുലّമായത് ൈമനസ് ْതീെയ x 
സൂചിؚിുؗുׯ.   മൂؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ര؇് അസമതٔ׹ളുെടയും ْഗാഫ് േ؛ാ؂് 
െചᅃٝാൽ, ഇത് ഇത് പൂജّമാണ്, അതിനാൽ അതിന്െറ അനുബؖ സമവാകّം ൈമനസ് 3 നും നുംx y x 3 
തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് 1 ഇത് 2 ഇതാണ് 3 എ്ؗ പറയുക ഇത് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 3 
ആണ് അതിനാൽ ൈമനസ് 3 ന് തുലّമാണ്, ഇത് അ؋ײിന് സമാؓരമായ ഒരു േരഖയാണ്, x y 
അതിനാൽ ഇത് അ؋ײിന് സമാؓരമായ ൈമനസ് 3 ന് തുലّമായ ഒരു േരഖയാണ്, ഇത് y y 
അ؋ײിന് സമാؓരവും ന് തുലّവുമാണ്. സമം 3, അത് ഇേؚാൾ അ؋ײിന് വീ؇ും x 3 x y 
സമാؓരമാണ് ന് തുലّം എؗതിനർ،ം, നأൾ ഈ ْപേദശം പരിഗണിേׯ؇തു؇് , കൂടാെത x 3 x 
ൈമനസ് 3 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത് ഈ േമഖലയായിരിുׯം, ഇത് േമാഡ് കുറവിനുت x 
കാരണമായ കാരണമായിരിുׯം. ഈ ْപേദശം മൂؗിന് തുലّമായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ ആശയംmod x 
ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ അസമതٔം പരിഹരിുؗുׯ ْഗാഫിׯായി ൈമനസ് നൽകിയിت؂ു mod y x 3 mod

ൈമനസ് ന് തുലّമായത് ൈമനസ് മൂ്ؗ തുലّമാണ് അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് 3 കുറവ് y x 3 y x 
സൂചിؚിുؗുׯ ൈമനസ് ന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവ് 3 ന് തുലّമായതിനാൽ ഞ׹ൾ വീ؇ും y x 
ര؇ായി വിഭജിുؗുׯ  ഭാഗ׹ൾ ൈമനസ് ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّവും ൈമനസ് ന് തുലّവും y x y x 3 
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3-ന് തുലّവും ൈമനസ് എؗത് 3-ന് തുലّമായ ൈമനസ് െയ സൂചിؚിുؗുׯ  ൈമനസ് 3 ന് x y x y-
തുലّമാണ്, അതിനാൽ അവസാനമായി നമു്ׯ ൈമനസ് ന് തുലّവും ൈമനസ് ൈമനസ് 3 ന് x y 3 x y 
തുലّമായ ൈമനസ് വലുതും ഉ؇്, നമു്ׯ ഇവ ര؇ും സമവാകّ؋ിൽ ഉ؇് , ഇത് സമവാകّം 1 ലും x y 
ഇത് സമവാകّം 2 ലും 4 1 ആണ്  ൈമനസ് ന് തുലّമായതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് െകാ؇് 3 ൈമനസ് x y 3 x y
െകാ؇് 3 ആയി എഴുതാം, ഇത് 1 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവ് എ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ  ന് ൈമനസ് 3 x y 

 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّം ന്െറ ഒരു ؛സ് യ് ്ׯ തുലّമായ  ന് തുലّമായ രൂപെ1 ؋ x y 1
ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ േരഖ അײം അײെ؋ മൂ്ؗ പൂജّ؋ിലും എ٧عി്ئ y x y 
പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ 3-ൽ നി്ؗ പുറു؋കടുׯക ഇതാണ് പൂജّം അതിനാൽ നമു്ׯ എؗാൽ x yx  x x 
അ؋ײിൽ 3 0 ഉം 0 ൈമനസ് 3 അײവും 1 2 3 1 2 3 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2  ൈമനസ് 3 ൈമനസ് 1 y 
ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 3 അതിനാൽ ഇത് 3 0 ആണ് അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് 3 0 ആയിരിുׯം , ഈ 
േപായിന്റ് 0 ൈമനസ് 3 ആയിരിുׯം ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾ 3 0, 0 ൈമനസ് 3 എؗിവ േചരുക, 
അതിനാൽ ഈ േപായിന്റ് 3 0 ആണ് , ഈ േപായിന്റ് 0 ൈമനസ് ആണ് 3 അതിനാൽ സമവാകّം x 
ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമാണ് ഇേؚാൾ അതിന്െറ പരിഹാര കാരണം അതിനാൽ ൈമനസ് ന് y x y 3 
തുലّമായത് നമു്ׯ ഒരു അനിയْؓിതമായ േപായിന്റ ്എടുׯാം 0 0 എ്ؗ പറയുക, 0 ൈമനസ് 0 ന് 
തുലّമായ 0 ന് തുലّമാണ്, അത് 3-ൽ കുറവായതിനാൽ ഉ؍വം 0 0 പരിഹാര؋ിന്േറതാണ്. അْതയും x 
ൈമനസ് ന് തുലّമായ ْപേദശം, ഇവിെട ഉ؍വം എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്, അതിനാൽ ഈ y 3 
ْപേദശം ൈമനസ് 3 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ 2 ൈമനസ് യ്്3 ׯ-േനׯാൾ 4 ൈമനസ് x y x y 
കുറവായിരിുׯം,  അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് 3 ؛സ് സൂചിؚി3  ുؗുׯ ൈമനസ് 3 െകാ؇് xy y xy y 
െകാ؇് 3 െകാ؇് 1 ന് തുലّമാണ് ഇത് അനുബؖ സമവാകّവുമായി ബؖെؚ؂ സമവാകّമാണ്, 
അതിനാൽ േപായിന്റ് അ؋ײിൽ ൈമനസ് 3 0 ആയിരിുׯം, അ؋ײിൽ 0 3 1 അ؋ײിൽ x x y 
ൈമനസ് 3 0 അ؋ײിൽ 0 3 ആകും x 
അ׹െന വരയ്ുׯക  ഈ ര؇് േപായിന്റുകൾുׯം ൈമനസ് 3 ന് തുലّമായ ൈമനസ് യുെട ْഗാഫ് x y 
ലഭിുׯം ഇേؚാൾ വീ؇ും ഒറിജിനൽ െട്ز പരിേശാധിുׯക 
അ׹െന പൂജّം പൂജّം അതിനാൽ 0 ൈമനസ് 0 തുലّമായ 0 ൈമനസ് 3 േനׯാൾ വലുതാണ്, അത് 
ശരിയാണ്, അതിനാൽ 0 0  ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّമായ ൈമനസ് ന്െറ പരിഹാര േമഖലയിൽ x y 
ആയിരിുׯം, ഇതിനർ،ം ഇതിനർ،ം പരിഹാര കാരണം ഈ കാരണമായിരിുׯം അതിനാൽ 
അസമതٔ؋ിലും െപാതുവായത്  പരിഹാര കാരണം ഇതായിരിുׯം, അതിനാൽ ഈ ْപേദശം ൈമനസ് 3 
ന് തുലّമായ ൈമനസ് യും 3 ന് തുലّമായ ൈമനസ് യും തൃلിٝെؚടുു؋ം  അെ׸بിൽ ഈ x y x y 
ْപേദശം ഈ േമഖലെയ തൃلിٝെؚടുു؋െമ്ؗ നമു്ׯ പറയാം ൈമനസ് ന് തുലّമായത് mod y x 
തൃلിٝെؚടുു؋ം മൂ്ؗ വളെര സാധാരണമായ േഷഡുت കാരണം , ൈമനസ് 3-ന് mod y x 
തുലّമായതിന്െറ പരിഹാര കാരണം ദുഃഖകരമായ കാരണം ആയിരിുׯം, മെئാരു ഉദാഹരണം 
ْഗാഫിׯായി പരിഹരിുׯക േമാഡ് ൈമനസ് പരിഹാരം ൈമനസ് ന് x y mod x y 1 
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത് ൈമനസ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവ് സൂചിؚിുؗുׯ x y 
കൂടാെത ൈമനസ് എؗത് 1-ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ര؇ിന്െറയും ْഗാഫ് മുآെ؋ x y 
ْപٍ٠ം േപാെല സമവാകّ؋ിൽ േ؛ാ؂് െചുإേآാൾ നമു്ׯ ഇതുേപാലുت ْഗാഫ് ലഭിുׯം പൂജّം xy x 
ൈമനസ് ൈമനസ് ഒ്ؗ y 
അ׹െന ബؖെؚ؂ സമവാകّം ൈമനസ് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാകുക, ഇത് ൈമനസ് 1 ന് തുലّവും ؛സ്x 

ന് തുലّവും ആയിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് 1 2 3 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 1 2 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 y 1 
ആണ്, അതായത് ഈ ൈലൻ ൈമനസ് 1 0, 0 എؗിവയിലൂെട കടؗുേപാകുؗു ൈമനസ് ഒ്ؗ പൂജّവും 
ഇത് പൂജّവും ആയതിനാൽ ഈ വരിയുെട ْഗാഫ് ഇതുേപാെലയായിരിുׯം, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് 1 ന് 
തുലّമായ ൈമനസ് െയ ْപതിനിധീകരിുׯം , സമവാകّ؋ിൽ ഇതിനുت അനുബؖ സമവാകّം x y x
ൈമനസ് 1 തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈബ 1 ؛സ് ൈമനസ് 1 െകാ؇് 1 ന് തുലّമായതിനാൽ ഈ x y  
ൈലൻ 1 0, ൈമനസ് 1 0 0 ൈമനസ് 1 1 0 പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ , പൂജّം ൈമനസ് ഒ്ؗ എؗിവയിലൂെട 
കടؗുേപാകുؗു, അതിനാൽ ഈ വരിയുെട ْഗാഫ് ൈമനസ് ഒ്ؗ 1 ന് തുലّമാണ്, ഏത് ഭാഗമാണ് ഇത് x 
തൃلിٝെؚടുؗു؋െത്ؗ പരിേശാധിേׯ؇തു؇്.  സമവാകّ؋ിൽ ൈമനസ് ൈമനസ് 1 ന് x y 
തുലّമായതിനാൽ നമു്ׯ പരിേശാധിׯാം ഉ؍വ ഉ؍വ െട്ز അതിനാൽ പൂജّം പൂജّമാണ്, അതിനാൽ 

ൈമനസ് ന് ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ 0 ൈമനസ് 0 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായ 0 ന് തുലّമാണ്x y 
അതിനാൽ ഉ؍വം െതئാണ് ഈ െ؛യിനിൽ കിടؗുׯിب, അതിനാൽ ഇത് 1 ന് തുലّമായ ൈമനസ് x y 
യ്്ׯ സമാനമായ പരിഹാര േമഖലയായിരിുׯം 0 ൈമനസ് 0 സമം 0 എؗതിേനׯാൾ വലുത് വീ؇ും 
ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഉ؍വം കാരണമായി കിടؗുׯിب, അതിനർ،ം ഇതാണ് പരിഹാര 
കാരണം, അതിനാൽ ഈ ഭാഗം പരിഹാര കാരണം ആയിരിുׯം, അതിനാൽ പറ؁ ഭാഗം ആയിരിുׯം 
േമാഡ് ൈമനസിന്െറ പരിഹാര കാരണം  ഒؗിന് തുലّമായത് ശരി നؕി നി׹ളിൽ ചർ׺ െചുإം x y Pru
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