
 ఓښ ऴ߾ంݭझ  మనం ߖࡰయ࡛ అసࠪనత߯ ߖڜऒ  ࠭ఖङ फࣃࠚరంߦऴ ߘ࢐సफ࢐ల న࠳ ࠭ , ఇం࢐ ࡹ޶సफవ సంఖङ  
కएࡅ  సంߪరप ࡱ࢑వߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అం݄ ࠪݡङ ల࣒ ఫంࣾߤ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  ۯంࠚరంߦబܽद మనం ऴڒ ,
࠭ం޶ మనం 
ऒߖڜ  ࠙వనలߘ చࡍऐ फࣃ కएࡅ ޳ࡶ ࠭  అర बం ఒక సంߪరप ࡱ࢑వ ఫంࣾߤ.mod x mod x 
 కߘక ఇړ0 ޴ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ పऱ࣒  మ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ అ࠳ ޙ࠼న࣒ ऴߖޒߦధङ ం x x x 0 x 
వࣕࣆफం޴, ఇకए డ అۮ ړ ޴ߝం޴నڒ ޴బܽद ఇ࡮ۧ ޴ ࠭ఖङ झߜڒ న࠳ फࣃڵࡆమనం ఉప ࡹ दߵ ࠭, అం݄ x r 

కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ ఈ ࢑ధంߖ ڴరछ ۨంచవ۪ऐ బܽद ఇకएڒ  డ మనం  ࢘ࡍయࡅ ࡽࠋకए ङݡࠪ  ల࣒ ݟږ ޜన x 
సࠬకరణంڜ ࡹంత ఫߖޑ࡯ऒ  కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఇߕࣆ  ޴ऒ  అనంۮ ړߖޑం޴నߖ޳ ޙ޼ అర बం ధߕతघ క a 
࢐సफవ సంఖङ  అߖ అర बం, అߩओ एڕకం݄ త ڕమన ݡ వڴ ఉంࡓ ݦంݡ పࣄࡍबࡱޔ ఉంܼڒ ࠼బܽद mod x mod 

కం݄ తڕए వڴ ఉనऒ ओߩ एڕన࣒ కం݄ త࠳ ݡ వ అం݄ ࠳న࣒ ۮ ړం޴న޴ ఎం޶కం݄ అబదमం x a  x x a x 
ండవ సందరगࡓ ࠾ࡍన࣒ మ࠳ మంࡌ࢑ ం అం݄ కం݄ తڕए వ ࠪݡङ ల࣒ ࠳న࣒ కం݄ తڕए వ కం݄ aa x x 
తڕए వ అం݄ కం݄ తڕए వ ࡌ࢑మం ࠳న࣒ ࡓండవߕࣆ ޴ऒ  అనంۮ ړߖޑం޴న޴ అం݄ మࢁऱ x aa ab 
࢐సफవ సంఖङ లږߘࣃ  ఆ߯ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ࠳న࣒ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ కం݄ ఎڕए వ అం݄ x a x x x 
ఒక అనంతం సओ ޴న޴ంۮ ڕ ߤయߖ࠿ న࣒࠳ న࣒ అనంతం࠳ మంࡌ࢑ షदంۨࡍޘ ڴన ࡌ࢑మం మ࠾ࡍ 
ङܿࣄ ండవࡓ ࢘షݡࠪ ߤङ ల࣒ కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ అࣆۨࣇ ߖफం޴  x 
ఇߩओ ڡ࠻ࡍ డవ࠮ ݡ द ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ  మࣄ  ࠾ࡍबర ࢐సफవ సంఖङ వछߖఉండ ڴ ంݟ అߩओ  r a x ݡ
కएࡅ న࣒࠳ ङݡࠪ  ల࣒ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒  ప ऱ࣒  ఓ߭  r r x r rx ߤ
న࣒  ప࠳ ޴న޴ంۮ ړߖࠪࡌ࢑ ऱ࣒  అ࢑޻ధం࠳ ڴన࣒  ړ సࠪనం కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ అం݄ ra r mod x r r x
కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ ప ऱ࣒  అం݄  ڝऱܘ ఇంటࡓछ న࣒  ప࠳ ޴న޴ంۮ ړ ࡽ ऱ࣒  థ࡛ न అ޴ߝ x r x ra r x 
కएࡅ న࣒࠳ ङݡࠪ  ల࣒ ࠳న࣒ కం݄ ఎڕए వ అం݄ కం݄ తڕए వ ప ऱ࣒  కం݄ ࠳న࣒ ޳ࡶ ఎڕए వ r x r r x 
మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ కం݄ ఎڕए వ కం݄ ఎڕए వ అం݄ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ ޳ࡶ x r r x r x 
కం݄ ఎڕए వ ప ऱ࣒  మߕ ࠾ࡍలठవ ࠭ఖङ తघߕధ ݢంࡓ  ݟయܑయం࡯ޘ ߖ ࠾ࡍ࢐సफ࢑కత మ న࠳ క i a b
࢐సफవ సంఖङ  అݡࠪ ޙ࠼ङ ల࣒ కం݄ తڕए వ అం݄ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ۮ ڕం޴నߖ࠿ ޴యߤ x b x b ab 
ఓ߭ छࡓఇంట ߤ ङݡࠪ ࡽ ల࣒ కం݄ తڕए వ ࠪݡङ ల࣒ కం݄ తڕए వ అం݄  ڝऱܘ ఇంటࡓछ  aba x x b x ࡽ
छࡓఇంట ܘऱڝ ߤయߖ࠿ ఒక  ޴న޴ంۮ ڕ న࣒࠳ న࣒࠳ ङݡࠪ ࠾ࡍమ ࡽ ల࣒ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ b ab x c
కం݄ తڕए వ ఉం݄ ఓ߭ छࡓఇంట ߤ పऱ࣒ ࠉ న࣒࠳ ࡽ న࣒ ఎ ప࠳ ࣄ  ऱ࣒ छࡓఇంట ࣄ  కएࡅ ࡽ పऱ࣒ ߤయߖ࠿   x cb
 ప ऱ࣒  మݡࠪ ࠾ࡍङ ల࣒ ړ సࠪనం కం݄ తڕए వ ړࠉ సࠪనం కం݄ ࠳న࣒ ࣄ అం݄ ࠳న࣒ ࠉ పऱ࣒  c x x ࣄ 
న࣒ ఎ పऱ࣒࠳ छࡓఇంట ܘऱڝ ࣄ  छࡓఇంట ܘऱڝ ߤయߖ࠿ ࡽ ఎ ప ࡽ ऱ࣒ పऱ࣒ ࠉࣄ   రपߪసం బܽद ఇ࢑ڒ ޴న޴ంۮ ړࣄ 
߯ ߤవ ఫంࣾࡱ࢑  ఆ߄రపݟన ߖڜऒ  ࠭ఖङ  ࢐సफవ ఈ ,ࡱ࢐సफ࢐ న࠳
ఆ߄రంڴ ఇߩओ ऒߖڜ మనం ݡ  చࡍऐ फࣃ ࠭  సమసङ  
झڡఎ  ݡ࠮ ఈకछ ܿ ࠑ ߤవ ݡంࡓ న࣒࠳  एڕకం݄ త ࡽ వ ڒబܽद మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद కం݄ తڕए వ mod x 
ఈకछ ఈకछ ܿ ࡽ एڕన࣒ కం݄ త࠳ న࣒ అం݄࠳ ࡽ వ ఈకछ ఈకछ ܿ ࡽ एڕత ݡంࡓ న࣒࠳ ޓऴ ݭ࠵ ࣎ ࡽ వ x x 
ఈకछ एڕత ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ޴తం ఇ࡯ఈ ఫ  ݀ ࠑ ߤవ ܿ ࡽ వ ఈకछ एڕత ݡంࡓ న࣒࠳ ޓऴ ړ ࡽ వ ఈకछ  xܿ ࡽ
వࣆۨࣇ ߖ݀ ࠑ ߤफం޴, ఇ࠳ ޴న࣒ వࠑ ߤ ݀ పऱ࣒  ܿ ఈకछ కం݄ ఈకछ ࡽ एڕత ޓऴ ܿ ࡽ వ ఈకछ  xࠑ ߤవ ܿ ࡽ
݀ పऱ࣒ एڕకం݄ త ݡంࡓ ޴फంࣆۨࣇ ߖݡ࠮ ޴బܽद ఇڒ ݀  వ ݡ࠮ కం݄ తڕए వ సࠪనం ఐࠑ ޶ ݀ x 
అం݄ ఇࠑ ݡ࠮ ޴ ݀ వࠑ ߤ ऴޓ కం݄ తڕए వ ऴࠑ ޓ ऴࣆۨࣇ ߖޓफంڒ ޴బܽद ఇ޴ కం݄ తڕए వ కం݄ x x x 
తڕए వ  ࠑ  అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद  ڝऱܘन  ఇంటࡓछ झڡࣄ ࠑ ࢟ࠀ ݀ ࠑ ߤవ ࡽ छښబܽद ఈڒ ޴న޴ంۮ ړ  ష5 ߤ 6 x 
एڕకం݄ త ݡంࡓ న࣒࠳ ޓऴ ݭ࠵ వ ఈښछ షࡹ ߤ పࢲࡍए రం, అ޴ߝ వڡࣄ ࠑ ࢟ࠀ ݀ ࠑ ߤझ  x x ,޴న޴ంۮ ړ 
సओ షदంڴ సࠬకరణంߖࡹ అߖऒ ంܽ߮ࡎ ڔऱ࣒ ࢐సफవ సంఖङ ޴ంݟయబۯ ݋࣊ ݋ం࠱   ఇߩओ  హరణ޳క ఉࡖమ ݡ
छࡽࣃ  ఐ޶ కం݄ ࠳న࣒ ࡓంݡ ߭దभࡲ࣍ ޴ङ ష࠳ ߤన࣒ ࡓంݡ సࠪనం అ޶࠼ కం݄ mod x  x r mod x 
߭దभ޴ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ, కం݄ ఎڕए వ సࠪనం అం݄ ࠳న࣒ కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ mod x x a
కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ  ఒక ࣎ ࠳ ݭ࠵న࣒ ఐ޴ంܽړ సࠪనం కం݄ ࡓంݡ ఎڕए వ x x 
అం݄ ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 5ړ సࠪనం ࠳ ޳ࡶన࣒ 2 కం݄ తڕए వ ఐ࠳ ޳ࡶ ޶న࣒ 2 ఐ޶ కం݄ ఎڕए వ x x x 
ऒߕఉ ࡱసరళ అసࠪనత ݡంࡓ ڕబܽद మనڒ  ࠼
, ఇ࠳ ޴న࣒ 5 ޳ࡶ కం݄ సࠪనం కం݄ ࠳న࣒ 2 తڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం࠳ ޴న࣒ 2 5ړ సࠪనం కం݄ x x 
ఎڕए వ అం݄ ࠳న࣒ 2 ప ऱ࣒  5 అߦۮ ߖओ లం݄ పऱ࣒  2 ప ऱ࣒ న࣒ 5 ప࠳ 2  ऱ࣒  2 కం݄ తڕए వ ࠳ ޳ࡶన࣒ 2 ప ऱ࣒  x x 
2 ఈకछ ప 5 ࡽ ऱ࣒  2 కం݄ ఎڕए వ ఇ࠳ ޴న࣒ 3ړ సࠪనం కం݄ తڕए వ అࣆۨࣇ ߖफంړ7 ޳ࡶ ޴ సࠪనం x x 
కం݄ ఎڕए వ .
ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ޴న޴ంۮ ړߖޑఅనం ޳ࡶ ޴న޴ంۮ ړ న࣒ 3࠳ న࣒ అనంతం࠳ ߖߖ޳ బܽद మనంڒ  , x x 7 
అం݄ ࠳న࣒ అనంۮ ړߖޑం޴న࠳ ޴న࣒ 3 ఇߖ࠿ ޴యۯ 7 ߤరऐ బݟన అనంతం ڒబܽद ఇ޴ పࢲࡍए రం x 
కం݄ ఈకछ  ݄ڼऴ ݡంࡓ న࣒࠳ ࡹసࠬకరణం ޴ంݟయబۯ ݋࣊ సంڝ  హరణ , mod x r޳క ఉࡖమ ࢟ࠀ ܿ ࡽ
ఈښछ ష࠳ ࡹ ߤన࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ఈకछ एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ ࡽ వ mod x mod x 
ఈښछ షߖ ߤ పࡍషए బܽद ఇకएڒ ,ݟంచంࡍ డ మనڕ సࠬకరణంࡓ ࡹంݡ ఉߕऒ  ࠹సदࣄ ࡹసࠬకరణం ޴అ ,࠼
ఇవछ బݟంڒ ޴బܽद ߖ ࠭࠲ పࡍషए फࣃࡍ ࠭.mod x
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एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ޶న࣒ ఒకܽ ఐ࠳   వ mod x 
ఈښछ షߤ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ޴ సࠬకరణం ࡓంݡ అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद ఒక ߘ ݭ࠵ంݟ ఒకܽ ࠳న࣒ ఐړ޶ x 
సࠪనం ڒబܽद మనం అసࠪనతߖ మࢁऱ కం݄ తڕए వڴ ఉపࣃڵࡆफ మߖ ఇࣆۨࣇ ޴फంړ  ޴ సࠪనంmod x a 
అం݄ ࠳న࣒ కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ సࠪనం ړ సࠪనం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ړ సࠪనం కం݄ ࠳న࣒ x a x 
ఐ޶ తڕए వ మړ5 ࠾ࡍ సࠪనం కం݄ తڕए వ ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 5 ప ऱ࣒  1 సࠪనం కం݄ తڕए వ కం݄ x 
తڕए వ 5 కం݄ తڕए వ ప ऱ࣒  1.
 ఇ࠳ ޴న࣒ 4 కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ 6ࣆۨࣇ ߖफం޴.x 
 మࢁऱ ࡓంߘ ݡంࡓ ݟంݡ సࠪనం కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ޴ మࢁऱ ߖ సࠪనం కం݄ mod x mod x
ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴, కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ ࠳న࣒ ޳ࡶ ఒక ࣎ ऴړ݄ڼ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ  x a x x r 
కం݄ సࠪనం ࣆۨࣇफం޴ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ 2 ޳ࡶ కం݄ ఎڕए వ ࠳న࣒ 2 ޳ࡶ ߭దभ2 ޴ ఇ޴ x x x 
ఇకए ޴న޴ంۮ ړߖޑన࣒ అనం࠳ ޴फంࣆۨࣇ డ మనం అݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ छࡓఇంట ܘऱڝ   న࣒ x x࠳ ࡽ
 న࣒mod x࠳  ޴ంݟయబ࢘ࣄ࠮ ޴అనంతం ఇ ݟంߘ ߤయߖ࠿ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒ అనంతం࠳ ࡏఆ ڷࡱߕ
ఒకܽ ఐ޶ కం݄ తڕए వ మࡓ ࠾ࡍంݡ సࠪనం కం݄ ఎڕए వ ఉనऒ ओߩ  mod x ࡹఅనంతం ݞږ ޴ఇ ݡ
రऐۯ బޔݡంڒ ޴బܽद ࠳న࣒ ఐ޶ కం݄ తڕए వ అం݄ ࠳న࣒ ڷࡱߕ ఆࡏ మ࠾ࡍ mod x x mod x 2 mod
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ2  ޴फంࣆۨࣇ ݟంߘ వ అం݄ అ࠳ ޴ߝన࣒ ఇߖऔ छࡓఇంట ܘऱڝ ࠬ࣊ న࣒ 2࠳ ܾߖ  x x ࡽ
औߖఇ ړ ߤయߖ࠿ एࢲࡍప ݡంࡓ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ړܾߖ ߯ ߤࡷ నంబ࡛ ߘలࡌ ऱߦ  ओߩనࣄۯ ݋  న࣒࠳ ݡ
ఇߖऔ औߖఇ ܾߖ औߖన࣒ ఇ࠳ ࠾ࡍమ ߖఅ ܾߖ పओۮ ߖఅ 0 ޴ఇ ߖܾߖ ంڒ ݟబܽद ࠴దܽ ࣊ࡅ ݋కए  పࢲࡍए రం 
ఇۮ ࡮పओ ం࠳ ݟన࣒ 2 మ࠾ࡍ ఇ2 ޴ ఇ4 ޴ ఇ6 ޴ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ 4 ڒబܽद ࠴దܽ సࠬకరణం ࠳న࣒ 
एࢲࡍప ڕవర ࡏఆ ݟంߘ ڷࡱߕ ऒߖࡌ  ఇవछ ంݟ అం݄ ࠳న࣒ ߘ ڷࡱߕంݟ ఆࡏ వరڕ ఇ࠳ ޴న࣒ 4 ఇ6 ޴ 
మࡓ ࠾ࡍండవ సࠬకరణం ࡲ࣍ ࣒ࢗङ ష࠳ ߤన࣒ 2 ߘం࠳ ݟన࣒ ఇߖऔ అం݄ మనం ఇకए ܾߖ డ ߘంݟ gi  
ఇకए గవ۪ऐࣃనڜ ڕఅనంతం వర ݡంࡓ ࠾ࡍమ ړݟ  బܽदڒ ޴ఉంܿం ڕవర ࡏఆ ݟంߘ ݡంࡓ ޴బܽद ఇڒ 
ۨవరߖߖ޵ ڴ కࡓ ޙߧ࡯ంݡ పࢲࡍए  అం݄ ࡏఆ ݟంߘ ࡛ࠂ న࣒࠳ న࣒ ݀ అం݄࠳ ݟంߘ ࡛ࠂ న࣒࠳ ࡱࡌ
एࢲࡍన࣒ వంܽ ప࠳ ऒߖࡌ  ߰ంߘ ڷࡱߕ  ࠼ޑ޶ం࠳ ݟన࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ఇ޴ ఒక పࢲࡍए రం మ࠾ࡍ ఇ޴ 
एࢲࡍక పࡖమ ޴ఇ ڕవర ࡏఆ ݟంߘ ݡంࡓ రం ڒబܽद ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ పࢲࡍए छ޳ కలపడం ߘలࡌ  ࡌ
మన࠳ ڕన࣒ 4 ࠳న࣒ 2 ڝऱܘ ఇంటࡓछ नܘऱڝ ߤయߖ࠿ ࡽ  ఇంటࡓछ  న࠳సࠪన ڕవర ࡏఆ ݟంߘ ݡంࡓ ࡽ
పࢲࡍए రం లࣆࠚफంڒ ޴బܽद ఈ ࢑ధంڴ మనం కھߘనవ۪ऐ   సంߪరप ࡱ࢑వ ఫంࣾݟږ ޜ ߤన ఒక ࢘ࡍయࡹ ࡽࠋ
ల వङހయ࡛ సࠬకరߖࡰ ݡంࡓ వసब ࡅకए  పࢲࡍए రం ఇߩओ  ݡ

एڕసࠪనం కం݄ త ړ వ ࠳న࣒ ݡ࠮ కం݄ ࡓంݡ తڕए వ mod x x 
एڕన࣒ కం݄ త࠳ వ ޜ సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ., mod x c b

छࡓఇంట ܘऱڝ  పऱ࣒ ࠉ న࣒࠳ ࡽ న࣒ ఎ ప࠳ ࣄ  ऱ࣒ नܘऱڝ ߤయߖ࠿ ࣄ   ఇంటࡓछ ఎ ప ࡽ ऱ࣒ పऱ࣒ ࠉࣄ   x  ߖఅ ࣄ 
छ޳ ంచడంڵࡆఉప ߘబܽद ఈ అసࠪనతڒ ޴फంࣆۨࣇ  ࡌ
ఈښछ షࡹ ߤ ఒకܽ కం݄ తڕए వ సࠪనం ࠳న࣒ ࡓంݡ కం݄ తڕए వ ݡ࠮ అం݄ ۮం޴నڒ ޴బܽद mod x x 
ఇకए డ ఇ޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇڒ ޴బܽद ఈ ఫߖޑ࡯ऒ  ఉపڵࡆంచడం అڝ ޴ߝऱܘ ఇంటࡓछ  న࣒ a b c x b࠳ ࡽ
అం݄ ࠳న࣒ ݡ࠮ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 3 ప ऱ࣒ న࣒ 1 ప࠳ బܽदڒ సࠪనం ړ1  ࠾ࡍసࠪనం మ ړ2  ऱ࣒  2 c 2 a 
ప  ߤయߖ࠿ ऱ࣒  అం݄ వߤ పऱ࣒  ݀ మ࠾ࡍ  ప ऱ࣒  అం݄ ऴޓ ప ऱ࣒  ݀ అం݄  ڝऱܘ ఇంటࡓछ  న࣒ 1a c b c x࠳ ࡽ
नܘऱڝ ߤయߖ࠿ 1  ఇంటࡓछ ऒߖޑఅనం ߤࡷ ఈ ఒక నంబ࡛ ࡏࠬ బܽदڒ ޶ఐ ݡ࠮ ࡽ న࣒ అనంతం 0࠳ फ࣋ۨࣇ 
ఇ1 ޴ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ڒబܽद ఇڒ 5 4 3 2 ޴బܽद ࠳న࣒ 1 ߘంڝ 1 ݟऱܘ ఇంటࡓछ  అం݄ ࡽ
ఇకए డ ߘంݟ ఇకए బܽद ఇۨऐڒ ޶ఐ ݡంࡓ ݡ࠮ ࠾ࡍఒకܽ ఈ ࠙గం మ ݟంߘ న࣒ ఒకܽ࠳ అం݄ ړݟ న 
సࠬకరణం ࡅకए  పࢲࡍए రం ڒబܽद సࠬకరణంࡹ ఇవछ బݟన పࢲࡍए రం ڝసం ࣊ۯ    ݋యబݟన޴ mod x 
एڕత ݡంࡓ న࣒ కం݄࠳ వ 3 సࠪనం ࠳న࣒ 1 1 ߖ࠿యݡ࠮ ߤ ఐ޶ మࡖక ఉ޳హరణ అం݄ x mod x 
 ప ऱ࣒  ఐ࠳ ޶న࣒ 1 ࠳ ࠑన࣒ ࡓంߕࣆ  ݡऒ एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ వ ڒబܽद ݭ࠵ ఇవछ బݟం޴  mod x mod x x
ऒߕࣆ న࣒࠳ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ एڕఎ ݡంࡓ సࠪనం కం݄ ړ వ ࣋ړ ܘ సࠪనం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ mod x mod x z 
एڕన࣒ 2 0 కం݄ ఎ࠳ ࠑ 1 వ అࣆۨࣇ ߖफం޴.z 
 ఇ޴ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ࡓ ޳ࡶంݡ కం݄ ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం࢐  ޴సफవం ࡓంړܽݟ సࠪనం ߖڒ z z z x 
ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ޶ڒ సࠪనం ړݡంࡓ  కం݄ ఎڕए వ ఈ రక࠳న అసࠪనతలߘ z z 
పࡍషए झ࡯ంۧࡍ  వۨऐ నߩओ డ࡮ऱ फࣃڵࡆఉప ߘఈ ࠙వన ࠭࠲   x a x ߖట࡛ అڼऴ ࠉ న࣒࠳ ࠑ న࣒࠳ ࠭
పओۮ ం0  ݟ కం݄ సࠪనం మ࠾ࡍ సओ షदంڴ కం݄ తڕए వ ఇ޴ కం݄ తڕए వ ړ సࠪనం ޳ࡶ కం݄ b x a x 
ఎڕए వ ޜ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍండవ࠳ ޴న࣒ ࠳ ࠑన࣒ ߕࣆऒ సࠪనం కం݄ b ړ x a x b 
తڕए వڴ ఉం݄ సओ షदంڴ కం݄ తڕए వ ఇ޴ సࠪనం కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ ࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद b x b
సࠬకరణంࡹ సࠬకరణం ఈ ࢑ధంڴ ఇۨऐ నߩओ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ݞږ ߘల అసࠪనతలڒర ݡంࡓ ఈ ݡ , 
అߩओ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ݞږ ߘమనం ఈ అసࠪనత ݡ एڕబܽद మనం మనం ఒకܽ కం݄ తڒ  వ ޳ࡶ z z 
కం݄ ఎڕए వ ߰ందంࡓ  ݟంڒ ݡబܽद ఇ1 ޴ కం݄ తڕए వ ࡓ ޳ࡶంݡ కం݄ ఎڕए వ mod x mod x 
  న࣒ ఒకܽ࠳ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖ
కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ 1 ޳ࡶ కం݄ తڕए వ ࠳న࣒ 2 ࡓ ޳ࡶంݡ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇ޴ x x xx x 
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औߖన࣒ ఇ࠳ ޴ߝఅ ޳ࡶ న࣒ 1 1࠳ ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ޴న޴ంۮ औߖఇ ݟంߘ ߤయߖ࠿ న࣒ 2࠳ ܾߖ  x ړܾߖ
फࣃڵࡆఉప ߘవన࠙ ߝఅ ߤࡷ ऱ మనం నంబ࡛ࢁబܽद మڒ ޴న޴ంۮ ࠭ ఇ޴ అనంతం ఇ࠳ ޴న࣒ అనంతం ఇ0 ޴ 
ఇ1 ޴ మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ఇ2 ޴ ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ࠴దܽ సందరग ం࠳ ࡹన࣒ ఒకܽ ߘంݟ ఒకܽ x x 

 x x ݡంࡓ అం݄ ఈ ݡంࡓ న࣒࠳ న࣒ అనంతం࠳ ݡంࡓ న࣒࠳ ޴న޴ంۮ ࠾ࡍఒకܽ మ ݡంࡓ న࣒ ఒకܽ࠳
రऐۯ బడڒ ޶ࡶబܽद మ࠾ࡍ అనంۮ ړߖޑం޴న޴ మࢁऱ ఈ 2 ۯరऐ బడڒ ޶ࡶబܽद మࡖకܽ  అܿవంܽ x 2 
పࣄࡍबڒ ޒబܽद ۨవరࡏࠬ ڕ ఈ ࡓంݟంܽ࡯߱ ߗऐ నߩओ एࢲࡍప ݡంࡓ ఈ ݡ ङڣసం ߘలࡌ  ఈ ޙߧ࡯ఖ߯ కࡔ 
࢑ధంڴ పࢲࡍए రం లࣆࠚफం޴ అం݄ ఈ అసࠪనత ࡅకए  పࢲࡍए రం ఈ ࡓంڴ࠙ ݡలߘ ࠫనࣔ࠼ంۨ ࠴తफం 
సంఖङ .޴ంޔݡయబۯ ݋࣊ ޜ
 సంڣङ ధङߖޒߦఖ߯ ऴࡔ  ం వࣕంۯ పࢲࡍए రం ࡅకए  పࢲࡍए ర సࠫޒ పࢲࡍए రం ࠳న࣒ ఒకܽړ సࠪనం 1 
ఓ߭ ߤయߖ࠿ छࡓఇంట ߤ ఓ߭ ߤయߖ࠿ న࣒ 2࠳ న࣒ అనంతం࠳ ࡽ छࡓఇంట ߤ औߖఇ ݟంߘ ࡽ  బܽदڒ ܾߖ
एࢲࡍన ప࠳అవసర ࡹసࠬకరణం ړߖ޵ రం 
छࡓఇంట ܘऱڝ న࣒ 1 1࠳ औߖన࣒ ఇ࠳ ߤయߖ࠿ ࡽ ओߩఅనంతం ఇ ݟంߘ ߤయߖ࠿ న࣒ 2࠳ ܾߖ  కࡖమ ݡ
ఉ޳హరణ ࠳న࣒ వ࠳ ࠑ ߤన࣒ ܿ ఆ࡛ऒ झڡ  ఆ࡛ऒ ޴న޴ంۮ ړ  झڡ  పऱ࣒ ޶ڒ సࠪనం ړ   mod x ݡంࡓ న࣒࠳ 
ఇۨऐ న ࠳న࣒ ఒకܽ ࠳ ݭ࠵న࣒ ࡓంݡ ఎڕए వ ݋ࡵ సࠪనం ڒబܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ࣆۨࣇ ߖफం޴ x mod x z 1 
छ޳  న࣒ 2 z࠳ ࡌ
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ 1 వ.
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړన࣒ 2࠳ న࣒ 1࠳ ޴బܽद ఇڒ  వ అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ࠳న࣒ 1 కం݄ z 
తڕए వ ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ 2ړ సࠪనం ڒబܽद ఇࡓ ޴ంݟంܽړ సࠪనం కం݄ ఒకܽ తڕए వ ࠳న࣒ ڒబܽद 2 z z 
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړన࣒ 1࠳ వ ڒబܽद ࠳న࣒ 2 ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం z z 
కం݄ తڕए వ, ఇ࠳ ޴న࣒ 1 ప ऱ࣒  2 కం݄ ࠳న࣒ 2 ప ऱ࣒  2 తڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴ , ఇړ1 ޴ సࠪనం కం݄ z z 
తڕए వ ڒబܽद ఈڒछ  కం݄ తڕए వ  ఒకړߖ޳ ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ࠳న࣒ ఒకܽ కం݄ తڕए వ కం݄ mod x l x 
తڕए వ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद 
ఇۨऐ న అసࠪనత ڝసం పࢲࡍए రం ࠳న࣒ ఒకܽۮ ړం޴న޴ ఒకܽ ఇߩओ x mod mod ߖݡంࡓ ఖ సࠬకరణంࡔ ݡ

छ޳ एڕకం݄ ఎ ڷࡱߕ న࣒࠳ ࡌ వ ޶ڒ  ఈښछ షࡹ ߤ ఇవछ బݟన నړࡍڷࡱ సࠪనం x x 
एڕఒకܽ కం݄ ఎ ݭ࠵ తफం࠴ ڷࡱߕ న࣒࠳ ݡంࡓ వ ڒబܽद ߖߖ޵ మనం ࡓంݡ అ࠳ ߖన࣒ mod x mod x 
एڕకం݄ ఒకܽ కం݄ ఎ ڷࡱߕ వ ऴ࢐యవచऐ  mod ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړݡంࡓ ݡంࡓ కం݄޶ఎం ޴फంࣆۨࣇ ߖ
एڕకం݄ ఎ ݡంࡓ వ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ एڕన࣒ 4 2 కం݄ త࠳ ޴బܽद ఇڒ ڷࡱߕ న࣒࠳  వ అߖ mod x mod x 
ओߩఇ ,޴फంࣆۨࣇ एڕన࣒ కం݄ త࠳ ڕమన ݡ వ ఆࣄफ ఉం޴ అం݄ పऱ࣒  కం݄ ࠳న࣒ కం݄ mod x r r r 
తڕए వ కం݄ తڕए వ ڒబܽद ఈ ఆࣄफߖ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖߖ޳ మనం ࡌ   ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ x a 

एڕన࣒ 2 త࠳ న࣒ 4࠳ బܽद కం݄ 4ڒ వ 4 ప ऱ࣒  2 ఇ6 ޴ కం݄ కం݄ 2 తڕए వࣆۨࣇ ߖफం޴.r x x 
సమసङ ߗڒ   x x 2 ړ6 ޴फంࣆۨࣇ ߖయగలమۯ మనం ࡹమంࡌ࢑ బܽद ఈڒ ޶ڒ సࠪనం ړڷࡱߕ ࡹ
 x x ڕࡏఆ ڷࡱߕ ߤయߖ࠿ ڷࡱߕ ݡంࡓ ޴ఇ ,ړࡍڷࡱన  ݟऴ࢐యం ߖఅ ޶ڒ సࠪనం ߗڒ ޴న޴ంۮ
ङࡲ࣍ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆۨࣇ ߖనద޴ంۮ షړ ݋࣊ ߤ అవసర࠳న పࢲࡍए   ڷࡱߕ ݡంࡓ బܽद మనంڒ ࡱࡌ
ङࡲ࣍ న࠳సࠪన ڕల ߤయߖ࠿ షߘ ݋࣊ ߤ ऴ࢐యవ۪ऐ .
 ఈښछ షࡹ ߤ ఇవछ బݟన పࢲࡍए రం ࠳న࣒ ఒకܽ పऱ࣒ एڕకం݄ ఎ ڷࡱߕ ݡంࡓ న࣒࠳  వ, mod x mod x x 
ऒߕࣆ న࣒ ఒకܽ࠳ ऒߕࣆ ݡంࡓ న࣒࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ x x ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ߖ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ
ఇࣆफం޴ , ఇ޴ ఈ ࡱ࢑వ ఒకܽ  మࡓ ࠾ࡍంݡ ఎం޶కం݄ ఇ޴ ऴܽړక࠼ߦ ࡽంڒ ݋బܽद ࠬࡏ నంబ࡛ ߤࡷ 
ఇߖऔ औߖన࣒ ఇ࠳ ࠾ࡍమ ܾߖ .ం޳ంڕߘఅ ߖఅ 2 ޴ఇ ࠾ࡍమ 1 ޴ఇ ࠾ࡍమ 0 ޴ం݄ ఇڕࣆޓ ߖܾߖ
 అం݄ ఈ ࠼ߦం1 ݋ మ2 ࠾ࡍ వదभ ఈ ఫంࣾߖ޳ ߤ ऴపవర फనࣆࡏࠪ ߘफంڒ ޴బܽद మనڕ ఈ ࠼ߦం݋ ఉం޴  
ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఈ సంڣङ फࣃ܊࢑భ ڴࡱڴ࠙ ݡ࠮ ߘఖࡔ   న࣒࠳ ࡹలࠪࡌ࢑ ݡ࠮ ࠭࠲ బܽदڒ ࠭
అనంతం ఒకܽ త࢐ࡏత ఒకܽ ࡓంݡ మࡓ ࠾ࡍంݡ అనంతం అߖ చࡍऐ फࣃ  x ړߖޑన࣒ అనం࠳ బܽदڒ ࠭
ओߩఒకܽ అ ޴న޴ంۮ ړߖޑన࣒ అనం࠳ బܽदڒ ఒకܽ ޴న޴ంۮ  న࣒ x mod x x࠳ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ
 బܽद కం݄ mod x x mod x 0ڒ ࣆࡱޘ ڕసࠪనం, మన ړన࣒ 2࠳ న࣒࠳ ݞږ న࣒ 2࠳ ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳
ఎڕए వ అړ ޙ࠼ సࠪనం మߕࣆ ࠾ࡍऒ  కం݄ తڕए వ అ࠳ ޙ࠼న࣒ ࠳న࣒ వߤ పऱ࣒  x x x mod x mod x 
న࣒  కం݄ ఈకछ࠳ కం݄ 2 ߖ޳ఒక ݡంࡓ న࣒࠳ ޴సࠪనం ఇ ړݡ࠮ న࣒࠳ ڷࡱߕ   ޴फంࣆۨࣇ ߖఅ  ړ ࡽ 4 x 
ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफంڒ ޴బܽद ఇ࠳ ޴న࣒ ࡓ ޳ࡶంݡ తڕए వ ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद తڕए వ ࠳న࣒ వࠑ ߤ x x 
݀ సࠪనం అ࠳ ޙ࠼న࣒ అనంతం ఒకܽ ࠳న࣒ అనంతం ఒకܽ ڒబܽद ఈ ࡓంݡ సࠪۧరం ߘంݟ x x 
 అం݄ x ޴న޴ంۮ
औߖన࣒ ఇ࠳ రऐۯ ݡంࡓ ఒకܽ ޴ఇ ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ޴న޴ంۮ ړܾߖ బݟం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఇߖऔ  x ړఒకܽ ܾߖ
ऐࡍంۨ చࡍڷ ߤࡷ ఈ ఒక నంబ࡛ ࡏࠬ బܽदڒ ޴న޴ంۮ ࣋फ ఇߕࣆ ޴ऒ న࣒  ఒకܽ࠳ ޴ఇ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴బܽद ఇڒ 
ऐ࡯߱ ߖంܽݟంࡓ ఈ ࡏࠬ బܽदڒ ݡంࡓ  ۫࣋फ ࠳న࣒ ఇߖऔ  బܽद whe  xڒ ޴ంޔ޶ంۮ ړ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ܾߖ
ఈ ࠙గం 

औߖన࣒ ఇ࠳ ओߩన࠼అ ޴న޴ంۮ ړܾߖ एࢲࡍప ߖ޳ ݡ రం ࠳న࣒ అనంతం ࠳న࣒ ఒకܽڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद x 
ఇ޴ ఇߩओ .ఒకܽ ݡ
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ओߩన࠼అ ޴న޴ంۮ ړݡంࡓ బܽद ఒకܽڒ ݡంࡓ   న࣒ x mod x xx x࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ࢟ܽ܊ߦ న࣒ ఒకܽ࠳ ݡ
ఒకܽ ڒబܽद ࠳న࣒ ࡓంݡ ఇ࠳ ޴న࣒ ࠳న࣒ ࡓంڒ ݡబܽद ࠳న࣒ ఒకܽ పऱ࣒  న࣒ 2 mod x x mod x mod x࠳ 
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ4 వ అߖ ఇࣆۨࣇ ޴फం࠳ ޴న࣒ 1 ࠳న࣒ ࠳న࣒ ࡓంړڷࡱߕ ݡ సࠪనం కం݄ x x 
ఎڕए వ, ఇڷࡱߕ ޴ కం݄ ఎڕए వ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफం޴ , ఇ޴ అసంబదम ఫ࡯తం, ఇ޴ అసంబదम ఫ࡯తం 
ओߩన޴ంۮ ړݡంࡓ   బܽदڒ ओߩఇ ݡ సందరग ݡ࠮ ݡ ంࡹ సࠬకరణంࡹ ఇۨऐ న ړߖ޳ పࢲࡍए రం ޶ࡶ x 
ఇߖऔ  సࠪనం mod x x mod x ڔంܽݟంࡓ ࢟ܽ܊ߦ న࣒ 2࠳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړన࣒ 1࠳ న࣒ 1࠳ బܽदڒ ܾߖ
న࣒ 1 ప࠳ బܽदڒ ऱ࣒ एڕన࣒ 2 సࠪనం కం݄ ఎ࠳  వ 4 అం݄ ࠳న࣒ ఒకܽ పऱ࣒  న࣒ mod x mod x x x࠳ 
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ڷࡱߕ ݡంࡓ వ ڒబܽद ޒ  అం݄ ړڷࡱߕ సࠪనం కం݄ ࡓం࠳ ݡన࣒ ݡ࠮ s x 
ఎڕए వ ڒబܽद ఇ޴ ఏړݡ సࠪనం కం݄ ࡓంݡ ఎڕए వ అࣆۨࣇ ߖफం޴, అం݄ కం݄ ఎڕए వ ఈకछ  x x ړ ࡽ
ఈకछ .޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ݀ ࠑ ߤࢗ࣊ ܿ  ࡽ
औߖన࣒ ఇ࠳    औߖన࣒ ఇ࠳ ޴న޴ంۮ ړܾߖ రऐۯ ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ܾߖ బݟన ࣒ښ ऴࡲ࣍ ߠ ݀ ࣒ښ ޓङ షߤ 
మ࣒ښ ࠾ࡍ ऴޓ ఏࠑ ݡ ݀ ఇߖऔ  బܽद xڒ ޴న޴ంۮ ړܾߖ
 న࣒ 1 x࠳ న࣒ అనంతం࠳ ڕకలపడం వలऱ మన ߘలޑ࡯ఫ ݡ࠮ ఈ ߧ࡯క ݡ࠮ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ఒకܽ ࣒ښ
औߖఇ ݀ ࠑ ݡఏ ߤయߖ࠿ ޴న޴ంۮ ړ2 ࠑ एࢲࡍబܽद పڒ ܾߖ రం ࠳న࣒ ఇߖऔ  ݋࣊ ݀ ࠑ ߤన࣒ వ࠳ ܾߖ
పओۮ ߖफ  అ࣋ۨࣇ ߘ ߤࡷ ఈ ఒక నంబ࡛ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ݟయంۯ ంݟ మ࠾ࡍ ఇࠑ  ޴  అۮ ߖపओ ం0 ݟ 7 2
మ࠾ࡍ ఇ࠳ ޴న࣒  ࠑ  అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद పࢲࡍए రం ఇ࡮ ఉంܿంڒ ޴బܽद ړߖ޵ పࢲࡍए రం ఈښछ ష1 ࡹ ߤ 2
ఇ࡮ నంబ࡛ ߤࡷ ఇవछ వ۪ऐ  సࡔ ధనङ ऒߖڜࡍమ ࡹ ߤష࣊ ࡍప޶త ࠭࠲ ࡱ޳࢐ झߜڒ  ऐࡍచ ߘद లߵ फࣃ ࠭ 
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