
 ശരി സുഹൃׯു؋െള , േരഖീയ അസമതٔെുׯ؋റിتു׺ ചില ْപധാന യാഥാർ،ّ׹ൾ ഞ׹ൾ 
ആരംഭിുؗുׯ , അതിൽ യഥാർ، സംഖّയുെട സൂآർ؉ മൂലّം ഉൾെؚടുؗു, അതായത് േമാഡുലസ് 
ഫംഗ്ഷൻ എ്ؗ പറയാം, അതിനാൽ ആരംഭിؗുׯതിന് മു്آ ഞ׹ൾ ചില ആശയ׹െളുׯറിേ׺ാ 
അെ׸بിൽ ന്െറ അർ،േമാ ഒരു സൂآർ؉ മൂലّ ْപവർ؋നമാണ്. ന് mod x mod x x 0 
തുലّമാെണ׸ിൽ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ൈമനസ് എؗിവെയ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ, x , x 0 x x r 
ന്െറ വളെര ْപധാനെؚ؂ ആശയ؋ിൽ െപടുؗിട്؋, ന്െറ േമാഡുലസ് ആയ ഈ സുْപധാന റിയലിൽ x 
നأൾ ഉപേയാഗിؗുׯത് ഈ രീതിയിൽ നിർവചിׯാം, അതിനാൽ ഇവിെട നأൾ  േവരിയബിളിന്െറ 
േമാഡുലസ് ഉൾെؚടുؗ സമവാകّ؋ിെല ചില യഥാർ، സٔരമാണ് ചില ഫലം ഉ؇ാകുക, പൂജّം a 
അനؓതയുേടതാെണ׸ിൽ അതിനർ،ം േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّയാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ ര؇് a 
സാഹചരّ׹ളു؇് , അത് കുറവായിരിുׯം .  എؗതിേനׯാൾ കുറവ്, ൈമനസ് യിൽ mod x x x a 
ഉൾെؚടുؗു, കാരണം ഇടേവള ൈമനസ് ആണ്  ഇടേവള അടയ്ׯാൻ ആْഗഹിുؗുׯ x lies aa 
ൈമനസ് െസׯൻഡ് പൂജّം അനؓതയുേടതാണ് , അതിനർ،ം വീ؇ും േപാസിئീവ് യഥാർ، aa ab 
സംഖّയാണ്, തുടർ്ؗ ന്െറ േമാഡുലസ് ഒരു സൂചിؚിؗുׯതിേനׯാൾ ൈമനസ് എേയׯാൾ x x 
കുറവാണ് അെ׸بിൽ വലുതാണ്, അതായത് ഇടേവള ൈമനസ് അനؓത ൈമനസ് ഒരു x x 
യൂണിയനാണ് ഒരു അനؓത വّװമായും തുറؗ ഇടേവളയും ന്െറ ര؇ാമെ؋ സാഹചരّ x 
േമാഡുലസും തുലّതേയׯാൾ വലുതാണ് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ x a x 
തുലّമാണ് എؗത് എؗത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ഒരു ൈമനസ് ഉൾെؚടുؗ യൂണിയൻ x x aa 
ഉൾെؚടു؋ിയിരിؗുׯ ഇടേവള ഒരു അനؓത ഇേؚാൾ മൂؗാമെ؋ ْപതിْപവർ؋നം എؗത് r 
േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّയും ഒരു നിحിത റിയൽ സംഖّയും ആയിരിׯെ؂, തുടർ്ؗ േനׯാൾ r-
കുറവുت ൈമനസ് േമാഡുലസ് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ഒരു ؛സ് േനׯാൾ കുറവ് x r rx- x 
സൂചിؚിുؗുׯ.  ന് തുലّമായ ഒരു ൈമനസ് എؗത് ഒരു ؛സ് ന് തുലّമായ ന് തുലّമായ ഒരു r r r x 
ൈമനസ് സൂചിؚിുؗുׯ, അതായത് എؗത് േױാസ് ഇന്റർെവൽ ആണ്, ൈമനസ് ؛സ് r x ra r 
മൂؗാമേ؋ത് ന്െറ േമാഡുലസ് ആണ്. ഒരു ؛സ് േനׯാൾ വലിയ ൈമനസ് അെ׸بിൽ x r- r x , 

ന്െറ േമാഡുലസ്, ന് തുലّമായ േനׯാൾ വലുത്, ന് തുലّമായ േനׯാൾ വലുത്, േനׯാൾ x- r- r- r- r- x- 
കുറവ്, അെ׸بിൽ ന് തുലّമായ ഒരു ؛സ് േനׯാൾ വലുത് , നാലാമെ؋ ْപധാന യാഥാർ،ّം x- i- a, b 
എؗിവെയ അനുവദിുׯക  ര؇ും േപാസിئീവ് റിയൽ സംഖّയാെണ׸ിൽ ന്െറ െമാഡّൂളിലും കുറവ് x 
ബി സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ബി ൈമനസ് ആണ് ഒരു യൂണിയൻ ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ x ab aba x 
ന്െറ േമാഡുലസിന് തുലّമാണ്. ഒരു യൂണിയൻ േױാസ് ഇന്റർെവൽ എബിയും ൈമനസ് സി യുെട x x 
െമാഡّൂളിലും കുറവും ബി സൂചിؚിؗുׯത് ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ൈമനസ് ബി ؛സ് സി ൈമനസ് എ x 
 സ് സിയും ന്െറ േമാഡുലസിന് തുലّവും x x؛ സ് സിബി؛ സ് സി യൂണിയൻ ഒരു ഇടേവളയുെട؛
ൈമനസ് ബി-ന് തുലّമായത് സൂചിؚിുؗുׯ, ൈമനസ് ബി ؛സ് സി ൈമനസ് എ ؛സ് സി േױാസ് c x 
ഇന്റർെവൽ യൂണിയൻ േױാസ് ഇന്റർെവൽ ؛സ് സിബി ؛സ് സി, അതിനാൽ ഇവ േകവല മൂലّ 
ْപവർ؋നെ؋ അടിرാനമാׯിയുت ചില ْപധാന റിയലുകളാണ്, ഈ റിയലിന്െറ അടിرാന؋ിൽ
ഞ׹ൾ ചിലത് ചർ׺െചുؗുإ  ْപٍ٠ം മൂ്ؗ  എക് സ് ൈമനസ് ര؇് എؗത് ഒؗിന് ര؇ിന് 
തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവ്, അതിനാൽ േമാഡ് എؗതിന് തുലّമായ ഒരു ൈമനസ് x 
സൂചിؚിുؗുׯെവ്ؗ നമു്ׯ അറിയാം  ഈ ഫലം ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് കുറവ് 
തുലّമായ മൂ്ؗ ൈമനസ് ര؇് കുറവ് തുലّമാണ്   ര؇ിന് തുലّമായ  മൂ്ؗ ന് തുലّമായ അ؀ിന് x x 
തുലّമായ ര؇് അതിനാൽ അട؁ ഇടേവള ഒؗിൽ ര؇ായി അ؀് ൈബ ആറ് ആണ്, അതിനാൽ x 
സമവാകّ؋ിൽ ഇതിന്െറ പരിഹാരം േമാഡ് ْതീ ൈമനസ് ര؇് കുറവ് ഒؗിന് ര؇ിന് തുലّമാണ്, x x 
എؗത് ഒؗിൽ ര؇ിന് അ؀് ആറ് ആറ് എؗത് സമവാകّ؋ിെല എبാ؋ിനും പകരമായി 
സ׽ീകരി׺ിരിുؗുׯ  യഥാർ، സംഖّയുെട മെئാരു ഉദാഹരണം േസാൾവ് േമാഡ് അ؀് ന് x x 
തുലّമായ ൈമനസ് ര؇്, െസാലّൂഷൻ േമാഡ് ൈമനസ് ര؇് വലുത് അ؀് തുലّമാണ് എ്ؗ r x 
നമുׯറിയാം, എؗതിേനׯാൾ വലുത് ൈമനസ് തുലّമായ ന് തുലّമായ ൈമനസ് കുറയ്ുؗുׯmod x x 
േസാ േമാഡ് ൈമനസ് ര؇് , അ؀ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ ൈമനസ് 2 , ൈമനസ് 5 അെ׸بിൽ x x x 
ൈമനസ് 2 , അ؀് എؗതിേനׯാൾ വലുത്, അതിനാൽ നമു്ׯ ര؇് േരഖീയ അസമതٔമു؇്, ഇത് 
സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് 2 ൈമനസ് 5 അെ׸بിൽ ന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാണ്. ൈമനസ് 2 x x 
എؗത് 5 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് 2 ؛സ് 5 പറയുക, ؛സ് 2 x 
 സ് 2 5 x؛ ിൽ ൈമനസ് 2׸بാൾ കുറവാണ് അെׯസ് 2 ന് തുലّമായതിേന؛ സ് 2 എؗത് ൈമനസ് 5؛
 ത് ൈമനസ് 3 ന് തുലّമായ കുറവാണ് xؗുׯാൾ വലുതാണ് ഇത് സൂചിؚിׯസ് 2 ന് തുലّമായതിേന؛
അെ׸بിൽ 7-ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് എؗത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് 3 x x 
അെ׸بിൽ അനؓതയുേടതാണ് എ്ؗ എഴുതാം  . സമവാകّ؋ിൽ േമാഡ് ൈമനസ് ടു േْഗ്ئ  x 7 x r 
അ؀ിന് തുലّമായ മെئാരു ഉദാഹരണം സമവാകّ؋ിെല സിزം പരിഹരിുׯക ൈമനസ് ഒ്ؗ mod x 
അ؀ിൽ നി്ؗ തുലّവും ര؇ിൽ കൂടുതൽ തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട നമു്ׯ mod x 
സമവാകّ؋ിൽ ര؇് ഉ؇്, അത് സമവാകّ؋ിെല സിزം നൽകിയിരിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞ׹ൾ mod 

പരിഹരിുؗുׯ  ൈമനസ് ഒ്ؗ അ؀് , േമാഡ് എؗിവ ര؇ിന് തുലّമാണ് , ഇത് സമവാകّം ഒؗിലും x x 
ഇത് സമവാകّം ര؇ിലും ആണ്, അതിനാൽ ഒരു േമാഡിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ അ؀് വെര x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഞ׹ൾ അസമതٔം വീ؇ും ഉപേയാഗിുؗുׯ േനׯാൾ mod x- 
കുറവാെണ്ؗ സൂചിؚിുؗുׯ.  ഒരു സൂചിؚിؗുׯതിന് തുലّമായത് ൈമനസ് എؗതിന് തുലّമായ ന് x 
തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസിന് തുലّമായ ൈമനസ് അ؀് കുറവും 5 ന് x 
തുലّമായ 5 നും കുറവാണ്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് 5 നും 1 നും തുലّമായ ന് x 
തുലّമായതിേനׯാൾ 1 കുറവാണ് ؛സ് 1. ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് 4 ന് തുലّമായ േനׯാൾ x- 
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കുറവ് തുലّമായ 6 ആണ്. വീ؇ും ര؇് േമാഡിൽ നി്ؗ ര؇് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, x 
അതിനാൽ ഇത് വീ؇ും സൂചിؚിുؗുׯ തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത് ഉപേയാഗിുׯക mod x 
അെ׸بിൽ ഒരു ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത്  എؗതിേനׯാൾ തുലّം x so x greate r 
സൂചിؚിؗുׯത് േനׯാൾ കുറവ്, ൈമനസ് 2-ന് തുലّേമാ േനׯാൾ വലുത്, 2-ന് തുലّേമാ, x- x- x 
എؗത് ൈമനസ് അനؓതയുേടതാണ്, ഇവിെട നമു്ׯ എ്ؗ എഴുതാം.  ഇതും അനؓതയിൽ x 
ഉൾെؚടു؋ിയി؂ു؇്, അതിനാൽ ഒؗിൽ നി്ؗ േമാഡ് ൈമനസ് ഒ്ؗ അ؀ിന് തുലّവും േമാഡ് x x 
ര؇ിന് തുലّവും വലുതും ആയതിനാൽ േമാഡ് ൈമനസ് ഒ്ؗ അ؀് തുലّമായത് എؗത് ൈമനസ് x x 
േഫാർ ആറിനും േമാഡ് േമാഡിൽ നിؗും സൂചിؚിുؗുׯ.  ന് തുലّമായത് സൂചിؚിുؗുׯ, x 2 x 2 x 
എؗത് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് 2 െസമി േױാസ് ഇന്റർെവൽ യൂണിയൻ ടു ഇൻഫിനിئിയാണ്, 
അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ര؇് പരിഹാര׹ളും നآർ ൈലനിൽ േ؛ാ؂് െചുإേآാൾ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി 
ഇൻഫിനിئിയും ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയും ഇത് 0 ആെണ്ؗ പറയുക, അതിനാൽ ആദّ െസئിന്െറ 
പരിഹാരം ഇതാണ് ൈമനസ് 2 , ഇത് 2, ഇത് 4, ഇത് 6 , ഇത് ൈമനസ് 4, അതിനാൽ ആദّെ؋ സമവാകّം 
ൈമനസ് േഫാർ മുതൽ ആറ് വെരയുت പരിഹാരം നൽകുക, ൈമനസ് നാലിൽ നി്ؗ ആറ് മുതൽ 
ൈമനസ് 4, ഇത് 6 , ര؇ാമെ؋ സമവാകّം ജി.  പരിഹാരം ൈമനസ് 2 മുതൽ ൈമനസ് അനؓത ves 
എؗതിനർ،ം നമു്ׯ ഇവിെട നി്ؗ ഇേ׹ാ؂ും ര؇് അനؓതയിേലുׯം േപാകാം, അതിനാൽ ഇത് ര؇്
മുതൽ ആറ് വെരയാണ്, അതിനാൽ ഇത് സംേയാജിؚിുׯേآാൾ ര؇് പരിഹാര׹ൾ്ׯ ൈമനസ് നാല് 
മുതൽ ൈമനസ് ര؇് വെര പരിഹാരം ലഭിുׯം. നാല് മുതൽ ൈമനസ് ര؇്, ഇത് ഒരു പരിഹാരമാണ് , ഇത് 
ര؇് മുതൽ ആറ് വെര ഇത് മെئാരു പരിഹാരമാണ്, അതിനാൽ ഒؗും ര؇ും െസാലّൂഷൻ 
സംേയാജിؚി׺ാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് 4 ൈമനസ് 2 േױാസ് ഇന്റർെവൽ യൂണിയൻ അട׺ ഇടേവള ര؇് 
മുതൽ ആറ് വെരയുت െസാലّൂഷൻ െസ്ئ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഈ രീതിയിൽ നമു്ׯ കെ؇؋ാം  
സൂآർ؉ മൂലّ ْപവർ؋നം ഉൾെؚടുؗ ഒരു േവരിയബിളിെല ര؇് േരഖീയ സമവാകّ׹ളുെട 
സി؋زിന്െറ പരിഹാരം, ഇേؚാൾ േമാഡ് ന് തുലّമായ ഒ്ؗ കുറവുت മെئാരു ഉദാഹരണം, x- mod x 
ൈമനസ് ര؇് , മൂؗിൽ നി്ؗ ര؇് കുറവ്, േമാഡ് ൈമനസ് ന് തുലّമായത് ന് തുലّമാെണ്ؗ x c- b-
നമുׯറിയാം. എؗത് േױാസ് ഇന്റർെവൽ ൈമനസ് ബി ؛സ് സി ൈമനസ് എ ؛സ് സി യൂണിയൻ x 
അട׺ ഇടേവള ഒരു ؛സ് സിബി ؛സ് സി ആണ്, അതിനാൽ ഈ അസമതٔം ഉപേയാഗി്׺ സമവാകّ؋ിൽ
നൽകിയിരിؗുׯത് തുലّതയ്്ׯ തുലّമാണ് ൈമനസ് ര؇ിൽ താെഴയുتത് മൂؗിന് തുലّമാണ്,mod x 

ന്േറതാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട ഇത് ഇതാണ് ഇതാണ് അതിനാൽ ഈ ഫലം ഉപേയാഗി്׺ x a b , c, x 
എؗത് േױാസ് ഇന്റർെവൽ ൈമനസ് ആണ്, എؗാൽ ൈമനസ് മൂ്ؗ , എؗത് 2 ൈമനസ് 3 ؛സ് 2 ന് b c 
തുലّമാണ്. എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് 1 ؛സ് 2 യൂണിയൻ ؛സ് സി എؗാൽ ഒ്ؗ a a 
 ാസ് ഇന്റർെവൽ xױത് േؗുׯസ് ടു എؗാണ് ഇത് സൂചിؚി؛ സ് സി എؗാൽ മൂ്ؗ؛ സ് ടു , ബി؛
ൈമനസ് 1 1 യൂണിയൻ അട׺ ഇടേവള മൂ്ؗ അ؀് ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ഒരു സംഖّ േരഖ 
അനؓതെയ ْപതിനിധീകരിുׯകയാെണ׸ിൽ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി 0 ആണ്, ഇത് 1 ആണ് , ഇത് 
ൈമനസ് 1 ആണ് അതിനാൽ ഇത് 2 3 4 5 ആണ് , ൈമനസ് 1 മുതൽ 1 േױാസ് ഇന്റർെവൽ ഇവിെട നി്ؗ 
ഇേ׹ാ؂് അർ،മാؗുׯത് ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ഈ ഭാഗം വെര , മൂ്ؗ ര؇് അ؀് 
അ׹െന തؗിരിؗുׯ സമവാകّ؋ിന്െറ പരിഹാരം അതിനാൽ സമവാകّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯ 
പരിഹാരം േമാഡ് ൈമനസ് ര؇് കുറവ് തുലّം 3 ആണ് ൈമനസ് 1 1 യൂണിയൻ മൂ്ؗ അ؀് മെئാരു x x 
ഉദാഹരണം േമാഡ് ؛സ് അ؀് േമാഡ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ േമാഡ് ൈമനസ് ര؇് ആണ്  x x x 
പൂജّ؋ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുത് അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ േമാഡ്  ൈമനസ് ഒ്ؗ േമാഡ് x x
ൈമനസ് ര؇് പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിׯെ؂ േമാഡ് േസജിന് തുലّമായിരിׯെ؂, അതിനാൽ ഇത് x 
സൂചിؚിുؗുׯ ൈമനസ് 1 ന്െറ ൈമനസ് 2 എؗത് 0 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്. ഇത് z z z 
എؗത് ഒؗിന് തുലّേമാ ര؇ിേനׯാൾ വലുേതാ ആണ്.  വُٝു ത ര؇ിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ z z x 
ര؇ിന് തുലّമب ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ര؇് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതാണ്, ഇ؋ര؋ിലുت z z 
അസമതٔം പരിഹരിേׯ؇ിവരുേآാെഴبാം ഞ׹ൾ ഈ ആശയം ഉപേയാഗി0 ുؗുׯ-ന് തുലّവും 
വّװമായും േനׯാൾ കുറവും ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് േനׯാൾ തുലّമാണ് അെ׸بിൽ ന് b- x- b-
തുലّമായ േനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് ഒ്ؗ, ര؇ാമേ؋ത് ൈമനസ് ൈബ ൈമനസ് x- x a x b 
എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായി കുറവാെണ׸ിൽ വّװമായും ഒരു കുറവ്  ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ന് b x-
തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവ് ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ ര؇് തര؋ിലുت അസമതٔവും b-
ഉപേയാഗിׯാം , ഈ രീതിയിൽ സമവാകّ؋ിൽ സമവാകّം നൽകുേآാൾ നമു്ׯ ഈ അസമതٔവും 
ഉപേയാഗിׯാം. നമു്ׯ ഒؗിന് തുലّമായ അെ׸بിൽ േനׯാൾ വലുത്  ര؇് അതിനാൽ ഇത് 1-ന് z z- 
തുലّമായ േമാഡ് അെ׸بിൽ ര؇ിൽ കൂടുതൽ േമാഡ് െന സൂചിؚിുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് x x-
സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ഒ്ؗ േനׯാൾ തുലّമാണ്    ൈമനസ് 1 1 അെ׸بിൽ എؗത് ൈമനസ് x- x 
ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് 2 യൂണിയൻ മുതൽ അനؓതയിേലتുׯതാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വീ؇ും 
നآർ ൈലൻ എؗ ആശയം ഉപേയാഗിുؗുׯ, ഇതാണ് അനؓത, ഇത് ൈമനസ് അനؓത, ഇത് 0 ഇതാണ് 1
, ഇത് ൈമനസ് 1 ഇത് 2 ഇത് ൈമനസ് ര؇് ആദّ സؕർഭ؋ിൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ മുതൽ ഒ്ؗ വെര x x x 
ആണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ര؇് ഒ്ؗ , ൈമനസ് ര؇് ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ര؇് എؗി׹െനയാണ് x 
അർ،മാؗുׯത് ഇത് ര؇ും ഉൾെؚടു؋ിയി؂ിب അതിനാൽ അനؓതയുേടതാണ്, ഈ 2 x 2 
ഉൾെؚടുؗിب അതിനാൽ മെئാ്ؗ  ഇതുേപാെലാരു സാഹചരّം അവസാനമായി നി׹ൾ ഇവ ര؇ും 
താരതമّം െചുإേآാൾ സംഖّാേരഖയിൽ ഈ ര؇് പരിഹാര׹ളും സംേയാജിؚിുׯേآാൾ 
ഇതുേപാെലയുت പരിഹാരം ലഭിുׯം അതിനർ،ം ഈ അസമതٔ؋ിന്െറ പരിഹാരം ഈ ര؇് 
ഭാഗ׹ൾ ഒഴിവാׯി പൂർ؉ സംഖّയുെട അടിرാന؋ിൽ സ׽ീകരിുׯം എؗാണ്. സംഖّാേരഖയിൽ
ْപതിനിധീകരിؗുׯ െസാലّൂഷൻ െസ്ئ െസാലّൂഷൻ െസ്ئ ൈമനസ് ഒ്ؗ 1 യൂണിയൻ ഓؚൺ 
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ഇന്റർെവൽ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് 2 യൂണിയൻ ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ ടു ഇൻഫിനിئി്ׯ 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ സമവാകّ؋ിൽ ഇതിന് ആവശّമായ പരിഹാരം ൈമനസ് 1 1 േױാസ് 
ഇന്റർെവൽ യൂണിയൻ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് 2 യൂണിയൻ മുതൽ അനؓത വെര ഇേؚാൾ 
മെئാരു ഉദാഹരണം ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് പരിഹരിുׯക ൈമനസ് ര؇് വലിയത് ഒരു ന് x x 
തുലّമാണ്, ന് തുലّമب ൈമനസ് ര؇് നൽകിയിരിؗുׯത് ൈമനസ് ഒ്ؗ േമാഡ് ൈമനസ് ര؇് arnx x 
വലുത് ഒؗിന് തുലّമാണ് തുലّം അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് സൂചിؚി1  ുؗുׯ ന്െറ ൈമനസ് mod x z, z 
2 എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് 1 എؗത് ൈമനസ് 2 ന് z 
തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 2 ന് z 
തുലّമായതിേനׯാൾ ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 കുറവാണ്, അതിനാൽ ഇത് ര؇ിന് തുലّമായതിേനׯാൾ 
ഒ്ؗ കുറവാണ് ൈമനസ് അതിനാൽ 2 ൈമനസ് എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് 2 z z z 
ൈമനസ് 1 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് 2 ؛സ് 2 ൈമനസ് 1 ؛സ് z 
2 േനׯാൾ കുറവാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ േമാഡ് z x 
സമതٔേׯ؋ാൾ കുറവാണ്  ഒؗിൽ നി്ؗ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒരു ൈമനസ്l 
ഒരു കുറവിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ തؗിരിؗുׯ അസമതٔ؋ിനുت പരിഹാരം ൈമനസ് ഒ്ؗ x 
ആണ്, ഇേؚാൾ ൈലൻ സമവാകّം േമാഡ് ര؇് പരിഹരിുׯക ൈമനസ് നാല് വലുത് അب x x 
സമവാകّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯ നാലിന് തുലّം ര؇് േമാഡ് ൈമനസ് നാല് െമാ؋؋ിലുت x 
േമാഡ് ഒؗിൽ കൂടുതലാണ്, അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ ഇത് ര؇് േമാഡിൽ ൈമനസ് നാല് വലുത് ഒؗായി x 
എഴുതാം, കാരണം േമാഡ് ര؇് ര؇ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ര؇് എ്ؗ എഴുതാം. േമാഡ് x 
ൈമനസ് നാല് അതിനാൽ ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് േമാഡ് ൈമനസ് 4 2-ൽ താെഴയാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ x 
േْപാؚർ؂ി ഉ؇് േമാഡ് ൈമനസ് േനׯാൾ കുറവാണ് എؗത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ഒരു ؛സ് x r- r 

േനׯാൾ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഈ േْപാؚർ؂ി ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഇത് എഴുതാം. ഇത് r- x a 
ആയതിനാൽ ഇത് ആയതിനാൽ 4 ൈമനസ് 4 ൈമനസ് 2 കുറവ് ؛സ് 2- േനׯാൾ കുറവ് ഇത് r x 4 

-േനׯാൾ േനׯാൾ  കുറവ് സൂചിؚിുؗുׯ. എؗാൽ ْപശ് ന؋ിൽ എؗത് നാലിന് തുലّമ6 ,ب x- 2 x 
അതിനാൽ ഈ ഇടേവളയിൽ നമു്ׯ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ എؗത് 2 6 ന്െറതാണ് എؗാൽ തുലّമب x x 
എ്ؗ എഴുതുക നാലിേല്ׯ, അതായത് ര؇് നാല് യൂണിയൻ നാല് ആറിന്േറതാണ് , അതിനാൽ ഇതാണ്x 
െസാലّൂഷൻ െസئിന്െറ ആവശّമായ പരിഹാര׹ൾ നമു്ׯ ര؇് നാല് യൂണിയൻ നാല് ആറ് േസാൾവ് 
െസ്ئ േമാഡ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് േമാഡ് ൈമനസ് ര؇് നാല് എؗതിേനׯാൾ വലുത് x x 
സമവാകّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯ പരിഹാരം േമാഡ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് േമാഡ് ൈമനസ് ര؇് x x 
എؗത് നാലിന് തുലّമാണ്   ര؇്, ഇത് നിർണായക േപായിന്റായതിനാൽ നി׹ൾ നآർ ൈലൻ 
ഇൻഫിനിئിയും ൈമനസ് ഇൻഫിനിئിയും എടു؋ാൽ ഇത് 0 എؗും ഇത് 1 എؗും ഇത് 2 എؗും പറയുക. 
അതായത് ഈ േപായിന്റ്  എؗിവയിൽ ഈ ഫംഗ് ഷൻ അതിന്െറ സٔഭാവം മാുئം അതിനാൽ നമു്2 ,1ׯ
ഈ േപായിന്റ് ലഭിുׯം.  ഒؗും ര؇ും ഈ സംഖّാ േരഖെയ മൂ്ؗ ഭാഗ׹ളായി വിഭജിുؗുׯ, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ മൂ്ؗ ഇടേവളകളിൽ ചർ׺ െചുإം , അത് ൈമനസ് അനؓം ഒ്ؗ പിെؗ ഒ്ؗ ര؇് , ര؇് 
അനؓത 
അ׹െന ഒ്ؗ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ഒ്ؗ ആയിരിുׯേآാൾ ഒ്ؗ, എؗത് ൈമനസ് അനؓത ഒ്ؗ x x 
പിെؗ േമാഡ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ൈമനസ് ൈമനസ് 1 ഉം േമാഡ് ൈമനസ് 2 ഉം ൈമനസ് x x x x 
ൈമനസ് 2 നും തുലّമാണ്, കാരണം 0-േനׯാൾ വലുതാെണ׸ിൽ ന് തുലّമാണ്, mod x x x 
പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ׸ിൽ ൈമനസ് േമാഡ് ൈമനസ് വൺ ؛സ് േമാഡ് ൈമനസ് 2 എؗത് 4 x x x 
ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് ൈമനസ് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് ൈമനസ് ര؇് നാല് x x 
എؗതിേനׯാൾ വലുതാണ് ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ര؇് ؛സ് ْതീ നാലിന് തുലّമാണ്, ഇത് x 
ൈമനസ് ര؇് ആണ് കൂടുതലുتത് നാല് ൈമനസ് മൂؗിന് തുലّം ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ൈമനസ് ര؇് x 

ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈമനസ് അെ׸بിൽ ര؇് കുറവ് സൂചിؚിുؗുׯ x x 
ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ കുറവ് ൈമനസ് ഒؗിന് തുലّമാണ്, എؗാൽ ൈമനസ് x x 
അനؓതയ്്ׯ ഒ്ؗ ൈമനസ് അനؓതയുേടതാണ് അതിനാൽ ഈ ര؇് വിവര׹ളിൽ നിؗും 
അർ،മാؗുׯത്, എؗത് ആണ്, ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ 2 ആണ്, ഇത് ഒ്ؗ ൈബx x 
2 ഉൾെؚടു؋ിയി؂ു؇്, ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ഒ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ ഈ ഒരു നآർ ൈലൻ x 
ചർ׺ െചᅃٝാൽ ഇത് പൂജّമാണ് , ഇതാണ് ൈമനസ്  ഒ്ؗ ര؇് 
അ׹െന നി׹ൾ താരതമّം െചᅃٝാൽ, ഈ ര؇് യഥാർ،വും ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് whe  x 
ഒؗിന് ര؇ാണ്, അതിനാൽ ഈ ഭാഗം ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ഒؗിൽ ഉൾെؚടുേآാൾ അതിന്െറ x 
പരിഹാരം ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ഒؗിന് ര؇ായി വരും എؗതിന് പരിഹാരമാകും, അതിനാൽ 
ഇത് ഇേؚാൾ ഒؗാണ്. ര؇് അതിനാൽ ഒ്ؗ ര؇ിൽ ഉൾെؚടുേآാൾ േമാഡ് ൈമനസ് ഒ്ؗ x x 
േപാസിئീവ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ xx x 
അ׹െന േമാഡ് ൈമനസ് ര؇് ഇത് ൈമനസ് ൈമനസ് ര؇് ആണ് അതിനാൽ േമാഡ് ൈമനസ് x x x 
ഒ്ؗ ؛സ് േമാഡ് ൈമനസ് 2 എؗത് 4 ന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ്. ൈമനസ് 1 ൈമനസ് x x x 
ൈമനസ് ര؇് എؗത് നാലിന് തുലّമാണ്, ഇത് അർ،മാؗുׯത് ഒ്ؗ നാലിന് തുലّമാണ്, ഇത് സൂآർ؉ 
ഫലമാണ് , ഇത് അസംബؖ ഫലമാണ്, അതിനാൽ   ര؇ിൽ ഉൾെؚടുേآാൾ മൂ്ؗ േകസിൽ x 
സമവാകّ؋ിൽ നൽകിയിരിؗുׯതിന് ഒരു പരിഹാരവും നിലവിലിب  അനؓത അതിനാൽ േമാഡ് x 
ൈമനസ് 1 എؗത് ൈമനസ് 1 നും േമാഡ് ൈമനസ് 2 ര؇ും േപാസിئീവ് ആയതിനാൽ േമാഡ് x x x 
ൈമനസ് 1 ؛സ് േമാഡ് ൈമനസ് 2 തുലّമാണ് 4 ന് തുലّമാണ് ൈമനസ് ഒ്ؗ ؛സ് ൈമനസ് ര؇് x x x 
എؗത് നാലിന് തുലّമായതിേനׯാൾ വലുതാണ് 
അ׹െന തി  സൂചിؚിؗുׯത് ര؇് ൈമനസ് മൂ്ؗ വലുത് നാലിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് s x 
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സൂചിؚിؗുׯത് ര؇് വലുത് ഏഴിന് തുലّമാണ്, ഇത് േനׯാൾ വലുത് ഏഴിന് തുലّമാണ്, ര؇ിന് x x-
തുലّമാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ഏഴ് ര؇് അനؓതകളുേടതാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ മൂ്ؗ േകസുകൾ x 
ഉ؇്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ആെണ׸ിൽ ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് 1 ൈബ 2 x 
ഉൾെؚടു؋ിയ േകസ് ْതീ േകസ് ര؇് േനാ െസാലّൂഷനും േകസ് ْതീ ഏഴ് ൈബ ടു ഇൻഫിനിئിയും x 
ആയതിനാൽ ഈ മൂ്ؗ ഫല׹ൾ സംേയാജിؚി്׺ േകസ് ഒ്ؗ ര؇്, മൂ്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ൈമനസ് 
ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് 1 ൈബ 2 ആണ് യൂണിയൻ ഏഴ് ൈബ ടു ഇൻഫിനിئി അതിനാൽ പരിഹാരം 
ൈമനസ് ഇൻഫിനിئി ൈമനസ് ഒ്ؗ ൈബ ര؇് , നി׹ൾ ഈ ഒരു സംഖّെയ 
ْപതിനിധീകരിുׯകയാെണ׸ിൽ 0 എ്ؗ പറയുക, ഇത് 7 ൈബ 2 എ്ؗ പറയുക, ഇത് ൈമനസ് 1 ൈബ 2 
എ്ؗ പറയുക, അേؚാൾ പരിഹാരം ഇതുേപാെലയായിരിുׯം ഇതിന്െറ പരിഹാരം സമവാകّ؋ിൽ 
ഇതുേപാെല ഒരു നآർ ൈലൻ നൽകാം, ശരി നؕി , അടു؋ െസഷനിൽ ഞ׹ൾ കുറ്׺ ആശയ׹ൾ 
ചർ׺ െചുإം 
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