
 గށతం ࡅకए  సమసङ  పࢲࡍए ర ࣊ష޳࢑ ڕ ߤङ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంݟ, ࠪ అంశం సం࠙వङ త మ࠾ࡍ iitpal 
ఇ޴ ఉపߕङ స సంఖङ  ఆࡏ , ఈ ܌ࡗ ۨవࡍ తరగޒ ۨవߧۮ ߘߝ ࡹࡍओ న ऱܿ޴ ࠭࠲ ,ڴछ పద పంނߧ మ࠾ࡍ 
छ޴ పద ޳ࣄम ంతం ࡅకए  
ఉపߖڴࡆऒ फࣃ࡯ࢣࡍం݄ పڕफం۪ࡏڷ ڕࠬ  ࠭.
ऒߖވߕ ߘߝ   ऒߖల ऴకࠪޑ࡯ఫ ࠾ࡍయడం మࡔࣄ࢑ ऱࡏࣃݡ࠮   గమߖంచడం ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ నऒޔݡ  
ङߕదܽ ఉప࠴టद࠴ సం మ࠾ࡍ  
छڙࣅ झߘ  ttt tththththththth h ߘంއߕ బܽद మనం ఒకڒ ࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖఅ ݡ࠮ ࠾ࡍమ ޴అ ࡱ
ओߩనࡍࣄ࢑ ऱࡏࣃݡ࠮ ధङࣃ ޴ࠫߖఎ      ݡ మࡃङ  సߖऒ ऒߕఉ ࡱࢡ࢘ छڙࣅ అܿవంܽ ࠼ झߤ  ల సమసङ  
ఏࠫటం݄, ఇ࢑ గߖޑށऒ  ఉపڵࡆంۨ ۯ ࡏࠪࡏޑయ࢓ࡶ మ࠾ࡍ మࡎ ࠭ఖङ ంڴ 

ऒߕఉ ࡱ ࣒ܼ  యߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ అం޶వలऱ  ߘంݟ పవ࡛  ۧڙࣅ ࡮छ झߤ 100 అ࢑ ,࠼ఉంܼ ࡱ  2 100
రछߖ ࣕంచ࡮ۧ ړߖݞ ߭దभڒ ࢑బܽद మనం ڕࣆޓవۯऐ దృۨऑ࠻ ߖ࢐ܽ  క ࠙వన అంܼࡏ.
దృۨऑ࠻ ߘߝ ࡽࠋయࡍ࢘ సంڝ ࠬ  క ࢘ࡍయࡅ ࡽࠋకए రछߖ న࠳సరళ ࡮ۧ  చߖߕऒ  ఇࣃफ  ޴ంړఈ ऴ ߘ
࢑ధం࠻ ڴదృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋ అࢡ ޴ߝంࡽߧ ओ࣋ ࣒ ఒߘ ڴ࠲ం࢐ ݟసफవ సంఖङ ङࠪ ڕ ࡍߪ ޴యడం ఇۯ ۃంߧ फ
రछߖ చనం ࣃ ࠬ ߗڒ ޶ڒब ओߩమనం ఇ ࡹ࠼ క ړߖ޵ ݡ दܿబݟ ఉండߖవछ ంݟ 
దృۨऑ࠻ ߖ ంۨ߅సంబం ړߖڴࡆపܽ ऴపߘ࠭ , క ࢘ࡍయڴ ࡽࠋ పࡍగށంచంݟ.x
 ఒࡅ ڴ࠲కए  వࡏస ऴకమంࡹ తలల సంఖङ छڙࣅ ޴ࠫߖఈ ఎ ڕబܽद మనڒ సࠪనం ڕ झߘ  x ࡱ

మ࠾ࡍ ఉߕऒ  ttttthththththhhtth     hhh ࠼
ࡍవ ߖ బܽद మనంڒ ࡱڴ࠲ఒ ߕ బܽद ఇ࢑ڒ फంపܑ࣋फ మనڕ లࠚం࢑ۯ x
ఈ  ࡱ ݭࡰ  ఈ  ݭࡰ లࡱ ݭࣛ  ࡹ ఉంܼ3.࠼ 1 3 0
దృۨऑ࠻ బܽदڒ ޴फంࣆޓ ࡍ޳ ړ3 ޴ఇ ࠾ࡍమ ړ2  క ࢘ࡍయ3 ޳ࡶ 2 ޳ࡶ 1 ޳ࡶ ࡽࠋ x 0 
.  ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑
 ܼ࣒ ల సంఖङ  అޙ࠼, ܼ࣒ ల సంఖङ  సࠪనంڴ ఉనऒ ओߩ n x 0 1 2 3 ߖంܿందڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑  ݡ
గమߖంచంݟ,  ఆ߯ సంబం߅త ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋ 

ऒߖకం݄ అ޶ఎం ,޴ంܿంڕࣆޓ ڕవర ݟంߘ  ߘవలࡱ࢑  ܼ࣒ ల వరڕ తలࡱ ఎవࡐ ఉండࡏࡶ x 0 1 n n 
ంచవ۪ऐߖ࢑షయం గమ కࡖబܽद మڒ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ 1 0   కएࡅ   సం࠙వङ తࡱ n ii 
అందڔࡍ ఒ࡮ښ ఉండړ ࡏࠬ ࢓ సంబం߅ంۨ 0 1 2 3 ࡱ࢑వలڕࣆޓ ߘం݄, i x
ల సంఖङࣆښ ంۨన߅సంబం ړ0 ల సంఖङࣆښ 1 ړ1   సࠪనమࡏࠬ ߖ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ .

ల సంఖङࣆښ సం 3ڝ ల సంఖङࣆښ 3 ࠾ࡍసࠪనం 3 మ ړ2   సࠪనం. x ړ1 
ం తల సం࠙వङއߕ ߖࡹ ࣒ܼ ఒక ޴ߝబܽद అڒ  త p 
 బܽदڒ

సం࠙వङ త 1 ࠳న࣒ ߘంړ1 ݟ సࠪనం అߖ అڕߘం޳ం.ttt p 
ङږ తफం࠴ న࣒࠳  ޴ߝన࣒ అ࠳  ݟంߘ న࣒࠳   ङږ ڴమనం తర۪ ߖߖ޵ ,సࠪనం ړ ࠗ ࠗ అߖ p 1 p 1 p q 
ऴࣃ࢐फ ࠭ అ࢑ ޻ధంڴ ఒక తల ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం మࡅ  ࠾ࡍకए  tth tht 
సం࠙వङ త మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం  ࡓ ݡ࠮ ऱܿ చޔరऴసం htt qqp qpq pqq pq 
ए࣋ ݡ࠮ ڴ࢑ధం ޻అ ړ ݡంࡓ ݟంߘ छ ࡛ వࣆफం޴ మࡅ ݡ࠮ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త ږङ  h p q h p ړ ࠗ
సࠪనం , సం࠙వङ తలߘ 

 ప ऱ࣒ సం࠙వङ ࠾ࡍతफం పవ࡛ 3 మ࠴  త ޳छ ందవచऐ߰ ࡌ మనం ۫డవ۪ऐ ߖ .q p x 
  ఉంړ  ޴ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ ఎం۪ڕనऒ యవ۪ऐۯ ڴ࢑ధం ఈ ޴అ , ࡯ఉంۧ ߖఒక తల ࡹ3   y 
మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ࣃब ऱࡹߕ సం࠙వङ ڕం తలއߕ ఒక , ࡏఉంۧ ߖ ڴరణం߄ࣃ ࡏࠬ  త కڵ࡯ ఉం݄, ఆ߯ q p 
దృۨऑ࠻ క ࢘ࡍయࡽࠋ ܼ࣒ లߖࡹ తలల గణనߘ x n 

 ప ऱ࣒ ందవ۪ऐ߰ ړ పవ࡛ ݟంߘ తफం࠴   మ࠾ࡍ సం࠙వङ త q p n x i 
ऒߝ޵ న࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ సࠪనం పవ࡛ ړ ङࠌदࣄवݟ  ష޳ࡶ ߤ ऴߦబܾ࡯ࠉ ࣒ࠪ ఫంࣾߤ ncip iq iq n i 

అంܼࠫߕࠑ ࡏయߖ ࠪڒ 6 ࡽ అߘసࡍంۨ అ࠻ ޴ߝదృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋ అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ p x n p
छ޴ ࡹ ڴమనం తర۪ ޜలޔࠫࡌߦ పద అߖ ऴߖڜ ࢐࣋ऒ  సమసङ లߘ పࡍషए भ޳ࡍ ం   ࡓంݡ p 

సࠪ߄న సం࠙వङ త  ࡅకए ऒߕޔ޶ం߰ ߘల ݭࣛ  ࡹవ  ܼ࣒ లࡱ࢑  ࠭ అం݄ ߘంݟ పవ࡛p 4 6 4 6 c 4 p 
కएࡅ  ࠾ࡍన࣒  అం݄  మ࠳  పవ࡛ ݟంߘ  సం࠙వङ త పవ࡛ ړ పవ࡛ ړ సࠪనం 4 q 6 4 2 2 6 c 2 p 2 q 4

బܽद  అం݄  సం࠙వङڒ త߯  సం࠙వङ త ړ సࠪనం అం݄ చదరړ ߩ  ࠬద  పవ࡛ ړ p 2 4 2 9 6 c 2 p q 4 6 c 4
ఇవछ బޔݡం޴ శړ फ4 ړ చޔరऴసం 9 ړ సࠪనం అం݄ p q 

࣋ए छ ࡛ ߯  ࣋ए छ घࠫޛ ࡛ छ޳ సࠪనం అం݄ ړ޴  p q q p ڴలంږޒऴప ޴కం݄ ఇ޶సࠪనం ఎం ړݡ࠮ ࡌ
ఉండږడ޶ అߖऒ  సం࠙వङ తږߘࣃ ࡱలంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇߩओ సࠪనం  ప ړ 3 ݡ ऱ࣒ q p ړ1   p q 
సࠪనం ڒబܽद  ప ऱ࣒ .సࠪనం అం݄ p p 1 p p 0 ړ 3 
సం࠙వङ ޴ࠫߖఎ ޴ߝబܽद అڒ సࠪనం ړ4 ࠑ 1 ޳ࡶ 25 తړ సࠪనం అ࠼నߩओ छ޴ ݡ పద ߖ ࠪڒ n x n p
అߘసࣆࡍफం޴ అڕߘం޳ం  మࡖక సమసङ ऒߕࣆ సࠪనం ڕ ऒߕࣆ ݡంࡓ ݋ం࠼ߦ   ޴ࠫߖఎ ڷࡱߕ 
మࡓ ࠾ࡍంݡ సం࠙వङ త 0.
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 సࠪనం ړ1024
క ఒకܽ సం࠙వङߘవ కࡱ࢑ త ఎ޴ࠫߖ ఒక శړ फړ ఒక శړ फ࠳ 8 ړన࣒ 1 అం݄ 7 0.p c p q 

2048 సం࠙వङ తڕ సࠪనం  2 అ޴ߝ చదరړ ߩ సࠪనం, శړ फ 6 ړ సࠪనం 0.hc 2 p q
छ޳ ంచడం܊࢑భ బܽदڒ 1024  pq c 2 ړ޴ࠫߖఎ ࡽయࡍदڝ߷ ޴ఇ ,޴పవ࡛ 7 ࠬద 8 ఉంܿం ݟంߘ 8 ڕమన ࡌ
సࠪనం ڒరక࠳న ࡓంߘ ݡంڒ ݟరకం ఆࡏ చదరߩ పవ࡛ ఆڕࡏ సࠪనం ߕࣆऒ  p q ݋ం࠼ߦ 
.0 ړݡంࡓ
pq ݡఅం݄ ఏ ,ڴంచڵ࠙ ޜ޴ࠫߖరకం ఎڒ దࠬ ࡏరకం ఆڒ ߖపవ࡛ 7  ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ 8 ޳ࡶ 1024
ఎړ޴ࠫߖ అం݄ ࠢ࠻ ఆࡓ ߖࡏంڵ࠙ ޜݡంచڴ ఇర࢙ ఎ޴ࠫߖ చదరړ ߩ సࠪనం, శړ फ 6 ړ సࠪనం 2 ޳ࡶ p q
2 ࠬద 7 ޳छ  సࠪనం q p ړఅం݄ 2 ࡌ

అ7 ޴ߝ q 
ओߩఇ ޴సࠪనం, ఇ ړ వ 1 ࠬద 8ࡱ࢑ బܽदڒ సࠪనం ړ దృۨऑ࠻ నం߄సࠪ ݡ క ࢘ࡍయࡅ ࡽࠋకए  p p 

࠭ఖङ फࣃࡱߧ ߖణ అࣾࡎߖ ߖߖ޵ ڴతర۪ ޳ࡶ సగܿ ߖ޳ న ࠙వన࠳  ࡏ
, 
छ޴ పద ࠻ ࠪڒదృۨऑ కం అࡍ࢘  ࣆࡱޘ ڕࠬ ߖయړ ࡽࠋ సࠪనం మߖ޳ ࠾ࡍ వङ ङޑ n p np ࡱࣃ npq 
ఇߦ ࠬ ࡏࠬ ޴ఠङ ऱࡹڒసफߩ ऱࡹޔతరగ ࠬ ޳ࡶ   తపओ घࡏ߷ ఈ ߘߝ బܽदڒ ࡯ݞఉం ࣄۯ ڴࡍసߖ  ందడం߰ ߖ࡮
 ޶ࡶ
छ޴ , పద ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡅ ࡽࠋకए  సగܿ ڷࡱߕ మߖ޳ ࠾ࡍ వङ ङޑ  ంతڜ ޙ࠼సగం అ ࡹߖ޳ ࡱࣃ
సమసङ भ޳ۯ  ం  
దృۨऑ࠻ క ࢘ࡍయࡓ ࡽࠋంݡ కం݄ ఎڕए వ ࡱ࢑వߝڕࣆޓ ߘ సం࠙వङ తߘ గށంచంڒ ,ݟబܽद సࠪ߄నం 
సࠪనం వङ ړ ߤࠬ ङޑ సం np npq 
 బܽद npq np q pڒ సࠪనం ړߖڴబܽद సڒ సࠪనం ړߖڴసࠪనం అం݄ అం݄ స ړ సగం ࠾ࡍసࠪనం మ ړ

సړߖڴ సࠪనం p 
సగܿ 4ړ సࠪనం 

సړߖڴ సࠪనం ࣆۨࣇ ڷࡱߕफం޴ ఎړ޴ࠫߖ సࠪనం ڒబܽद ఇࠫߕࠑ ޴యࡽ ఎࠪڒ ޴ࠫߖ సగం అߖ n n 
మనం ߰ందవ۪ऐ ߖނߧफ పంࡍߪ , ఈ ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయ޴ ࡽࠋछ పద 8 ࠪڒ సగం ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡽࠋ 
కం݄ ఎڕए వ.
న࣒ సం࠙వङ࠳ సࠪనం అం݄ 1 ړ2   త 0 ࠳న࣒ 1 సం࠙వङ త 1 ࠳న࣒ 8 0 ࣄ సړߖڴ సࠪనం 0 1 ࠳న࣒ సగం 
పవ࡛ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ఎࣄ ޴ࠫߖ ఒక సగం పవ࡛ ఒకܽ ߘంݟ సగం పవ࡛ ఎ࠳ ޴ࠫߖన࣒  ఒకܽ ఏړݡ సࠪనం 
ఒక ࠳న࣒ ߕࣆ ߘऒ  ޴ࠫߖసࠪనం ఎ ړఒకܽ ࣄ ޴ࠫߖన࣒ ఎ࠳ ޴ࠫߖసࠪనం, పవ࡛ ఎ ړߖڴంచడం ఒక స߭ ړ
ړశ ޴ࠫߖసࠪనం ఎ ړߖڴస ݟంߘ फ ఎࡓ 9 ڕࠪ  ࠫߖ 1 ޴ࠫߖ ऱܿ సగం శړ फ 8 ړ సࠪనం 1 ࠳న࣒ 9 ࡏࣃऱ 1 ࠬద 2 
56 సࠪనం 256 ࠳న࣒ 9 ࠬద 256 సࠪనం 256 ߯ 247 సࠪనం ڒబܽद ࠻దృۨऑ క ࢘ࡍయࡓ ࡽࠋంݡ కం݄ 
ఎڕए వ ࡱ࢑వߝڕࣆޓ ߘ సం࠙వङ త ڒబܽद ఇ޴ ࢑छ పద పంߖڜ ߯ނߧऒ రణ సమసङ߄ࣃ   ޜߖ޳ ࠾ࡍమ ࡱ
దృࢲद ంతం  
ऒߖڜ సంڝ  సంఘటనల   సంఖङ एړࡵ ߘ ంచడం޴ ࡹछ పద ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంచߖݞऒ  చࡍऐ फࣃ  n ݡ࠮ ߘ
घڴࣄ ࡹంܽ޴ఐ ࠾ࡍమ ࡛ࠂ  ఒకܽ ߘంݟ ఐړ޶ సࠪనం అం݄ ఇర࢙ړ సࠪనం ړߖ܉ߖ k ni i 
పࢲࡍए ల సంఖङࡌ  7 అ࠭࠲ ߖ కߕھߘऒ ࠭, అ࢑ 1 2 3 4 మ5 3 2 1 10 ࠾ࡍ మ4 2 1 8 5 4 2 1 8 6 3 2 1 9  ࠾ࡍ
6 7 1 3 4 5 7 మ6 5 4 3 2 ࠾ࡍ.
ధङࣃ ݡఏ బܽद ఇ࢑ڒ  మࡃङ  పࢲࡍए దట అర࠴ ࡏࠬ ߗڒ ࡱࡌ बం ڝࣆۯగ࠻ ߖߖ޳ ࠭࠲ ࡮ڼ࡯ంऴޒక 
పదम࠭ࣃۯ ࡹޒ.
ఇ ࢓ࡏషद బࡍగ ߘߝ   ऐۧ ऒޒऴపయ ړߖݞపంۨ߭టद ߘ࢓ࡏఆ బ ߘߝ ఆ߯ ڕవర ࡍవۨ  ߘ फࣃ  t ࡐڷ޶ఆ ఐ ,ߘ
నऒࠚ࢑ ంڴ ఉంݞలߖ మ࠾ࡍ ఆ ࢑ధం࠭࠲ ڴ పࢲࡍए  ,࠭޳ం߰ ߘలࡌ
అܿవంܽ పࢲࡍए రం ࣃధङ మࡃङ  అߖऒ  కల࠼కలߘ ఇࣆफందߖ ࣔࠬ ఇవछ  ߘߝ బܽदڒ  ޶
ఇ࢐छ లڕߘంܿߕऒ एࢲࡍప ࡏࠬ  ߘ ల సంఖङࡌ  తफం࠴ ڕࠬ ߘߝ ڴత ࠪరठంށఒక గ ڕ޶ం޻ం߰ ߘ
ఖۨऐ త࠳న పࢲࡍए ఇవछ ߘలࡌ एࢲࡍతफం ప࠴ ޙ࠼అ ,޶ࡶ వడంࠓ ల సంఖङࡌ  ఈ సందరग ం7 ࡹ అޙ࠼ 
అంతࡎ ऱన ࠙వన ఫంࣾߖ ߤ ఉతओ తపओ ޴ఇ , ޴फంࣆۯ फޒ .޴ఉంܿం ڴ ࣒ࡎࣄ పవ࡛ ڴࡍసߖ
 పࠫࡍత࠳న޳ࡶ ޴ అంޒమంڴ ఉండవ۪ऐ झࡽࠋయࡍ࢘ ݡంࡓ ߝఅ ࠾ࡍబܽद మనం మڒ  ऒߖఎ ߖ   x y 
ऒߖڜ ڕࠬ ڴ޶ం࠭ ࠵ఉంܼ ڵ࡯క ڴࡱ߄࢑  ఉ޳హరణ ఇࣃफ एڕఅం݄ 0 కం݄ త  ߘ వ కం݄ తڕए వ x x 2 
కం݄ తڕए వ మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ ࡓంݡ మ࠾ࡍ  పऱ࣒  సࠪనం ఈ y x y ړంܽݟ࠮ 
పࢲࡍए రం ۧࣆ ࡮లభం ڒబܽद మనం ࠭ంڶ ߖ ࡽࠋ݄ ڴ޶యంݟ మ࠴ ࢐ܽ ࠾ࡍతफం xy x 0 1 2 
 బܽद మనం ఈ 6 y ha  veڒ ంܼ࠭ڕࣆޓ ࠲ऴతࠪ 2 ࠾ࡍమ 1 ߘవࡱ࢑ ࠾ࡍమ ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవࡱ࢑
కల࠼కࡱ మޑ࠴ ࠾ࡍफ .4 3 3 2 2 1 ࡱ
गࡌసంద ݡంࡓ ݡ࠮ తफం࠴ ࡹతफం࠴ బܽदڒ  ओߩన࠼అ ࡱ गࡌసంద ݡంࡓ ݡ ऒߕఉ ࡱ యߖ మనం 
۫డవ۪ऐ  ࡯࠻ۯ ࡮ఎ ߖߖ޳ బܽदڒ ڷࡱߕ ࣆښ ఒక ࠾ࡍఒకܽ మ ࡹతफం࠴ ,
ఉతओ ࢐ܽ ,ߖڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߘల޴బࣗప ݡంࡓ ޴ంړ  ,ఏࠫܽ ࡱ޴బܽद ఆ బࣗపڒ ݟంచంށగ ߖफޒ
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ఎం޶కం݄ ࡱ࢑వ  ڕࣆޓంܿంڒ ޴బܽद మనం పవ࡛ ړ  ప ऱ࣒  పవ࡛ ړ  ప ऱ࣒  పవ࡛ ړ ऴࣃ࢐फ ࠭ x 0 1 2 z 0 z 1 z 2
మࡓ ࠾ࡍండవړ ޴ అڷߘణంڴ ఉంܿం޴ ఇ1 ޴ మࡱ࢑ 2 ࠾ࡍవలߘ ࠪऴతڕࣆޓ ࠲ంܿంڒ ޴బܽद y
మనం పవ࡛  ప ऱ࣒ फࣃऴ࢐ ߖపవ࡛  అ ڕ  ࠭  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛  ప ऱ࣒  ࣋ए छ z 1 ޴ంޔݡంచబށڷ ޜ ࡛ z 2 1 z z z z 
మ࠭࠲ ࠾ࡍ ఉతओ ప  ڕफ మన࣋ށగ ߖफޒ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  వࣆफంږ  ޴ङ ࠗ పऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒  z z z z z 

పవ࡛ 4 ړ సࠪనం  ప ऱ࣒  2 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ 2  ࠗ పऱ࣒  పవ࡛ 4.z z z z z 
 ఇߩओ ఈ ఉతओ ࡏࠬ ݡ ఈ సంఖङ ࠾ࡍफ మޒ ల మధङࣆښ ࠾ࡍమ ࡱ పङࡐࣃ  తߘ కھߘనవ۪ऐ  పవ࡛ 1 z ޜ  
ए࣋ ޜ 2 छ ङږ ޜ 2 ࡛ ࠗ మߘ  ޜ 1 ࠾ࡍంݟ పవ࡛ 4 వరڕ ఈ బࣗప3 2 1 ޴ మ4 ࠾ࡍ లߘ కޕߩࡱ z z z 
ఏ కల࠼కߕڛ పࢲࡍए ల సంఖङࡌ .޴फంࣆఇ ߘ
సమసङ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ  లߘ పࡍషए ऒ࡯మన ړߖݞంచࡍ  అߘమޒంۯ ఉߦయం, 
మనం కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭ అڕߘం޳ం మࡖక ఉ޳హరణ ఇࣃफ ప  ߘ ऱ࣒   ప ऱ࣒  అ޴ߝ పړ޴ సࠪనం x y z 
అ࠼నߩओ ऒߕࣆ ݡ  కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ 4 కం݄ ߭దभ޴ అం݄ అ޴ ఏߕ޼ ధߕతघ క x x y 0 
पࡌߪ ంߖڒऒ వ۪ऐڝࣆޓ   మ0 ࠾ࡍ కం݄ ఎڕए వ పޔݡం޴ అం݄ అڝࣆޓ ݞږ 0 ޴వ۪ऐ  z ڕబܽद మనڒ 
एࢲࡍప ࡯࢐ڒ ల సంఖङࡌ एڝߘక ߘ వړߖݞ,  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  పړ޴ సࠪనం ڒబܽद ఇ࢑ ޻ధంࢗ ڴళ ऱడం ޳छ  x y z ࡌ
మనం ఈ ऴړంݡ࠮ ޴ బࣗప޴లߘ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఎం޶కం݄ ࡱ࢑వߘ 0 ߘం4 ݟ వరڕࣆޓ ڕంܿం޴ x 
भࣃऴ࢐ ߖఅ ߖ࢐ܽ బܽदڒ ం.x to 
  పవ࡛ 0 ప ऱ࣒ పవ࡛ 1 ప ݟంߘ  ऱ࣒  పవ࡛ 2 ప ऱ࣒ పవ࡛ 3 ప ݟంߘ  ऱ࣒  పవ࡛ 4 ࣋ށڷफ ఏږߘࣃ ߕ޼ల x x x x 
వ۪ऐڝࣆޓ ߘవలࡱ࢑ , త޳छ ప  ࣒ࡎࣄ న࠳అనంత ڕమన ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ అߵ వࣆफం޴  x x x 
అనంతం 
వరړ ڕ అڷߘణంށڷ ڴంచబޔݡం޴ అߘ 0 ޴ߝం࠴ ݟదలޔ࢓ంڒ ޴బܽद మన1 ڕ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  z z x x 
చޔరऴసం అనంతం వరڕ ఉంܿంڒ ޴బܽद ޳ࣄम ంతం ఏࠫటం݄ , మనం ఉతओ కएࡅ , ంۨށగ ߖफޒ  ऒxߖڒణڷ 
శړ फ 10ړ ߰ం޴నటऱޙ࠼  , అ޴ సమసङ ధङࣃ ڕ మࡃङ  పࢲࡍए ల సంఖङࡌ  ڕࠪ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ߘ
ऒޒऴపయ  ݟయܑయం࡯ޘ ంచంݟ, మన1 ڕ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒  పవ࡛ 4 ࣋ށڷ ޜ ߖफ ߖ x x x x x x
ం݄  పڕࣆޓ ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ తफం ࣋ए࠴ అనంతం ߘ ࡛ छ ࡛ వరڕ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ڷ ߖ޵ణߖڒऒ  1 x x 
కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం.

 x   ړ ߤ݃ పవ࡛ ݟంߘ
ఇం࠴ ࡹ޶దܽߖ޳ऒ   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒  పవ࡛ ࡛ࠂ పऱ࣒  ంۨ ఒక x x x x xށڷ ߖ޶పవ࡛ ఐ ݟంߘ 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ फࣃऴ࢐ ߖతफం పవ࡛ ݀ అ࠴ ࡛ ࠭.x x 
 

అߝ ప5 ړߖ޳ అߝ పదం వ࣋फ, అ޴ ఈ ށڷ ޜంచబݦ శړ फ 6 మށڷ ޜߖ޵ ࠾ࡍంచబݦ శړ फ 6 మߖ޵ ࠾ࡍ x x
छ޳ ఇవछ ڕమన ޴అ ࠾ࡍమ ݦంచబށڷ ࡌ ړశ ࡃࠓ फ ࠫޛघ .޴
 పవ࡛ పߖ ړ޴ ߰ం࠴ ޻తफం ࠪࡌठ ల సంఖङ   x
పవ࡛ 1 ړ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ओߩఇ ߖతफం సࠪనం అ࠴ ࡛ औߖఇ ݟంߘ 1 ޴ߝఅ ڴ߯  ࣆࡱޘ ڕమన ݡ n ܾߖ x x r 

న࣒ 1 ప࠳ ऱ࣒  పవ࡛ ߖ ړ ఎం۪ڝంڒ ݟబܽद ࠭࠲ ఈ ߷ࡏघ ऒߕޔࠓంచڵࡆఉప ߘ࡮ ࠭ మ࠾ࡍ n r r rx
షएࡍప ߖߖ޵ ऒޒऴపయ ړߖݞంచࡍ फࣃ కएࡅ బܽद మనంڒ ࠭ घࠫޛ పవ࡛ ݟంߘ ణకంڷ   పవ࡛ x x ݟంߘ ޴
ఎ޴ࠫߖ వరڕ కߘ ࡯ߕھߘంݟ పవ࡛ ఐ޶ వరڒ ,ڕబܽद మనం ࠴దట ߘంݟ పవ࡛ ఐߖ޶ ప޳࡯ࢣࡍभ ం x x 
ఇకए డ సࠪనం 5ړ సࠪనం ڒబܽद ࡅకए ړణకం 5 శڷ  फړ సࠪనం 2 ప ऱ࣒  న࣒ 1 అం݄ n 2 r x c 5࠳ 5 
ఉనऒ ڕపవ࡛ 5 వర ݟంߘ  ణకంڷ ం޶న మన ߷ࡏघ పऱ࣒ ࡮  సࠪనం x r cr ړన࣒ 1࠳ 7 ޴ߝన࣒ 1 అ࠳ 
అం݄  ఈకछ ऒޒసం ऴపయڝ ړ ߤߞ పవ࡛  ࣄ  ړ ࡽ भ޳ ం ڒబܽद ఇకए డ ࠫޛघ c 5 6 ړ  సࠪనం ړ ޴ 6 6 5 x r n 2
సࠪనం ڒబܽद పవ࡛ 9ڷ ړణకం 9 ప ऱ࣒  x c 9 ߖߖ޵ ߘߝ ,సࠪనం ړ10 ޴ߝసࠪనం  అ ړ10 9 ࣄ న࣒ 1࠳ 2 
పࡍషए  ంచడంࡍ
 ޙ࠼అ , ޶ࡶ
एࢲࡍతफం ప࠴ ల సంఖङࡌ కएࡅ   అర ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ړ ݋యంࢳ߹ఎڝ  बం ڝࣆۯవ۪ऐ , 9
ఇ10 ޴ ప ऱ࣒  అ࠼న పవ࡛ 9ڷ 10 ړణకం 9ړ సࠪనం.
एړࡵ ࡏࠬ   ంۨన పవ࡛ 5ࡅ ړకए  ప ऱ࣒  9 ప ऱ࣒  8 ప ऱ࣒  7 ప ऱ࣒ ప 19 ޴సࠪనం ఇ ړ6 ݋యంࢳ߹ఎڝ  ऱ࣒  28 27 ప ऱ࣒  7 x 
34 ప ऱ࣒  6 అం݄ 40.
ధङࣃ బܽदڒ  మࡃङ  పࢲࡍए ऒߕफࣆ޴ం߰ࡐ ࠭࠲ ߖక అߖనలࠢ గమ ࡱࡌ ࠭ ऴపࡍ࢘ ޒయڕ ࡽࠋ అڷߘణంڴ 
ఉంݦ పవ࡛ ࣒ࡎࣄ 
 మనం ڕహరణ޳ం݄ , ఉڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ߘవలࡱ࢑ ప݄द ړߖ޳ ,

 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అړ50 ޴ߝ సࠪనం, అం݄ అࡓ ޴ߝంࡅ ݡకए ऒߖమనం ఎ ߖఅ ࡽߩद࡯ణకం అం݄ మڷ   x y z x y 
సమసङ ڕమన ࡹ࢑షయం ߝఅ ࠵ందగల߰ ڴࡱ߄࢑  ఉందߖ అڕߘం޳ం.
తघߕధ ࠾ࡍమ ݡ࠮   కం మ࠾ࡍ ఐ޴ంܽࡱ܉ށڷ ړ ఇږߘࣃ ࢑లంڴ ఉߕऒ  z ڕమన ޾ࡶ ࡆ
ఇవछ బడڒ ޶ࡶబܽद మࡱ࢑ ࠾ࡍవ ߕࣆऒ వ۪ऐڝࣆޓ ݞږ ߖ బܽद  పڒ  ऱ࣒   ప ऱ࣒ एࢲࡍసం పڝ   ల x y x y zࡌ
సంఖङ  ߯న ߮ࡖए నऒ छ޳ ణకంڷ ߤࣾࡍ సࠪనం ړ50 ޜ࢐ܽ  छ޳ ణకంڷ ࡌ ప 1 ړ50 ࡌ ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  పవ࡛x x x 
छ޳ 4 ప 1 ޴ంޔݡంచబށڷ ࡌ ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒  పవ࡛ 6 ప ऱ࣒  పవ࡛ 9 ށڷంచబޔݡం޴ పవ࡛ 10 ప ऱ࣒  x x x x 
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కएࡅ ,ంۨށڷ ߘ ࣒ࡎࣄ మనం ఈ  పవ࡛ ࠾ࡍమ ڕపవ࡛  వర ݟంߘ 15 ߖ  పవ࡛ ݟంߘ ణకంڷ  3 x 50
߰ం޴నటऱޙ࠼ , అ޴ ఇߩओ ఈ సమసङ ݡ एࢲࡍప ڕ రంڴ ఉంܿం޴, ఇߩओ న సమసङࣄۯ ࡹޒమనం తరగ ݡ లߘ
పࡍషए फࣃࡍ ఈ సమసङ ࡹޒక పదमޒంऴ࠻ ऱࢁమ ߘ ం, మన సమసङ޳ంڕࣆۯफࡏڷ ߘ  ఏࠫటం݄, కం݄ 0 n 
తڕए వ కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ కం݄ కం݄ తڕए వ మڴࣄ ࠾ࡍघ  ఒక n 1 n 2 n 3 n 4 n 5 nii 
ఇవछ ߖసࠪనం అ ړ޶ఐ ݡంࡓ బݟం޴ 
ऒߖ޵ ࡏࠬ  ఎߖऒ ऒߗబܽद ఇవڒ సࠪనం ړఇర࢙ ࡗందగల߰ ڴࡱ߄࢑  నऒࠚ࢑  ంڴ ఉߕऒ యߖ ߖరछ ࣕంచړߖݞ 
फࣃࠚరంߦऴ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ࠭࠲ फࣃۯ ڴ࢑ధం ޴ంړఈ ऴ ࠭࠲ ,࠭  న࣒ m n n 1 m 3࠳ ݡంࡓ ݡంࡓ ࠭
సࠪనం ࡓం࠳ ݡన࣒ సࠪనం ࠳న࣒ ࠳న࣒ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ n n 1 m 3 n 3 n 2 m 4 n 4 n 3 
తࡌछ త 5 ࠳న࣒ 4ړ సࠪనం ڒబܽद ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐ޶ అߗऒ  0 n 5 n n  m m m m 
కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܼڴ߯ ,࠼  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  అړ20 ޴ߝ సࠪనం, ߖߖ޵ మనం 5 n 1 n 2 n 3 n 4 n 5 

 ప ऱ࣒  4 అ࠳ ߖన࣒  ప ऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ3  న࣒  ప࠳  ऱ࣒ న࣒  ప࠳ 2  ऱ࣒ న࣒ n 1 n 1 n 3 n 2 n 4 n 3 n 5 n࠳ 
4 సࠪనం 20 5 ޳ࡶ  ప ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  3  ప ऱ࣒  2  ప ऱ࣒  అړ20 ޴ߝ సࠪనం అ࠼నߩओ  n 1 m 2 m 3 m 4 m 5 n ݡ
ఒకܽ మ࠾ࡍ అߗऒ ऒߕࣆ   కం݄ ఎڕए వ ఇߩओ న࣒ 1 mi x 1 n 1 x 2 m 2 x࠳ న࣒ 1 సࠪనం࠳ ޴ߝఅ ݡ
3 సࠪనం ࠳న࣒ 1 ࠳న࣒ 1 మڕ ࠾ࡍ సࠪనం  5 ࠳న࣒ 1ړ సࠪనం.m 3 x 4 m 4 x m 5 
एڕకం݄ ఎ ޒబܽद ऴపڒ   వڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ ఇ࢑ ఇߩओ ऒߕఉ ڴలంږߘࣃ ݡ యߖ మనڕ xi 0 
फనऒࣆ࢘ࣄޓ ߖకం݄ మనం 1޶ఎం ࣆࡱޘ ం޶న ߖڜ ࡹ࢐ܽऒ వ۪ऐڒ 0  బܽद 5  పڒ  ऱ࣒  4  ప ऱ࣒  3 x 1 x 2 x 3 
 ప ऱ࣒  2   ప ऱ࣒  అࡓ 5 ޴ߝ ऱܿ ࠳న࣒ 1 ప ऱ࣒ ࡓ 4  ऱܿ ࠳న࣒ 1 ప ऱ࣒ ࡓ 3  ऱܿ ࠳న࣒ 1 ప ऱ࣒  2 x 4 x 5 n 1 m 2 m 3 
న࣒  ప࠳  ऱࡏࣃ ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ޴ߝన࣒  అ࠳   ऱ࣒   ప ऱ࣒ సࠪనం   ప ړ  ऱ࣒   ప ऱ࣒   సࠪనం  ࠳న࣒m 4 1 m 5 1 20 1 2 3 4 5 20
15 సࠪనం 5 ڒబܽद మన5 ڕ  ప ऱ࣒ పऱ࣒ ݡంࡓ 4  పऱ࣒ ݡ࠮ ݡ࠮  పऱ࣒ ڷࡱߕ ݡంࡓ   ఐ޶ x 1 x x x x 
ఐړ޶ సࠪనం అ࠼నߩओ  ݡ

ऒߕࣆ ओߩసࠪనం కం݄ ఇ ړ ऒߕࣆ వࡱ࢑ ࡏఒక ޶ఐ ݡ  xi x  x 2 8 4 0 ࡱవࡱ࢑ ం݄ 4ڕࣆޓ ߖ10 5 
పߜऒ ంݡ ఇࡱ࢑ ݡ࠮ ݡ࠮ ࡮వߕࣆ ࡱऒ  x x 2 6 4 2 0 ޴ంܿంڕࣆޓ ߘవలࡱ࢑ 2 ࡏఆ ݡ࠮ 
మ࠾ࡍ ࣾࠫంచంݟ ఇ޴ మࡱ࢑ ࠾ࡍవڕࣆޓ 1 0 ࡱంܿం3 2  ޴ అ࡮ంܽڒ ޴బܽद మనڕ x x 4 x 5 
పవ࡛ ࣒ࡎࣄ 
1 ప ऱ࣒  పవ࡛ 5 ప ऱ࣒  పవ࡛ 10 ࣋ށڷफ 1 ప ऱ࣒  పవ࡛ 4 ప ऱ࣒  పవ࡛ 8 ࣋ށڷफ 1 ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒  6 6 x x x x x 
ప  ޴ంޔݡంచబށڷ ऱ࣒   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ   అర ࡏࠬ फ࣋ށڷ ޜ ࠗ बం 1 6 6 4 1 x x 6
 ڴణంڷߘఅ ڕ ݋࣊ వలࡱ࢑ ఈ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴణంڷߘఅ ڕ ݋࣊ వలࡱ࢑ ఈ ޴ఇ ڴ࢑ధం ڼ࡯గڝࣆۯ
ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ ۨవరڕ ఇ޴ ఈ ࡱ࢑వల ࣊ڕ ݋ అڷߘణంڴ ఉంܿంࡅ ޴కए ऒߖڒణڷ   పవ࡛ x x ݟంߘ 

పవ࡛  ࠭ఖङ ࡯ంۧށగ ړ एڕమనం  కం݄ ఎ ߕߞࡹߖ޻ ࡹల ࣒ࡎࣄ ఈ పవ࡛ ,޴న࠳ వ ఏࠬ  5 5 5
ఆۨࡹంచనవసరం ڒ ޶ࡶబܽद సమసङ కएࡅ  ఒక ప ࡹ పవ࡛ ޶ఐ ݟంߘ ణకంڷ  ऱ࣒  ఒక x x ړ޶పవ࡛ ఐ ݟంߘ 
 ప ऱ࣒ ప 1 ߖڷࡱߕ పవ࡛  ޴ంޔݡంచబށڷ ޜ  ऱ࣒ x ޶ࡶ ళऱడంࢗ ڕ޶ఇక ࠭ం ࠭࠲ फ࣋ށڷ ړపవ࡛ 3 ޜ  x
ఎం޶కం݄ త޶పࡍ పదం పవ࡛ 6 1 ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  పవ࡛ 4 మ࠾ࡍ ఇ1 ޴ ప ऱ࣒  6 ప ऱ࣒  6 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  x x x 
ङږ ࠗ పऱ࣒ పవ࡛  ప ݟంߘ   ޴ంޔݡంచబށڷ ޜ  ऱ࣒  పవ࡛  ߘంݟ పవ࡛  వరڕ మనڕ అవߗऒ  అవసరం 6 4 5 5
ړశ ࠾ࡍమ ޶ࡶ ళऱనవసరంࢗ ంۨ ఏࠬࠫ ڕఅంత ߘߝ బܽदڒ फ ఐࡅ ړ޶కए एڝߘణకం కڷ   బܽद ఈ xڒ ࡯࢐
ప  ڕߕ ݡంࡓ ऱ࣒ ऒߕफࣆఇ ߖ  యށڷ ߖంచడం ऴߦరం޳ࠚभ ం.1

పవ࡛ 4 ప ऱ࣒  పవ࡛ 5 ఈ 2 1 ڕߕ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ పవ࡛ 4 ప ߖ  ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒  పవ࡛ 5 ప ऱ࣒  పవ࡛   x x x x x x x 
फ 1 ప࣋ށڷ 7 ऱ࣒   ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ   ࠗ ప ऱ࣒ పవ࡛ 4 ప ݟంߘ  ऱ࣒  పవ࡛ 5 ߘంݟ ఇߩओ  x x x x x  ݟంߘ 7 ݡ
అవసరం ڒ ޶ࡶబܽद మనం ࢑ ߖߖ޳సघ ంచవ۪ऐࡍ ప 1 ڕబܽद మనڒ  ऱ࣒ పవ࡛ 4 ప ݟంߘ  ऱ࣒  పవ࡛ 5 ޜ x x 
ए࣋  ޴ంޔݡంచబށڷ छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ  ࠗ ప ऱ࣒ పऱ࣒ ࡛ࠂ పవ࡛ ݟంߘ   పవ࡛ ࢟ࠀ ఇߩओ  x x x ߖߖ޵   మనం ݡ
भ޳ށڷ ం.
 ప ऱ࣒ పవ࡛ 4 ప ݟంߘ  ऱ࣒ ఈ ఒకए ߗంܽݟంࡓ ఈ ߘߝ ڕపవ࡛ 5 వర ݟంߘ  ऒߖన అ࡯ڵࠫ ,फ࣋ށڷ ޜߖ޳  x x 
ప5 ࡱ޳ కం݄ ఎڕए వڴ ఉߕऒ యߖ మనం ۫ࣃफ ప 1 ߗߖ޻ బܽद మనంڒ ࠭ ऱ࣒   ప ऱ࣒ झ࡯ంۧށڷ ޜ  న x 
అవసరం ޶ࡶ  పవ࡛ 5ړ ఇ1 ޴ ప ऱ࣒  6 ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ङږ 6  ࠗ పऱ࣒  2 పవ࡛ 4 ప ऱ࣒  x x x ړపవ࡛ 5 ݟంߘ 2 
ప 1 ޴ంޔݡంచబށڷ ऱ࣒   ప ऱ࣒ ړణకం  శڷ బܽदڒ ణకంڷ ړపవ࡛ 5 ݟంߘ  फ 5 2 ప ऱ࣒  2 ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  1 ప ऱ࣒  1 x x x 
సࠪనం 7 ڒబܽद ࣃధङ మࡃङ  పࢲࡍए ల సంఖङࡌ  సࠪనం ఏࡐࣃ ࡮ۧ ࡏڷݡపङ న సమసङ࠳  t  o ߘ
एࢲࡍప   ࡏࣃۯ ల సంఖङࡌ घࠫޛ  ऒߕھߘక ߘߝ ߖసࠪనం అ ړ޴ ࢐ङ ఒక ,ߘ కएࡅ ࡏࠬ ڴమం࠻  ణకం xڷ 

 పవ࡛  అߖ కھߘనړߖݞ అړ݃ ޻ऒ ऒߕफࣆࡍసߘఅ ߖ ڡ घࠫޛ ,ߘ ऒ࣋ ښఓ ޴ ఇకए ܌ࡗ ఈ ߘߝ ࡱޔࣕ డ 16 16
ఆ߮ࣆफߕऒ ङߕఉప ࡏబܽद ఈ ఆڒ ߘ సం࠙వङ  ࠭࠲ ࡹలࣃ త࡮ۧ ࡹ సమసङ లߘ 
పࡍషए ంۨన సమసङ߅సంబం ڕలࣾࡎప ࠬ ,ࡏంۧࡍ లߘ పࡍషए  ߘߝ ߖయޑసࣔయపడ ڕࠬ ఇ࢑ ࡹంచడంࡍ
ఆࣆࢢफߕऒ ఇకए ,ߘ డ ࠬࡏ సం࠙వङ త సమసङ లߘ పࡍషए ओߩఅ ࡔస ޴ఉంܿం ࣄంచవలࡍ ధనङ ࡮ۧ ݡ Pru ࡱ޳࢐
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