
 ഗണിതശാസ്ْത؋ിന്െറ ْപശ് നപരിഹാര െസഷനിേല്ׯ വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുؗുإ, iitpal 
ഞ׹ളുെട വിഷയം േْപാബബിലിئിയാണ് , ഇത് ْപഭാഷണ നآർ ആറാണ്, ഇ്ؗ അവസാന ױാشിന്െറ 
അവസാനം ഞാൻ പറ؁തുേപാെല , ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷനും ൈബേനാമിയൽ 
സിؑാؓ؋ിന്െറ ഉപേയാഗവും നി׹ൾ ഓർുؗുׯെ؇׸ിൽ ഞ׹ൾ േനാׯാം . ഒരു നാണയം മൂ്ؗ 
തവണ വലിെ׺റിയുؗതിെനുׯറിു׺ം ഫല׹ളുെട ْകമം ْശؑിؗുׯതിെനുׯറിു׺ം ഞാൻ 
സംസാരി׺ ആദّെ؋ ْപഭാഷണം,   അത് ആകാം     , മൂؗും ആെണؗും  ഞ׹ൾ tththththththth h 
ക؇ു, 
അ׹െന ഒരു നാണയം മൂ്ؗ തവണ എറിയുേآാൾ എ؂് സീകٔൻസുകൾ സാധّമാണ് ഗണിതശാസ്ْതം 
ഉപേയാഗി്׺ ഇവ ൈകകാരّം െചإാൻ സാധിׯിب എؗതാണ് ഇ؋രം സീകٔൻസുകളുെട ْപٍ٠ം , 
അതിലും ْപധാനമായി 100 േടാസുകൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക , അതിനാൽ 2 മുതൽ പവർ വെര 100 നിരവധി 
സീകٔൻസുകൾ ഉ؇ാകും , അത് ൈകകാരّം െചإാൻ വളെര വലുതാണ്, അതിനാൽ നأൾ 
െകാ؇ുവരുؗതിെന റാൻഡം എؗ ആശയം എ്ؗ വിളിുؗുׯ. നി׹ൾׯായി േവരിയബിൾ ഞാൻ 
റാൻഡം േവരിയബിളിന് വളെര ലളിതമായ ഒരു നിർവചനം നൽകുؗു  സാآിൾ സ് േപസ് ഒേമഗയിൽ 
നി്ؗ യഥാർ، സംഖّയിേലتുׯ മാؚിംഗ് ആണ് ഇനിؚറയുؗത്, ഇത് പൂർ؉മായ നിർവചനമب, 
എؗാൽ നി׹ളുെട തല؋ിൽ നമു്ׯ ഇത് പാലിׯാം , മുآെ؋ പരീײണവുമായി ബؖെؚ؂് ഒരു x 
റാൻഡം േവരിയബിളായി പരിഗണിുׯക.   ഒേമഗയുെട എؗത് ْകമ؋ിെല തലകളുെട എ؉؋ിന് x 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ എ؂് സീകٔൻസുകൾ ഉتതിനാൽ ttttthththththhhtthh     , hhh
ഇത് എന്െറ ഒേമഗകളാണ്, അതിനാൽ ْപേയാഗി׺ാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് 0 തലകളാണ് ഇതിൽ ഈ 3 x 
ലീഡുകൾ 1 ഈ 3 ലീഡുകളിേല്ׯ നയിؗുׯത്  2 േല്ׯ നയിുׯകയും ഇത് 3 േല്ׯ നയിുׯകയും 
െചുؗുإ, അതിനാൽ റാൻഡം േവരിയബിൾ ഒؗുകിൽ 0 അെ׸بിൽ 1 അെ׸بിൽ 2 അെ׸بിൽ 3 x 
മൂലّ׹ൾ എടുുؗുׯ  . േടാസുകളുെട എ؉ം തുലّമായിരിുׯേآാൾ മൂലّ׹ൾ എടുുؗുׯ,x 0 1 2 3 
അതിനാൽ േടാസുകളുെട എ؉ം ആെണ׸ിൽ, അനുബؖ റാൻഡം േവരിയബിൾ മുതൽ n x, 0 1 n 
വെരയുت മൂലّ׹ൾ എടുുׯം, കാരണം എبാ േടാസുകളിേലുׯം തലെയടുׯാൻ ഒരാൾ്ׯ n 
കഴിയിب, മെئാരു കാരّം ْശؑിുׯക.  0 1 മുതൽ വെരയുت യുെട ഇ േْപാബബിലിئികൾ n ii 
എبാ؋ിനും ഒരുേപാെലയب, കാരണം ന് 0 1 2 3 മൂലّ׹ൾ എടുുׯേآാൾ 0 ന്െറ േകസുകളുെട എ؉ം x 
1 ന് 1 േകസുകളുെട എ؉ം തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനشിലാׯാൻ കഴിയും. ന്െറ 3 േകസുകളുെട x 
എ؉ം 2 ന് തുലّമാണ്, 3 ന്െറ േകസുകളുെട എ؉ം 1 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ എؗത് ഒരു േടാസിെല p 
ഒരു തല നാണയം ആകാനുت സാധّതയാെണ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ യുെട സംഭാവّത 1 ൈമനസ്ttt 

േല്1 ׯ ആണ്  ൈമനസ് േല്1 ׯ ൈമനസ് എؗത് 1 ൈമനസ് ഫുൾ കّൂബിന് തുലّമാണ്, അത് p p p p 
പലേؚാഴും നأൾ കّൂബ് എ്ؗ എഴുതുؗു, അതുേപാെല തെؗ ഒരു തലയുെട സാധّതയും ؛സ് q tth 
േْപാബബിലിئിയുെട ؛സ്  േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്, ന്െറ േْപാബബിലിئിയും ؛സ് tth htt qqp 

 ചതുരം ര؇് ന്െറ അേത േപാെല മൂ്ؗ സ്കٔയർ qpq pqq pq h p q ്׹സ് യും തുലّമാണ്  മൂ്ؗ മട؛
ആയി വരുؗു, മൂ്ؗ ന്െറ േْപാബബിലിئി കّൂബിന് തുലّമാണ് , േْപാബബിലിئികൾ ؛സ് h p q p 
പൂർ؉മായി പവർ 3 ലും േْപാബബിലിئി ആയും ലഭിുׯെമ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും.  ആണ്  ന് x y 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ തിരെ؁ടു3 ؗുׯ-ൽ നി്ؗ പുറു؋േപാകാൻ േപാകുؗു, i 
 ളിൽ׹ാനر ؗുׯാം , തുടർ്ؗ േശഷിإൾ അവിെട ഒരു തല ഇടുക , അത് ഈ രീതിയിൽ െച׹ാനر
നി׹ൾ െപാതുെവ ഇടുക , ഒരു നാണയ؋ിന് തലയ്്ׯ േْപാബബിലിئി ഉെ؇׸ിൽ , ْകമരഹിത q p 
േവരിയബിൾ േടാസുകളിെല തലകളുെട എ؉ം നൽകുؗതിലൂെട ؛സ് പൂർ؉മായി പവർ x n q p n 
േല്ׯ ലഭിുׯം, കൂടാെത േْപാബബിലിئി ന് തുലّമാണ്, ന് പവർ ന് തുലّമാണ്, ൈമനസ് x i ncip iq n 

പവർ ൈമനസ് , ഇതിെന ഡിസ്ْ ടിബّൂഷൻ അെ׸بിൽ േْപാബബിലിئി മാസ് ഫംഗ്ഷൻ എ്ؗ i n 
വിളിുؗുׯ. എؗീ പരാമീئറുകളുت ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷനിൽ നأൾ പലേؚാഴും n , p 

ൽ ൈബേനാമിയൽ എ്ؗ എഴുതുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ കുറ്׺ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിׯാം,  p-
ൈബേനാമിയൽ 6 േകാമ പി്ׯ താെഴയുت ഒരു റാൻഡം േവരിയബിളാണ് എ്ؗ കരുതുക, നാലിന്െറ x 
ഒآത് മട്׹ േْപാബബിലിئി േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്.  ര؇് ഉ؋ര സാധّത 4 ന്െറ മൂലّം 6 p 
േടാസുകളിൽ നി്ؗ നമു്4 ׯ തലകൾ ലഭിുؗുׯ, അത് 6 മുതൽ 4 േല്ׯ പവർ 6 ൈമനസ് 4 c 4 p q 
േല്2 ׯ ആണ്, 2 ന്െറ േْപാബബിലിئി ആണ് 6 പവർ 2 േല്ׯ പവർ 4 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ c 2 p q p
2 എؗത് 4 ന്െറ േْപാബബിലിئിയിൽ 2 ന്െറ േْപാബബിലിئി ആണ് 9 ന് തുലّമാണ്, അത് 6 c 2 p 
ചതുരْശ േല്4 ׯ ന് 6 േല്6 ׯ ന് തുലّമാണ് എؗ പവർ 4 ചതുരം 9 ന് തുലّമാണ്, q c 4 c 4 p q 
അതായത് സമചതുര؋ിന് േമൽ ചതുരം ഒآതിന് തുലّമാണ്, ന്െറ എؗത് മൂؗിന് തുലّമാണ്, p q q p 
കാരണം ഇത് െനഗئീവ് ആകാൻ കഴിയിب കാരണം എبാ സാധّതകളും േപാസിئീവ് ആണ് അതിനാൽ q 
ഇേؚാൾ 3 ന് തുലّമാണ് ؛സ്  എؗത് 1 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ؛സ് 3 എؗത് 1 ന് p p q p p 
തുലّമാണ്, എؗത് 0.25 അെ׸بിൽ 1 ന് 4 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് എ؂് േْപാബബിലിئി്ׯ p n 
തുലّമായിരിുׯേآാൾ ൈബേനാമിയൽ േകാമ െയ പിؓുടരുؗു എ്ؗ കരുതുക, മെئാരു x n p 
ْപശ് നമാണ് ഉ؋രം പൂജّം േപായിന്റ് ര؇് പൂജّം നാല് എ؂് , ര؇ിന്െറ േْപാബബിലിئി  ന് 0.1024
തുലّമാണ് ന്െറ മൂലّം കെ؇ു؋ക, അതിനാൽ ഒؗിന്െറ േْപാബബിലിئി എ؂് ഒരു പവർ ഒ്ؗ p c p, q
മുതൽ പവർ 8 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ്, അതായത് 7 എؗത് 0.2048 േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്  2 
എؗത് ചതുരْശ ന് തുലّമാണ്, പവർ 6 ന് തുലّമാണ് 0.1024 ആയതിനാൽ , ഹരി׺ാൽ നമു്8 ׯ hc 2 p q 

മുതൽ -ന്   വെരയുت പവർ ഉ؇്   പവർ  ഫാക് േടാറിയൽ ആറിന് ഫാക് േടാറിയൽ pq 7 8 c 2 7
ആറിനാൽ ഹരി׺ാൽ അത് ഏഴിെന എ؂ാׯി , അ؋آിയാറിെന ര؇ായി ഹരി׺ാൽ ഇരുപ؋ിെയ؂് p 
ചതുരْശ ന് തുലّമാണ് പവർ 6 എؗത് 2 ന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ 2 ന് 7 െകാ؇് എؗത് 2 ന് q q p 
തുലّമാണ് എؗത് 7 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ യുെട മൂലّം 1-ന് 8 ന് തുലّമാണ് , അതാണ് ഇേؚാൾq p p 
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ഉ؋രം ഒരു റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ ഒരു ْപധാന ആശയം അതിന്െറ ശരാശരിയാണ് അെ׸بിൽ 
പലേؚാഴും ഇതിെന ْപതീײ എ്ؗ വിളിുؗുׯ , ഒരു ദٔിപദ؋ിന്െറ ശരാശരി േകാമ n p 
ْകമരഹിതമാെണ്ؗ നി׹ൾׯറിയാം  േവരിയബിൾ നും അതിന്െറ വّതിയാന׹ൾ നും np npq 
തുലّമാണ്, ഇത് നി׹ളുെട പാഠപുُകٝ׹ളിേലാ ױാസുകളിേലാ നി׹ൾ െചᅃٝിരിׯണം, അതിനാൽ 
ഞാൻ ഈ േഫാർമുല ഉരു؋ിരി؁ിب , ഒരു ൈബേനാമിയൽ റാൻഡം േവരിയബിളിന്െറ ശരാശരി നാല് 
ആെണ׸ിൽ നമു്ׯ കുറ്׺ ْപശ് നം െചإാം , അതിന്െറ വّതّാസ׹ൾ അതിന്െറ പകുതിയും അതായത്
 , ْകമരഹിതമായ േവരിയബിൾ ര؇ിന് തുലّമായ മൂലّം എടുؗുׯതിനുت േْപാബബിലിئി 
കണׯാുׯക, അതിനാൽ ഉ؋രം ശരാശരി വّതിയാന؋ിന് തുലّമാണ് ന് തുലّമാണ്, np npq npq 
പകുതി ന് തുലّമാണ്, എؗത് പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ പകുതി്ׯ തുലّമാണ് np q p 
അതിനാൽ പകുതി്ׯ തുലّമാണ്. ശരാശരി 4 സൂചിؚിുؗുׯ പകുതിയിേല്ׯ തുലّമാണ് നാല് p n 
സൂചിؚിുؗുׯ എؗത് എ؂ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ൈബേനാമിയൽ എ؂് േകാമ ആെണؗ n 
പൂർ؉മായ വിതരണം നമു്ׯ ലഭിുׯം, ഈ റാൻഡം േവരിയബിൾ ൈബേനാമിയൽ 8 േകാമ ഹാഫ് 
റാൻഡം േവരിയബിൾ േْപാബബിലിئി കണׯാേׯ؇തു؇്.  2 ന് തുലّം അതായത് 1 ൈമനസ് 
േْപാബബിലിئി 0 ൈമനസ് േْപാബബിലിئി 1 ന് തുലّമാണ്   ഒ്ؗ എؗത് ഏഴിന് തുലّമാണ്, ഒരു ൈമനസ്
പൂജّ؋ിേല്ׯ ഉയർ؋ിയതിന് തുലّമാണ്, ഒരു പകുതി്ׯ തുലّമാണ് പവർ എ؂് ൈമനസ് എ؂് സി ഒ്ؗ 
എ؂് മുതൽ പകുതി വെര എ؂് , എ؂് എؗത് 1 മിനിئിന് തുലّമാണ്  പവർ 8 ന്െറ 9 മട്׹ പകുതി 
തുലّമാണ് 1 ൈമനസ് 9 തവണ 1 ന് 2 56 ന് തുലّമാണ് 256 ൈമനസ് 9 ന് 256 ന് തുലّമാണ് 256 ന് 247 ന് 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ റാൻഡം േവരിയബിൾ ര؇ിന് തുലّമായ മൂലّം എടുؗുׯതിനുت 
സാധّതയാണ് അതിനാൽ ഇവ ൈബേനാമിയൽ ഡിസ്ْടിബّൂഷനിെല ചില ലളിതമായ ْപശ് ന׹ളാണ് , 
അേതാെടാؚം ചിْതീകരണ؋ിനായി  ചില സംഭവ׹ളുെട എ؉ം കണׯാؗുׯതിൽ ൈബേനാമിയൽ 
സിؑാؓ؋ിന്െറ ഉപേയാഗം ചർ׺െചإാൻ ഞാൻ േപാകെ؂  മൂ്ؗ നാല് , അ؀ിൽ സി׶ ഒ്ؗ n k ni i 
മുതൽ അ؀് വെര തുലّമാണ് ഇരുപതിന് തുലّമാണ് , വാُവٝ؋ിൽ , പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം 7 
ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇؋ി, അവ 1 2 3 4 ഉം 10 1 2 3 5 ഉം ആണ്  9 1 2 3 6 8 1 2 4 5 8 1 2 4 6 7 1 3 4 5 7 ഒؚം 2 3 
4 5 6. അതിനാൽ ഇവയാണ് ഏഴ് സാധّമായ പരിഹാര׹ൾ എؗാൽ ഞ׹ൾ അത് ഒരു െമׯാനിׯൽ 
രീതിയിൽ െചᅃٝു, അത് നി׹ൾ്ׯ ആദّം മനشിലാׯാൻ കഴിയും.  ഞാൻ പരമാവധി ഭാരം നൽകി  
അവസാനേ؋ത് വെര, തുടർ്ؗ അ؀് േപരും വّതّസ് തമായിരിׯണെമؗും 
അ׹െന നമു്ׯ പരിഹാര׹ൾ ലഭി׺ി؂ുെ؇ؗും മനشിൽ െവു׺െകാ؇് ആ ഭാരം വിതരണം െചإാൻ 
ഞാൻ ْശമിുؗുׯ , അ؋രെമാരു പരിഹാരം സാധّമായ എبാ േകാآിേനഷനുകളും നൽകുെമ്ؗ 
ഉറؚിب,  അതിനാൽ ഞാൻ നൽകാൻ ആْഗഹിുؗുׯ  നി׹ൾ പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം േനടുؗതിനുت 
ഒരു ഗണിതശാസ്ْത മാർഗമാണ്, ഞാൻ നി׹ൾ്ׯ െമാ؋ം കൃതّമായ പരിഹാര׹ൾ നൽകാൻ 
േപാകുؗിب, എؗാൽ ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ആെക െസാലّൂഷനുകളുെട എ؉ം 7 ആണ്, അത് എ׹െന 
െചإാം അടിرാന ആശയം ഫംഗ്ഷൻ സൃذിുؗുׯ , അത് അടിرാനപരമായി ഒരു പവർ സീരീസ് 
ആണ്.  പരിമിതേമാ പരിമിതേമാ ആയിരിׯാം , അതിനാൽ നമു്ׯ എؗീ ര؇് േവരിയബിളുകൾ x, y 
എْത വിധ؋ിൽ ഉ؇ാകാം എؗതിന് ഞാൻ ആദّം നി׹ൾ്ׯ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ നൽകാം , 
അതായത് 0-ൽ നി്ؗ കുറവ് ന് തുലّമായത് 2- േനׯാൾ കുറവാണ്, ഒ്ؗ ൽ നി്ؗ കുറവ് .  ര؇് , x- y- x 
 ആദّം ഒരു y ׯസ് എؗിവ മൂؗിന് തുലّമാണ്, ഈ പരിഹാരം വളെര ലളിതമാണ്, അതിനാൽ നമു്؛
േടബിൾ വരയ്ׯാം , അവയുെട ആെകു؋ക ന് മൂലّം 0 1 2 എടുׯാം, ന് മൂലّം 1 ഉം 2 ഉം മാْതേമxy x y 
എടുൂׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ െഹ.  ഈ 6 േകാآിേനഷനുകളും തുകകളും 1 2 2 3 3 4 ആണ്. അതിനാൽ , ve 
തുകയിൽ മൂ്ؗ ര؇് േകസുകൾ ആകുേآാൾ ര؇് േകസുകൾ ഉെ؇്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, 
ഒؗിന്െറ ര؇് േകസും നാലിന്െറ ഒരു േകസ്. ഇനിؚറയുؗ ര؇് േപാളിേനാമിയലുകൾ 
പരിഗണിുׯകയും അവയുെട ഉൽؚؗം കണׯാുׯകയും െചുإക, അതിനാൽ മൂലّം 0 1 2 x 
എടുؗുׯതിനാൽ ആ േപാളിേനാമിയലുകൾ എؓാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പവർ 0 ؛സ് േല്ׯ പവർ 1 ؛സ് z z 

പവർ 2 േല്ׯ എഴുതുؗു . ര؇ാമേ؋ത് യുമായി െപാരു؋െؚടുؗു 1, 2 മൂലّ׹ൾ മാْതം z y 
എടുؗുׯതിനാൽ, നأൾ എؗ പവർ 1 ؛സ് േല്ׯ പവർ 2 എ്ؗ എഴുതുؗു, 1 ؛സ് ؛സ് ചതുരംz z z z 

സ് z z z z؛ ׯിയാൽ നമു്ׯാׯാൽ തുലّമാണ്, കൂടാെത ഉൽؚؗം കണ׺സ് ചതുരം െകാ؇് ഗുണി؛
സ്കٔയർ ؛സ് ലഭിുׯം  കّൂബ് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് കّൂബ് ؛സ് മുതൽ പവർ 4 ന് തുലّമാണ് z z z z z 
 റുകളും z z zآഈ ഉൽؚؗവും ഈ ന ׯൾ്׹സ് പവർ 4. ഇേؚാൾ നി؛ സ് 2 കّൂബ്؛ സ് 2 സ്കٔയർ؛
േകസുകളും തأിൽ ഒരു സാമّം കെ؇؋ാൻ കഴിയും.  ഉപേയാഗി്׺ പവർ 1 2 േല്ׯ സ്കٔയർ 2 z z 
ഉപേയാഗി്׺ കّൂബ് , 1 കൂെട  z z to the power 4 
അ׹െന ഈ  ബഹുപദം 1 2 3 ഉം 4 ഉം േചർ്؋ ഏത് േകാآിേനഷനുമുت പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം 
നൽകുؗു. അതിനാൽ പല ْപശ് ന׹ളും പരിഹരിׯാൻ ഇത് ഞ׹െള അനുവദിؗുׯ തْؓമാണ്, 
ഞ׹ൾ കെ؇؋ാൻ ആْഗഹിുؗുׯെവ׸ിൽ മെئാരു ഉദാഹരണം തരാം. ؛സ് ؛സ് എؗത് x y z 
പ؋ിന് തുലّമാണ് , പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ന് തുലّമായ 4 യ്്ׯ തുലّമായ 4 വലുതാണ് , x y y 
അതിനർ،ം അതിന് ഏത് േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّയും 0 ന് തുലّമായ യും എടുׯാം എؗാണ്.  z 
പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം കെ؇ؗു؋തിന് , ؛സ് ؛സ് പ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ x y z 
സമാനമായ രീതിയിൽ േപാകുؗതിലൂെട നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ മൂ്ؗ േപാളിേനാമിയലുകൾ എഴുതാം, 
കാരണം മുതൽ 4 വെര മൂലّം എടുുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ അവെയ എ്ؗ എഴുതാം.  പവർ 0 x 0 x to 
 െകാ؇് x x x x y ׯസ് മുതൽ പവർ 4 േല്؛ പവർ 3 ׯസ് േല്؛ പവർ 2 ׯസ് േല്؛ പവർ 1 ׯസ് േല്؛
ഗുണി׺ാൽ ഏെത׸ിലും േപാസിئീവ് മൂലّ׹ൾ എടുׯാം, 
അ׹െന നമു്ׯ അനؓമായ േْശണി ؛സ് ചതുരവും കّൂബ് അ്ؚ നൽകുؗു  അനؓതയിേല്ׯ x x x z
ന് അനുബؖമായി ഗുണിുؗുׯ എؗത് 0 മുതൽ ആരംഭിؗുׯതിനാൽ നമു്؛ 1 ׯസ് ؛സ് z x x 
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ചതുരം അനؓത വെര ഉ؇് എؗതാണ് സിؑാؓം , ഞ׹ൾ ഉൽؚؗം കണׯാുׯകയും  പവർ 10 േല്ׯ
ന്െറ ഗുണകം േനടുകയും െചᅃٝാൽ,  അത് ْപٍ؋٠ിന് സാധّമായ പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം നൽകും. x 

പരീײിു׺േനാൂׯ, നമു്؛ 1 ׯസ് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് കّൂബ് ؛സ് മുതൽ പവർ 4 വെര x x x x x 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ എടു؋ാൽ നമു്؛ 1 ׯസ് ؛സ് ചതുരം അനؓമായ മുഴുവൻ ചതുരം വെര x x x 
ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതിന്െറ ഗുണകം കെ؇؋ാൻ ْശമിׯാം.  ഇതിെല പവർ പ؋ിേല്ׯ x, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ആദّേ؋ത് ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് കّൂബ് ؛സ് എ്ؗ പവർ േഫാർ േഫാർ ؛സ് x x x x x
േല്ׯ പവർ അ؀്  എ്ؗ എഴുതാം ന്െറ പവർ 5-ന്െറ പദം ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ , അത് ഈ ന്െറ x- x-
കൂെട ഗുണിؗുׯ പവർ 6-ൽ നി്ؗ ഗുണിؗുׯ പവർ 6- േല്ׯ, ന്െറ പവർ ഒآത്, ഇത് ഗുണി׺ാൽ , x-
അത് നമു്ׯ നൽകാൻ േപാകുؗ. പവർ പ؋ിേല്ׯ ലഭിؗുׯതിനുت ആെക വഴികളുെട എ؉ം  1 x 
 സ് ചതുരം മുഴുവനും എؗ പവർ 1 ന് 1 ൈമനസ് മുഴുവനും പവർ ന് തുലّമാെണ്ؗ x x n x n؛ സ്؛
ഇേؚാൾ നമുׯറിയാം, അതായത് പവർ ൈമനസ് ന് 1 ؛സ് സി׶ എ്ؗ എഴുതാം എؗത് 1 മുതൽ n r 
അനؓത ൈമനസ് 1 ؛സ് എؗത് പവർ േല്ׯ തിരെ؁ടുുׯക, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഈ n r r rx 
േഫാർമുല ഉപേയാഗിുׯകയും ഇത് പരിഹരിׯാൻ ْശമിുׯകയും െചുإം, അതിനാൽ നأൾ ന്െറ x 
ഗുണകം കെ؇േ؋؇തു؇് ഒآത് മുതൽ പവർ എ؂് വെര മുതൽ പവർ അ؀് വെര, അതിനാൽ x x 
നമു്ׯ ആദّം ന്െറ പവർ അ؀് പരിഗണിׯാം ഇവിെട എؗത് 2 ന് തുലّമാണ് 5 ന് തുലّമാണ്, x n r 
അതിനാൽ ന്െറ ഗുണകം 5 ന് തുലّമാണ് 2 ؛സ് 5 ൈമനസ് 1 ആണ്.  ന്െറ പവർ 5 േല്ׯ, x c 5 x 
കാരണം നുأെട േഫാർമുല ൈമനസ് 1 എؗത് 7 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് , അതായത് 6 എؗത് r cr c 5 
6  ന് തുലّമാണ് 2 ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ പവർ 9 ന്െറ ഗുണകം 9 ന് തുലّമാണ് ؛സ് 2 ൈമനസ് 1 സി 9 
10 ന് തുലّമാണ്  എؗത് 10 ന് തുലّമാണ്, ഞാൻ ഇത് പരിഹരിؗുׯിب , അതിനാൽ  സാധّമായ c 9 
പരിഹാര׹ളുെട ആെക എ؉ം 9 ന്െറ ഗുണക؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനشിലാׯാൻ 
കഴിയും, അത് 10 ؛സ് ആയ പവർ 9 ന് 10 ഗുണകം 9 ആണ്.  നി׹ൾ കണׯാׯിയ പവർ 5 ന്െറ ؛സ് 9 
 .സ് 6 ആണ് 40؛ സ് 7 34؛ സ് 28 27؛ സ് േകാഫിഫിഷّന്റ് 6 ന് തുലّമാണ് ഇത് 19؛ സ് 7؛ സ് 8؛
അതിനാൽ സാധّമായ പരിഹാര׹ൾ ഞ׹ൾ രൂപീകരിؗുׯ നാ١يത് കുറി്ؚ ഓേരാ േവരിയബിളുമായി 
െപാരു؋െؚടുؗ പവർ സീരീസ്, അതിന് എടുേׯ؋ാവുؗ മൂലّ׹ൾ കണׯിെലടുുؗുׯ, 
ഉദാഹരണ؋ിന് , നമു്؛ ׯസ് ؛സ് എؗത് 50 ന് തുലّമാണ്, അതായത് എؗത് ര؇് യുെട x y z x y 
ഗുണിതം എؗത് ഒരു ഗുണിതമാണ്.  മൂ്ؗ , എؗിവ േപാസിئീവും അ؀ിന്െറ ഗുണിതവും ഇവ z 
േപാസിئീവ് ആേണാ എ്ؗ നമു്ׯ നൽകിയി؂ിب , അതിനാൽ എؗിവയ്്ׯ പൂജّം  മൂലّം എടുׯാംx, y 
 സ് പവർ 9 x x x x x؛ സ് പവർ 6؛ സ് കّൂബ്؛ ാൽ 1׺സ് പവർ 4 െകാ؇് ഗുണി؛ സ് സ്കٔയർ؛ 1  .
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ؛സ് േല്ׯ ഗുണി׺ാൽ ന്െറ ഗുണകം നൽകും.  പവർ 10 ؛സ് മുതൽ x 5 x x x 
പവർ 15 വെര , ഈ 3 പവർ സീരീസ് ഗുണി്׺ ന്െറ ഗുണകം 50 പവർ 50 വെര േനടുകയാെണ׸ിൽ, ഈ x 
ْപٍ؋٠ിന് പരിഹാരമാകും, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ױാസിൽ െചᅃٝ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിׯാം .  വീ؇ും ഒരു 
െമׯാനിׯൽ രീതിയിൽ, ഈ ْപٍ٠ം നമു്ׯ ഓർأിׯാം, നുأെട ْപٍ٠ം േനׯാൾ 1 കുറവ് േനׯാൾn- n-
2-ൽ 3-ൽ കുറവ് 4-ൽ 5-േനׯാൾ കുറവ് , സി׶ എؗത് ഒ്ؗ ര؇് അ؀് ആണ്  ഇരുപതിന് n n n nii 
തുലّമാണ് നി׹ൾ്ׯ ഇത് എْത വഴികളിൽ ലഭിുׯം, അതിനാൽ ഇവെയبാം വّതിരിװമാെണ്ؗ 
നിലനിർؗു؋തിന് ഞ׹ൾ ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ ആരംഭിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഇനിؚറയുؗവ െചإെ؂ m
2 എؗത് ര؇് ൈമനസ് എؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് എؗത് ൈമനസ് n n 1 m 3 n 3 n 2 m 4 n 4 n 
3 ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ 5 എؗത് ൈമനസ് ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ഒ്ؗ , ര؇് മൂ്ؗ n 5 n 4 n  m m m 
നാല് അ؀് എؗിവെയبാം 0 േനׯാൾ വലുതാണ്, കൂടാെത ؛സ് ؛സ് ؛സ് ؛സ് m n 1 n 2 n 3 n 4 n 5
എؗത് 20 ന് തുലّമാണ്, ഇത് നമു്؛ 5 ׯസ് 4 ആയി ൈമനസ് ؛സ് 3 ആയി എഴുതാം. n 1 n 1 n 3 
ൈമനസ് ؛സ് 2 ൈമനസ് ؛സ് ൈമനസ് എؗത് 20 അെ׸بിൽ 5 ؛സ് 4 n 2 n 4 n 3 n 5 n 4 n 1 m 2 
 ാൾ വലുത്m 3 m 4 m 5 n miׯ؋ാം പൂജّേبാൾ ഒ്ؗ , എآസ് എؗത് 20 ന് തുലّമാകുേ؛ സ് 2؛ സ് 3؛
നമു്ׯ ഇേؚാൾ താെഴ പറയുؗ പകരം വയ്ׯാം, എؗത് ൈമനസ് 1 തുലّമാണ്, x 1 n 1 x 2 m 2 
ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 , എؗിവയ്്ׯ തുലّമാണ്  5 ൈമനസ് 1 ന് x 3, m 3 x 4, m 4 x m 5 
തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഓേരാ യും 0 ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഇവ ഇേؚാൾ േപാസിئീവ് ആെണ്ؗ xi
നമു്ׯ അറിയാമായിരുؗു, കാരണം നأൾ 1 കുറയ്ؗുׯതിനാൽ അവയിൽ ചിലത് 0 ആയി 
മാറിേയׯാം, അതിനാൽ 5 ؛സ് 4 ؛സ് 3 ؛സ് 2  ؛സ് എؗത് 5 മട്׹ x 1 x 2 x 3 x 4 x 5 n 1 
ൈമനസ് 1 ؛സ് 4 തവണ ൈമനസ് 1 ؛സ് 3 തവണ ൈമനസ് 1 ؛സ് 2 തവണ ൈമനസ് 1 ؛സ് m 2 m 3 m 4 

ൈമനസ് 1 എؗത് 20 ൈമനസ് 1 ؛സ് 2 ؛സ് എؗതിന് തുലّമാണ്  3 ؛സ് 4 ؛സ് 5 എؗത് 20 ൈമനസ്m 5 
15 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്؛ 5 ׯസ് 4 ര؇് ؛സ് മൂ്ؗ മൂ്ؗ ؛സ് ര؇് നാല് ؛സ് x 1 x x x x 
അ؀് എؗത് അ؀ിന് തുലّമാണ് , പൂജّേׯ؋ാൾ വലുത് ഇേؚാൾ അ؀് ഒരാൾ പൂജّം 5 10 xi x  
എؗതുേപാെല 4 മൂലّ׹ൾ എടു8 4 0 ുؗുׯ പْؓ؇് േപാെല മൂ്ؗ മൂ്ؗ മൂലّ׹ൾ പൂജّം മൂ്ؗ x 2 x 
ആറ് 2 മൂലّ׹ൾ 0 2 4 6 എടുײ , ുؗുׯമിׯണം ഇത് ഉം മൂലّ׹ൾ 0 1 ഉം എടു2  ുؗുׯ x 2 x x 4 x 5 
3 അത് േപാെല നമു്ׯ പവർ സീരീസ് 1 ؛സ് മുതൽ പവർ 5 ؛സ് വെര പവർ 10 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 1 x x 
 സ് 6 സ്കٔയർ x x x؛ ാൽ 1׺സ് 6 6 ഗുണി؛ സ് കّൂബ്؛ ാൽ 1׺സ് പവർ 8 െകാ؇് ഗുണി؛ സ് പവർ 4؛
 ിലാകും, ഇത് ഈx xشമന ׯൾ്׹ാൽ നി׺സ് 6 കّൂബ് െകാ؇് ഗുണി؛ സ് ചതുരം؛ സ്؛ സ് 1؛ സ് 6 4؛
മൂലّ׹ളുെട െസുئമായി െപാരു؋െؚടുؗു, ഇത് ഈ മൂലّ׹ളുെട െസുئമായി െപാരു؋െؚടുؗു, 
ഒടുവിൽ ഇത് ഈ മൂലّ׹ളുെട െസുئമായി െപാരു؋െؚടുؗു ന്െറ ഗുണകം പവർ 5 േല്ׯ മുതൽ x x 

േല്ׯ കണׯാേׯ؇തു؇്  പവർ 5 ْപധാനമാണ്, ഈ പവർ സീരീസുകളിൽ ഒؗിൽ 5-ൽ കൂടുതൽ the 
ഒؗും നأൾ ചിؓിേׯ؇തിب,  അതിനാൽ ْപٍ٠ം ന്െറ ഗുണകം കണׯാؗുׯതിേല്ׯ ചുരുുؗു׹ x-
.  പവർ നാലിെന 1 ؛സ് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ പവർ 3 േല്ׯ ഞ׹ൾ കൂടുതൽ േപാകുؗിب, കാരണം x 
അടു؋ േടം പവർ 6 േല്؛ ׯസ് സ്കٔയർ ؛സ് പവർ 4 ആണ് , ഇത് 1 ؛സ് 6 ؛സ് 6 സ്കٔയർ ؛സ് x 1 x x 
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കّൂബ് ؛സ് െകാ؇് ഗുണി6  ുؗുׯ മുതൽ പവർ 4 മുതൽ വെര പവർ 5 വെര, കാരണം നമു്ׯ x x 
അവെയبാം ആവശّമാണ്, അതിനؚുറം ഒؗും േപാേക؇തിب, കൂടാെത ന്െറ പവർ ൈഫവിന്െറ x 
ഗുണകം കെ؇േ؋؇തു؇്, അതിനാൽ ഇവ ര؇ും എനി്؛ 1 ׯസ് നൽകുؗു.  പവർ 4 ؛സ് പവർ 5 x 
ഈ 2 എനി്؛ 1 ׯസ് സ്കٔയർ ؛സ് നൽകുؗു പവർ 4 ؛സ് കّൂബ് ؛സ് പവർ 5 ؛സ് പവർ 7 ന് x x x x x 
 സ് പവർ 5 മുതൽ ഇേؚാൾ 7 x x x x x؛ സ് പവർ 4؛ ാൽ  കّൂബ്׺സ് ഗുണി؛ സ് സ്കٔയർ؛ സ്؛ 1
ആണ്  ആവശّമിبാ؋തിനാൽ നമു്ׯ അത് അവഗണിׯാം, അതിനാൽ നമു്؛ 1 ׯസ് മുതൽ പവർ 4x 
 x x x x x ׯസ് േല്؛ സ് പവർ 4؛ സ് കّൂബ്؛ സ് സ്കٔയർ؛ ാൽ 1׺സ് വെര പവർ 5 െകാ؇് ഗുണി؛
പവർ 5 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ؛സ് സ്കٔയർ ؛സ് കّൂബ് ؛സ് േല്ׯ പവർ േഫാർ ؛സ് േല്ׯ x x  x x x 
പവർ അ؀് ഇേؚാൾ നമു്ׯ   ഇത് ഗുണിׯാം. ؛സ് േല്ׯ പവർ 4 ؛സ് മുതൽ പവർ 5 വെര , ഞാൻ x x 
ഇവ ര؇ും ഇതുപേയാഗി്׺ ഗുണി׺ാൽ , മെبئാ പദ׹ളും 5 േനׯാൾ വലുതായിരിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ 
കാണുؗു, അതിനാൽ 1 ؛സ് ؛സ് വെര ഗുണിേׯ؇തിب  ന്െറ പവർ 5- ന് ഇത് തുലّമാണ് 1 ؛സ് 6 x x-
സ്കٔയർ ؛സ് 6 കّൂബ് ؛സ് 2 ൽ നി്ؗ പവർ 4 ؛സ് 2 ൽ നി്ؗ പവർ 5- െന 1 ؛സ് ൽ നി്ؗ ൽ x- x- x- x-
നി്ؗ ഗുണി׺ാൽ ന്െറ ഗുണകം 5- േല്ׯ.  പവർ 5 എؗത് 2 ؛സ് 2 ؛സ് 1 ؛സ് 1 ؛സ് 1 എؗത് 7 ന് x- 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ സാധّമായ പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം തുലّമാണ്  ഏഴ് േപരും സമാനമായ ഒരു o 
ْപٍ٠ം  െചᅃٝു  പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം ഒآതിന് തുലّമാെണ്ؗ ഞാൻ കെ؇؋ി, ഒരു വّായാമെമؗ 
നിലയിൽ ന്െറ ഗുണകം 16-ന്െറ ഗുണകം ഒآത് ശരി സുഹൃׯു؋ളായി വരുؗുെ؇്ؗ x-
കെ؇ؗു؋തിന് നി׹ൾ അേത സാേ׸തികതയാണ് പിؓുടരുؗത്, അതിനാൽ ഞാൻ ഇ്ؗ ഇവിെട 
നിർുؗു؋, അതിനാൽ ഈ ആറ് ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഞ׹ൾ  േْപാബബിലിئിയിെല നിരവധി ْപٍ׹٠ൾ 
പരിഹരിു׺  , നി׹ളുെട പരീײകളിെല ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിׯാൻ ഇത് നി׹െള സഹായിുׯെമ്ؗ 
ഞാൻ ْപതീײിുؗുׯ, അവിെട നി׹ൾ്ׯ േْപാബബിലിئി ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിേׯ؇ി വേؗׯാം, 
അേؚാൾ വളെര നؕി 
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