
 
छ࡯ࣃ ࠹బऱߦऴ ࠹ߦ ంۃ ࣊ష޳࢑ ڕ ߤङ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంڡߧܼ ࠪ ,ݟ సం࠙వङ త మ࠾ࡍ iit 

ఇ޴ గత తరగࡹޒ ఉపߕङ సం నంబ࡛ 4, ࠭࠲ సం࠙వङ త ࡅకए  అߝక సమసङ లߘ పࡍషए ఈ ࠾ࡍంۧ࠭ మࡍ
࣊షࡹ ߤ మߖࡍऒ  సమసङ లߘ పࡍషए फࣃڵࣃనڜ ంచడంࡍ మߦۮ ߘߝ ߖओ  ߘ
రణ సమసङ߄ࣃ ఒక  ݟయܑయం࡯ޘ ڕࠪ బܽदڒ  ,ݟంచంࠚరంߦऴ ޜ

మ࠾ࡍ ఒక జత ۨߦకల ޳छ ङޑऴప ࡌ ࠪऒ యం࠹ڼ ڴ ఆޔ߱ڵందڝߘంݟ , ఒక ࠴తफం 9 ࠴ ޳ࡶతफం a b b 
ఆޙࡍࣄ࢑ ࡏ ఆట ఆޔ߱ڵం޳ࡶ ޴  

ఆటڵ࠭ ߘంۯ సం࠙వङ త ఎంత అߖ ࠭ంڴ޶ ఊࣕంۨ సంఘటన ڣ࠭ ޳ࡶల ࠴తफం ࠫޛघ  b e  u1 ړ޴
సࠪనం అ࠼న సంఘటన అ࠼ ఉండవ۪ऐ ,   ఇ޴ ऴړం޴ సందࡌग లݡ࠮ ࡹ ఆڷࡱߕ ࡏ ఐ޶ ఐ޶ మ࠾ࡍ
సంభ࢑ంచవ۪ऐ ޜ3 6 కएࡅ బܽदڒ   సం࠙వङ త 4 ߘంړ 36 ݟ సࠪనం 1ړ9 ړ సࠪనం e 1 
e 2 
అ࠴ ޴ߝతफం ఆڒ ࡏబܽद అవࡱࢡڒ ఒకܽ ఐࡓ ޶ం2 4 ݡ࠮ ݡ࠮ ڷࡱߕ ݡ మڒ 1 5 ࠾ࡍబܽद e 2 
సం࠙వङ త ఐߘ ޶ంݟ ࠭߯ओ  ఆړࡏ సࠪనం అߖ మనࣆࡱޘ ڕ ఒక ఆటߘ ऴߦరం࣋ࠚफ, ఒక ఆట࣋ڵ࠭ ߘफ, ఒక
घࠫޛ ఆ సం࠙వङ , ޙࡍࣄ࢑ ࡍࣃ దܽ࠴ ޴ త ࠫޛघ घࠫޛ కం݄ ޴  కం݄ ఇతర ࡏఆ ࠉ కܽ, ఆ߯ڜߖ޳ఒక ࡱޜऴ ޴
घࠫޛ ޜऱ , ఆ߯ ఒక ऴࡏࣆ࢑ ఈ సం࠙వङ ࠾ࡍమ ޴ త 8 ߘ 9 ࠑం31 ݟ వరڕ ఉంܿంߘ 36  ޴ం9 ࠑ 1 ݟ వరڕ 
ంచవ۪ऐڵ࠭ ࡹߩࡱఐదవ మ ߘ ࠹ڼ ࡏ࢐  మࣆ ࡏࠬ ࠾ࡍలభంړࡵ ڴए ంచగల సం࠙వङ త ఎߘ ޴ࠫߖంݟ 
घࠫޛ  ړ 1 9 ࠑ 1 ڕవరۨ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర 36 ݟంߘ 31 ݟంߘ 9 ࠑ ऱ 8ࢁమ 36߯ ڕవర 31 ݟంߘ ޴
సࠪనం 9 ߘంߘ 8 ݟంߘ 31 ݟంߘ 9 ݟం࠴ 36 ݟతफం చޔరऴసం వరࡏࠬ ڕ అర बం ڝࣆۯగలڒ ࡏబܽद ఒక 
ఆటࣄࠐ ߘ మࡹߩࡱ ࠪऴతࡍߪ ࠲फ ࣆۯफంڒ ޴బܽद ࡍߪ ߘ ࠹ڼ फ ࠴  ࣋ۯతफం సం࠙వङ త  ࠑ  ప ऱ࣒ 1 ࠑ   9 1 9 
ప  ߤఆ  ݟంߘ  ࠑ  ݟంߘ ऱ࣒ छ޳  ݟంߘ   తफం ࣋ए࠴  ڕవర  ݟంߘ  ࡌ छ 8 ޴ఇ ࡹ ࡛ 9 31 36 1  9 8 9 31 36
ప 1 ݟంߘ 9 ࠑ 1 ऱ࣒ ప 36 ߯ 31 ݟంߘ 9 ࠑ 8  ऱ࣒ అర ࡏࠬ ߖఉంܿంద ڴతफం࠴ 36 ߯ 31 ݟంߘ 9 ࠑ 8  बం 
వ۪ऐڝࣆۯ .
  చޔరऴసం పऱ࣒  ఇ޴ పࠫࡍత ऴࡹށࢩ ఉంܿం޴ మޣ ࠾ࡍ అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ ఈ ऴࡅ ށࢩకए  1 ݟంߘ తफం 1࠴ 
ओ߯࠭ ݟంߘ 9 ࠑ న࣒ 8࠳  ఒకܽ ࠬద ࠭߯ओ  ఆࡏ వరڕ ఉంܿం޴, ఒకܽࠫޛ ړघ  న࣒࠳ ఒకܽ ߯ߖ޳ఒక ړ޴
 సࠪనం 36 ړ సࠪనం 324 ߯ 76 ړ9 ࠑ న࣒ 248 324 ߯ 1࠳ ద 324ࠬ 1 ݟంߘ 9 ࠑ సࠪనం 1 ړ 4 20 300 ߯ 248
ࠬద 76 ړ సࠪనం 9 ࠬద 19ړ సࠪనం, 
 బܽदڒ
ఒక ߘ ࠹ڼ ऴߦరంࠚంۨనటऱޙ࠼ ఆటڵ࠭ ߘంۯ సం࠙వङ త  ࠬద  అޔ࢓ంڒ ޴బܽद మనం ࣆలభం9 ڴ 19
۫డవ۪ऐ  .
ࡍߪ ,ంۨࠚరంߦऴ ߘ ࠹ڼ   फ ࣋ۯफ, అ࢑ ޻ధంߘ  ڴంݟ b 10 19 
సం࠙వङ ړ త ఉంܿం޴  ఇߩओ క సమసङࡖమనం మ ݡ भ޳ۯ ߘ ం ݡ࠮ ఈࢗంࡱ ݋ అం݄ ࡅకए  abc a 
సం࠙వङ త ߕࣆऒ సం࠙వङ ݡ࠮ సࠪనం ڕ࢓޶ంࠉ  త ࡅకए  సం࠙వङ త ߕࣆऒ  సࠪనం 0.b ړ
4 సం࠙వङ త ࡅకए  0.c 
8 సం࠙వङ త ఒక ఖండన ࡅకए  0.
8 సం࠙వङ తڕ సࠪనం b 0.
19 సం࠙వङ త a interse  ction c 0.
సం࠙వङ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ2 త ఖండన ఖండన b c 0.
 ,సࠪనం ړ09
సం࠙వङ త ఒక ߖ࠿యߖ࠿ ߤయߤ b c 0.
75 కం݄ ఎڕए వ ఉం݄  సం࠙వङ త ఖండన పࢲࡍए రం ڝసం కߗస మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వߘ కھߘనంݟ b c 
సం࠙వङ త ߖ࠿యߖ࠿ ߤయߤ అߖ మనࣆࡱޘ ڕ  అ޴ߝ  ప ऱ࣒  సం࠙వङ త ࡅకए    b c b 
సం࠙వङ తޜ సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
  ఏݡ 
ఐۨࣇ ߖ޶ంచړߖݞ మ࠾ࡍ అ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనం కం݄ తڕए వ అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ 
బܽद  పڒ ऱ࣒  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ 0.b 
75  తڕए వ.
 

ఖండన ࡅకए  ఖండన ࠳న࣒ సం࠙వङ త, ఇ޴ మࢁऱ 1 0 ޳ࡶ.b c c 
75 కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంߕࣆ ޴ऒ एڕకం݄ త ݋ం࠼ߦ  వ ݡ࠮ పऱ࣒ ऒߕࣆ  పऱ࣒ ڷࡱߕ ݋ం࠼ߦ  ऒߕࣆ   
పऱ࣒ ޴ࠫߖఎ ݋ం࠼ߦ ऒߕࣆ  ऒߕࣆ ݋ం࠼ߦ  घࠫޛ  ऒߕࣆ న࣒࠳ ޴ 0.
.న࣒ 0࠳ 19

ఖండన సం࠙వङ త ړ సࠪనం 0.2 ޳ࡶ b c 1 
75 కం݄ తڕए వ 1.
న࣒ సం࠙వङ࠳ 2 త ఖండన b c.
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  1 కం݄ తڕए వ ࠳ ޳ࡶన࣒ 1 సం࠙వङ త ఖండన ࠳ ࣄన࣒ 1.b 
.న࣒ 0࠳ 2
75 
కం݄ తڕए వ ڒబܽद 0.
2 తڕए వ సం࠙వङ త ఖండన b c 0.
45 కం݄ తڕए వ ڒబܽद సం࠙వङ త ఖండన ڝసం కߖషद మ࠾ࡍ గࡍషद ࡱ࢑వ0 ࡱ.b c 
2 మ0 ࠾ࡍ.
45 అ޴ సࠪ߄నం సࡔ ࠫऴࡱޔ ఇߩओ ړఒక ఆస ݡ फకర࠳న సమసङ షएࡍప ߘ फࣃࡍ  a b ࠾ࡍమ ߘ
దృۨऑ࠻ క ऴపࡆగం ࡅకए కएࡅ ߤయߖ࠿ ఒక ࠾ࡍమ ࡱసంఘటన ݡంࡓ   ఒక సం࠙వङ త ఖండన b 
కएࡅ  0.
5 మ2 ࠾ࡍ సం࠙వङ త కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴.

అ0 ޴ߝ.  b 
375 కం݄ తڕए వ మ0 ࠾ࡍ.
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ړ125 వ ڒబܽद  

నऒࠚ࢑ కߝసం అڝ  సం࠙వङ తࡱ ఉߕऒ एࡖ߮ న߯ ࠾ࡍమ  ࠼ నऒ ߮  फ పరచడంߧసంతృ ߖ࢐ܽ  ऱߖࡹ ߤ a b 2d 
ऴߦంߖޑऒ भ޳ۯ  ం, అం݄ అړ ࠪڒ ޴ߝ సࠪనం, s x y
ఇకए డ అࡅ ޴ߝకए  సం࠙వङ త మ࠾ࡍ అ޴ߝ ߯ పࣄࡍबޔలߘ సంతృߧफపۯࡍ సం࠙వङ త ࡅకए  x a y 
సం࠙వङ త  

కएࡅ లङࢡ࢙  ం మ࠾ࡍ ۪ दܿڜలతߘ కڝߘए ంݟ.s 
  ऴపశऒ  సࠪ߄నంࡹ అ݋ߖ࠿ ޴ߝ ࣋ए छ సओ ߖఅ 1 ࠪڒ 0 ࣒ڒऴ 1 ࠪڒ 0 ࡛ షदంڴ ఉంڒ ޴బܽद మనం s 
ऒߖޑऴۨڣࡔ  ,ం޳ంڕߘఅ ߖఅ 1 1 0 ޴फ ఇ࣋ڶ 
ए࣋ ޴బܽद ఇڒ छ ࡛ ఇంࡹ޶ ఉంڒ ޴బܽद మనం ऴߦంߖޑऒ  క࡯ߕھߘ మࡅ  ࠾ࡍకए  పޒࠫࡌ ఇߩओ  s s ݡ
ఒక ߖ࠿యߤ సం࠙వङ త కం݄ 0.
5 తڕए వ b 1 
एڕసࠪనం కం݄ త ړ వ అߖ ఇవछ బݟం޴, ఎం޶కం݄ ఇ޴ సओ షदంڴ ఉం޴ ఎం޶కం݄ అߖऒ  సం࠙వङ తړ1 ࡱ 
సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉంܼ࠼ , అ0 ڼ࡮.
125 ఖండన తڕए వ సం࠙వङ త కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం0  ޴.b 
375 కం݄ సࠪనం ڒబܽद 0.
625 
కएࡅ ߤయߖ࠿  సం࠙వङ త b 
కం݄ తڕए వ మ࠾ࡍ ఖండన సం࠙వङ త ఒక ࠼ߦంݡ࠮ ݋ కం݄ తڕए వ ఇߩओ  b b ߤయߖ࠿ ݡ
సం࠙వङ త  ప ऱ࣒  ఖండన సం࠙వङ త b b 
కएࡅ  ప ऱ࣒  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం ڒబܽद 1.
एڕసࠪనం కం݄ త ړ375 వ ࡅకए  ప ऱ࣒  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త కం݄ 0.b 
625 తڕए వ ߖߖ޵ ޳ࡶ మనం 5 ޳छ एڕకం݄ త 8 ࡌ వ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  ఇ޴ ఇవछ బޔݡంړߖ޵  ޴ సࠪనం x 
కం݄ y 
11 ࠬద 8 ఉంܿంڒ ޴బܽद ఇ8 ࠑ 5 ޴ అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఇ8 ࠑ 5 ޴ అߖ అڕߘం޳ం, ఇ޴ పదڜంࠑ ݡ
ఎ޴ࠫߖ అߖ మ࠾ࡍ ఇ޴ పదڜం8 ࠑ ݡ అߖ అڕߘం޳ం మڶ ࠾ࡍత޳ڶ ߘभ ం.
छࡔ࢘ బܽद మనంڒ ంతంߦబܽद ఈ ऴڒ   s opq ߖߖ޵ ,ం޳డ߭ ࡏ߮ ڕంటऱ࠼ߦ ࡏ
అ޳ࡱߧ ߖभ ం మ࠾ࡍ ఈ పంړ फ అ޳ࡱߧ ߖभ ం  మ࠾ࡍ ఈ పంړ फ అߖ అڕߘం޳ం మ࠾ࡍ ఈ పంړ फ ޳ࡶmn xy 

 బܽद sڒ
ఇۨऐ న pxy 

ऴߦంతం ڒబܽद rq 
కएࡅ  ۪ दܿڜలత  ఆڻ࣊ ߤࡷ  ࡏघ ంటऱ ࠴తफం ఏࠫܽ ఇ޴ ऴࠑ ޓ ఎ݋࠼, ऴࠑ ޓ ఎ݋࠼ ఇ8 ࠑ 3 ޴ మ࠾ࡍ s 

ఇ8 ࠑ 3 ݞږ ޴ ఇ࢘ మనڕ ߰డߘ࢓ గށంచړߖݞ అవసర࠳న ߰డࡱ࢓ మ࠾ࡍ మనం గࣃށफ ࠭  xy pq 
߰డڒ ࢓బܽद ߰డ8 ࠑ 5 ࢓ ࣋ए छ ࡛ pq 
కएࡅ  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం మ࠾ࡍ 
छ޳ 5 ए࣋ 8 ࡌ छ ए࣋ 8 ࠑ 5 ݟంߘ 2 ࡛ छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం, ఇߘ 2 ݋ࡐ ޴ంړ8 ࠑ 5 ݟ సࠪనం.
 మ࠾ࡍ ఈ ߰డ࢓ సࠪనం  ࠳న࣒  ࡽࣟ  ࠑ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴  ࠑ  న࣒࠳   छ xy 1 ݋ࡐ ߘ ࡛ 3 8 1 3 8
 8 ࠑ 5 ݟంߘ 2 ޴ߝఅ 8 ࠑ 3 ࠪڒ 1 ݋ం࠼ߦ ఈ ࠾ࡍమ 1 ࠪڒ 8 ࠑ 3 ݋ం࠼ߦ కం݄ ఈ޶ఎం ړߖݞయۯ
తफం ࣋ए࠴ छ కएࡅ ࡛  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ߘ 2 ݋ࡐంړ 8 ړ5 ݟ సࠪనం ڒబܽद ఇ8 ࠑ 5 ړ 2 ݋ࡐ 2 ޴ ప ऱ࣒ ࠑ 3 
8 ఇړ 4 ߤ సࠪనం, 8 ࠑ 10 ړ2 ݋ࡐ ప ऱ࣒  12 ఆ1 8 ߤ.
సࠪనం 8 ప ړ10 ړ 4 ऱ࣒ .26 ޴ߝఅ 8 ࠑ 12 ޴ంޔݡంచబڵ࠙ 
 ,సࠪనం ړ8 ࠑ 1
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ఇ3 ڴࡏࠪࣆ ޴.
కएࡅ  ޴బܽद ఇڒ 26 లङࢡ࢙  ం కڝߘए झ࡯࢐ న ߭ࠬݟట࡛ ߰డ࢓, మనం ۨڣࡔऴޙࢀࢗ ڵࡍޒ ړߖޑ , ఈ s 
ऴࠜޒజం ࡅకए ङ࡮ࢡ࢙  ऒߖ  మనం ఈ ऴߦంߖޑऒ  ఈ ऴߦంߖޑऒ एړࡵ ࣄ࢘ࣄޓ  ంచవ۪ऐ .
 మ࠾ࡍ ఈ ऴߦంతం ڒబܽद ࡅకए లङࢡ࢙  ం ఎ࠴ ޴ࠫߖతफం చదర࠳ ߩన࣒ సړߖڴ సగం పదڜంݡ s 
ఉంܿం޴ ఐߘ ޶ంݟ ఎ࠴ ޴ࠫߖతफం చޔరऴసం ࠳న࣒ సగం ߘ ݡ࠮ంݟ ఎ࠴ ޴ࠫߖతफం చޔరऴసం 
 రऴసంޔసࠪనం 64 11 చ ړߖࣃరऴޔచ 8 ݟంߘ రऴసం 1 ࠬద 2ޔతफం చ࠴ ޴ࠫߖఎ ݟంߘ ݡ࠮ న࣒ సగం࠳
 న࣒ 9࠳ రऴసం 9ޔన࣒ 3 చ࠳ రऴసం 25ޔన࣒ 5 చ࠳ 121
.సࠪనం ړ 78 8߯ 2 1
 0.
కएࡅ ޴బܽद ఇڒ సࠪనం ړ609 లङࢡ࢙  ం s 
۪ నం߄బܽद సࠪڒ दܿڜలత 3.
లङࢡ࢙ 26 ం 0.
క సమసङࡖసࠪనం మ ړ609  
దృۨऑ࠻ క ऴపࡆగం ࡅకए  ఈ నߕ࠮ సबలం 1 2 3 4 5 6 అߖ అڕߘం޳ం.
  గత తరగߘߝ ࡹޒ ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿڴ ऴప࠮ ޒలకం సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అం݄ ఈ ఆࡏ 
సం࠙వङ ۯసంభ࢑ం ࡱڒల࠮ త సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అం݄ మࡓ ࠾ࡍంݡ సछ తంऴత సంఘటనࡱ a b 
అڴࠉ ࠪڒ , ޙ࠼ ఆర न࡛ న జతల సంఖङࣄۯ  .ݟంచంށగ ߘ
 అం݄ ࡅకए ࡍڒ  नړܾ࡯ߕ సࠪనం కం݄ తڕए వ, ࡍڒ नړܾ࡯ߕ సࠪనం ڒబܽद ࠬࡏ సమసङ అర ߘ बం b a 
ऒߕڕࣆۯ రߖ ఆࣆࢢफߕऒ ऒߕఉ ࡱథࠫక సంఘటనߦऴ ࡏఆ ࡹసबలం ߕ࠮న , ߘ  ࢒ఇ ݡంࡓ ڕమన అ࢑ ,࠼
సछ ࡱ ࠾ࡍమ  ࡯࢐ڒ తంऴతంڴ ఉంݦటܿవంܽ ఇߩओ ऒߖఎ ࡱఅܿవంܽ జంట ݡ ధङࣃ   ents a b ࠵
ऒߕంܿڕߘలݞ۫ ࠭ , అం݄ కం݄ తڕए వ ࡍڒ नࡍڒ ߖܾ࡯ߕ नܾ࡯ߕ కం݄ తڕए వڴ ఉం޳ۯ ࡮ݦभ ం  b a 
మ࠾ࡍ b 
సం࠙వङ త అޙ࠼ సछ తంऴతంڴ ఉంܼ࠼ ఒక ఖండన అ޴ߝ ఇలव࣋दషࡅ ߤకए  సం࠙వङ త ࡅకए  b b 
సం࠙వङ తڕ సࠪనం ڒబܽद సమసङ షएࡍప ߘ b a 1 ࠾ࡍసࠪనం మ ړߖݞఅన 2 ࠪڒ 1 ޴ߝఅ ޶ం࠭ ۯంࡍ
 3 ࠪڒ 2 ࠪڒ
కएࡅ బܽदڒ సࠪనం ړ  సం࠙వङ త సࠪనం ࡅకए సం࠙వङ ݡ࠮  త సړߖڴ సࠪనం మ࠾ࡍ b a 
ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త 1 ࡅ 2 ࠪڒకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం 2 1 ޳छ బܽद సం࠙వङڒ సࠪనం ړ3 ࡌ త ఒకb 
ఖండన సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం ڒ  ޶ڒబܽद ఈ సందరग ంࡹ మ࠾ࡍ b b a b 
సछ తంऴత࠳న࢓ڒ ࢑, 
అޙ࠼ అߘ 1 ޴ߝంړ ݟ సࠪనం, ఒక ڒ ڷࡱߕ ࠪڒ ݡ࠮ ࠪڒబܽद ࡅకए  సం࠙వङ త ࠭ߘపܽڴ࡮b a b 

కएࡅ  ఒక సం࠙వङ త సړߖڴ సࠪనం మ࠾ࡍ ఖండన సం࠙వङ త ࣄంڵలदࡅ 1 ߤకए  సం࠙వङ తڕ a b 
సࠪనం 1 ޳छ  ړ6 ࡌ
సࠪనం ڒబܽद సం࠙వङ త సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం ڒబܽद ఇ޴ మ࠾ࡍ సछ తంऴతంڴb b a b 
ఉనऒ ओߩ కएࡅ ࠾ࡍమ ݡ ࡍڒ  नࡍڒ  ܾ࡯ߕ नܾ࡯ߕ కం݄ తڕए వ అܿవంܽ జంటࡱ ఎߖऒ ధङࣃ  మ࠼ޑ࢓ , b 
అ޴ ऴపశऒ  పࢲࡍए రం ఖండన ࡅకए ࡍڒ  नړ ܾ࡯ߕ సࠪనం ڒబܽद ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త ړ ఆړࡏ b x b x
సࠪనం, 
ఇߩओ కएࡅ ݡ  సం࠙వङ త ࠙ڵంచబݟన ࡍڒ नړܾ࡯ߕ సࠪనం ఆࡏ మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త ࡅకए  a b b 
छ޳ బܽदڒ ޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜࡏఆ ړܾ࡯ߕनࡍڒ ࡍڒ 6 ࡌ नړܾ࡯ߕ సࠪనం 6 ޳छ కएࡅ ࡌ ࡍڒ  न6 ړܾ࡯ߕ x b 
छ޳  6 ࡌ

ࡍڒ नړܾ࡯ߕ సࠪనం x a 
ࡍڒ ఒక ࡯ݞఉం ࠾ࡍబܽद మڒ नࡹܾ࡯ߕ a b 

కएࡅ ࡍڒ  नܾ࡯ߕ ఆࡅ ࡏకए కएࡅ బܽदڒ ణకంڷ  ࡍڒ  नܾ࡯ߕ ఆړࡏ సࠪనం అࡅ ޙ࠼కए ࡍڒ  नܾ࡯ߕb a b 
వ۪ऐڒ 5 ޳ࡶ 4 3 2 1   అࡍߪ ޴ߝ फ ࣊݋ అޙ࠼ మనం ߘంݟ వరڕ ఏߕ޼ ఉపసࠫߖޒ tha t a b b 
ऒߖఎ ࡱࢡڒం݄, అܿవంܽ అవڕࣆޓ  ఉߕऒ యవ۪ऐۯ ࡹࡏఆ ޴అ ,޴ఉంܿం ڴణం ఒకܽࠪࡍప ,࠼  b c 
ఒకܽ ڴࡱ߄࢑ పࠪࡍణం ࡓంڒ ݡవ۪ऐ యవ۪ऐۯ ࡹ6 , ठࡌࠪ   ప  6 ڴ࢑ధం ޻అ ࡱ ऱ࣒  6  ప ऱ࣒b c 2 c 3 c 4 

ఈకछ ప 6 ࡽ ऱ࣒ న 4 ప࠳రకڒ 4 ړࡹ రకం 2ڒ దࠬ 6 ࡽయࡍदڝ߷  ऱ࣒  రకం 6 c 5ڒ ړࡹ రకం 3ڒ ړࡹ రకం 6ڒ 
పऱ࣒ ݡ࠮ పऱ࣒ ࡏసࠪనం ఆ ړన ఒకܽ࠳రకڒ ޶రకం ఐڒ ڷࡱߕ రకంڒ ړࡹ ࡏరకం ఆڒ   15 ప ऱ࣒  20 ప ऱ࣒  15 
 ప ऱ࣒ ठࡌࠪ 62 6  లڕ సࠪనం ఇߩओ సओ ݡ షदంࡅ ڴకए ࡍڒ  नܾ࡯ߕ ఐࡅ ޶ڒ ޶కए ࡍڒ  नړ4 ܾ࡯ߕ సࠪనం a a 
అࡅ ޙ࠼కए ࡍڒ  न3 ܾ࡯ߕ అ࠼ ఉం࡯ݞ ఎం޶కం݄ 4 ߘం12  3 ݟ మ࠾ࡍ అࡅ 6 ޴కए  b ࠾ࡍణకం మڷ 
ఖండన ࡅకए ࡍڒ  न2 ܾ࡯ߕ అ࠼ ఉం࡯ݞ b 
ఎం޶కం݄ అ6 ޴ ఉం࡯ݞ అం݄ 12 ڒబܽद 2ړ సࠪనం ڒబܽद ࣃధङ మࡃङ  సందࡌग లࡹ మనం ఆࡏ x x 
వ۪ऐڝసం ఎం۪ڝ ߤఒక ఇ ࡹలڒల࠮ ڷࡱߕ   ఈ ڵࡱߕంܽࡹ ఆࡌࠪ ڷࡱߕ ࣄ ࡏठ  iݡంࡓ ࣄ ڷࡱߕ ࡱ
వ۪ऐڝఎం۪ ߖంܽݟంࡓ ڴࡱ߄࢑  మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ࡓంݟంܽړࠉ ߘߝ ࡹ ఒకߖߖ޳ ఎం۪ڕంܼߘ అం݄ 
ठࡌࠪ ఒక ࣄ ݡంࡓ ओߩట ఎనࠢ ఇߙ సࠪనం ڕݡంࡓ ݟంߘ ࡏఆ ݟంߘ ߘࣜ޴నం ప߄బܽद సࠪڒ ࡱ  a ݡ
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కएࡅ ࡍڒ  नݡ࠮ ܾ࡯ߕ ఆ߯ ࡍڒ नړܾ࡯ߕ సࠪనం  ࡅకए  ఒక ఖండన ఒక b b ࠾ࡍమ ࡯ݞఉం ݡంࡓ 
ऒߖڒల࠮  ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ࠪࡌठ ల సంఖङ  c 3 c 1 c 1 ڕవర 6 ݟంߘ 3 ݟంߘ 3 ݟంߘ 6 
फࣃۯ కߧఎం ߖ3 ݟంߘ ంܼ࠭ ఈ 3ڕఎం۪ ߖ3 ࠭࠲  సం 20 bڝ ంܼ࠭ڕఎం۪ ߖ1 ࠭࠲ ࡹన 3࡯ڵࠫ  ࠭
కएࡅ  బܽदڒ సࠪనం ړసࠪనం 180 ړ 3 ݟంߘ 3 ݟంߘ ࡍڒ  नܾ࡯ߕ ఒకܽ కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ b 
ఇ޴ 

మ࠾ࡍ ఉనऒ ओߩ కం݄ ఖۨऐ ܾ࡯ߕनࡍڒ ࠾ࡍమ ݡ తంڴ తڕए వڴ ఉంܿం޴ ఇం߭ݟంݥం݋ అ޴ߝa b a b 
62 ప ऱ࣒  180 ప ऱ࣒  180 ఈకछ సం࠙వङ ࠭࠲ ࡌ࡮ޔऴࠫ ࡔనం స߄బܽद సࠪڒ 422 ࡽ త߯ అߝక గమघ  फనޘౖ
సమసङ లߘ పࡍషए  ,ంۧ࠭ࡍ
ఇߩओ झ࡯ڴࣃ ڕ޶ం࠭ ݡ న సమయం వۨऐ ం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ న సం࠙వङݟږ ޜలޔషర ݡ త అߝ మࡗ 
అ߄ङ ऒߖ࠻  ऴߦరం޳ࠚभ ం 

మ࠾ࡍ అ࢑ߝ సछ తంऴతంࡓ ߖࡶ ڴంݡ సంఘటనࡱ అߖ అڕߘం޳ం , ఆ సందరग ంࡹ సంభ࢑ంచడంa b b 
 జరగక߱వడం߯ ޳ࡶ సంభ࢑ంచడం ޴ߝజరగక߱వడం అ ޳ࡶ 
ऴప࠙వం ۫పవ۪ऐ బܽद సంభ࢑ంۨన సం࠙వङڒ , త ࡅకए  సం࠙వङ త ߘంࠚ ݟనऒ ంڴ ఉంܿం޴.b a 

సంభ࢑ంచడం ࡍڷంۨ ࡯ޘయڕంߝݞ ఇ޴ షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త ࡅకए  ऴߦథࠫక తతछ  वసफం,   bࢡ
ऒߖݞయۯ ۃం࡯ࡗ ߖݧ న࠳ఒక సరస ޴బܽद ఇڒ  పࡍగށంచంݟ 
బܽद ఒకܽ సం࠙వङڒ త ࡓంݡ సం࠙వङ తڕ సࠪనం ڒబܽद ࡓంݡ సం࠙వङ త ఆڕࡏ సࠪనం 
 బܽद aڒ
సంఖङࡍఒక స ޴ߝఅ ࠾ࡍమ ߘసంభ࢑ంۨన సంఘటన ݡంࡓ  b 
సంభ࢑ంۨన సంఘటనڴ ఉండߖవछ ంݟ, కߘక సంభ࢑ంۨన ऱܿ ࣄ࡯ޘనటऱࡅ , ޙ࠼కए  సం࠙వङ త 2 b a 
కएࡅ కएࡅ 2   సం࠙వङ తڕ సࠪనం   ڒబܽद 2 4 1 ࡹ6 ޳ࡶ సంభ࢑ంۨం޴.
 2 ఇవछ బݟన సࡍసంఖङ  సంభ࢑ంۨన సం࠙వङ త 1 ړ3 ࠑ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఇ޴ ఈ ݟ࠮ంܽࡹ ఒకړߖ޳ 
సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद సంభ࢑ంۨంద࡯ޘ ߖయڕంߝݞ మనం ఇంత࠭ڕం޶ కڵ࡯ ఉనऒ  కం݄ bߖ޳ 
ఇݟ࠮ ޴ంܽࠚ ړనऒ ంڴ ఉంܿంڒ ,޴బܽद ఇ޴ షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త ࡅకए  ऴߦథࠫక࠳నڒ ޴బܽद 
ఇۨऐ ࡏࠬ న ࡅకए  సం࠙వङ త ఖండన సం࠙వङ తڕ సࠪనం అࡏࠬ ߖ ఎ࡮ ߰ందగలڒ ࡏబܽद ߯ b b b 
సందరग ంࡹ ఒక ఖండన అࣄ ޴ߝంڵలदړ 2 ߤ సࠪనం మ࠾ࡍ అ6 ޳ࡶ 4 ޳ࡶ 2 ޴ߝ సంభړߖ࢐ సࠪనం b b 
బܽद ఇۨऐڒ న ࡅకए  సం࠙వङ త 2 సం࠙వङ తڵ࠙ ޜంచబݟన 2 ړ 6 ޳ࡶ 4 ޳ࡶ సࠪనం 1 ޳छ  b ړߖڴస ߖ6 ࡌ
छ޳ फ 1࣋ڵ࠙  ,సࠪనం ړ3 ࡌ
ఇ޴ మనం ߰ం޴న షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త ࡅకए  ऴߦథࠫక ܉थ నం, ఇ޴ షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ త 
కएࡅ  ࠙వనݟږ ޜన సమసङ फࣃۯ ߘ  ߘ
బܽद సమసङڒ  ऴړం࢑ ޴ధంڴ ఉం޴,  ఎऴర బంޔలߘ కڵ࡯ ఉనऒ ङࠈ  12 ޴ࠫߖఎ ࠾ࡍమ ݟంచంށగࡍప ߘ ۃ
ఆڕపచऐ  బంޔల࠭࠲ ߘ 
భࡎ फ ۯయڕంݞ వࡏసݡ࠮ ڴ బంޔలࣃ࢘ࣄޓ ߘफ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ࡓండవ ࡽࠈ ऴ࢟ڵ ߤڶ అߖ షరޔలޜ 
న సం࠙వङݟږ త࢐ڝࣆࡱޘ ߘలڕߘంܿߕऒ ࠭.

బܽद ఈ సమసङڒ ޴ఉం ࡹڷరం ߩࡏఎ ޒదܽ బం࠴ లߘ ఎ࡮ పࡍషए  en r1  ߖޒదܽ బం࠴ ࡹంۧࡍ
చ࢑޴న సంఘటనڴ మ࠾ࡍ g2 
పచऐڕఆ ޒండవ బంࡓ ఉనऒ ڴ  సంఘటనڴ ఉండߖవछ ంݟ, 
ओߩఇ ࠭࠲ బܽदڒ औߖڒ రంభߦऴ ݡ గࡔషߤ ఇۨऐ న ࡓంࡅ ݡకए  సం࠙వङ తࣆ۫ ߘफߕऒ ࠭ 12 ఎߩࡏ g 
బంࡱޔ మ8 ࠾ࡍ ఆڕపచऐ  బంڒ ࡱޔబܽद ࠴దܽ޴ ఎߩࡏ అߖ అڕߘం޳ం, ఆ߯ ࠴దܽ బంࣄޓ ߖޒన 
తࡌछ త ࠈङ కएࡅ ۃ औߖڒ  గࡔషߤ పదڜంݡ మ࠾ࡍ ఎ޴ࠫߖ ఆڕపచऐ ऒߜప ࠭࠲ ,޴ఉంܿం ڴ ంࠪڒ ݡ 
ఎޜ޴ࠫߖ ऴߦరంࠚంۧ࠭, ఇకए డ 12  ఎߩࡏ బంޔల సంఖङ  మ8 ࠾ࡍ ఆڕపచऐ  బంޔల సంఖङ  బܽदڒ 
ఇߩओ औߖڒ ޙڵࡍజ ݡ గࡔషߤ పదڜంࠪڒ ݡ ఏݡ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद సం࠙వङ త ࡓంݡ ఇۨऐ న ఒకܽ g 2 g r 
घࠫޛతफం పం࠴ ऱࡹޔబం ޴  ఒకߖߖ޳ ఎం۪ڕనऒ घࠫޛపం ޴బܽद ఇڒ ࡱޔసࠪనం బం ړߖ޳   ޴ࠫߖఎ ړ޴
అޔ࢓ం޴,  ఇۨऐ న ࡅకए   సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త߯ ఖండన సం࠙వङ తڕ సࠪనం అߖ ఇߩओ  d b bݡ
మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ࠭࠲ ఒక ఖండన సం࠙వङ తށڷ ޜంచబݟన ࡅకए  సం࠙వङ తޜ సࠪనం ca  n b b 
అߖ ऴ࢐యడం ఈ సమసङ సం࠙వङ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ ޴ంۨన߅సంబం ڕ త మ࠾ࡍ సం࠙వङ త r 1 g 2 g 2
ఇۨऐ న ఒకܽ ށڷంచడంޜ సࠪనం అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .r 

కएࡅ  సం࠙వङ త ޳छ  r   ࡌ
ఒకܽ ࠴దܽړߖ޳ సࠪనం 19 ࠬద ఎ޴ࠫߖ మ࠾ࡍ ఈ పదం అࡏࠬ ޴ߝ ఎం۪ڕనऒ  20 బంࡹޔऱ  pr1 
సం࠙వङ ݦఉం ࡹڷరం ߩࡏఎ ޒదܽ బం࠴ తڕ సࠪనం, అ޴ 
ంܿనऒڕఎం۪ ࡏࠬ  12 బంࡹޔऱ సం࠙వङ ߝڕఎం۪ ߕߞߖ޻  త 12 ߘం20 ݟ ఉంܿం޴.
కएࡅ ࠾ࡍఅం݄ మనం మ ޴ంޔݡంచబށڷ ޜసࠪనం 3 ࠬద 5 ړ19 ߯ 8   ఉమघ ऒߖసంభ࢐ ݟ  r 1 g 2 
ఎ࡮ ߰ం࠭ޑ޶  
అం݄ ߖ޳ సం࠙వङ త ఇߩओ ండవ సమసङࡓ ݡ  అڕߘం޳ం , ࠴దܽ ࡓంࡓ ࡽࠈ ݡంݡ ऴݞ అ࠼నం޶న 
పచऐڕఆ ޒడవ బం࠮ సం࠙వङ ݦఉం ڴ త ఏࠫܽ ࣄڶన బంࡱޔ 
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ఒښ రంࡹڷ ఉంܼڒ ࠼బܽद ఇవछ బݟన షరޔ ఒక బంࣄڶ ߖޒన ऱܿ మߖ ࠾ࡍజ࠳న బంڶ ߖޒయబݟన޴ ఒښ 
రంࡹڷ ఉంܿం޴ , అࡓ ࢑ంݢ ఎߩࡏ రంࡹڷ ఉంܼࡓ ޳ࡶ ࠼ంݢ ఆڕపచऐ కएࡅ ޴అ ,࠼ఉంܼ ڴ  g 
సం࠙వङ త 3 ఇۨऐ న  ప ऱ࣒ కएࡅ   సం࠙వङ త ఇవछ బݟం޴ మ࠾ࡍ బࣗࡏࠬ ࢡ ఈ r 1 r 2 g 3 g 1 g 2 
సం܉थ ࠪనం ఏࠫ݇ ࣆలభంڴ అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ  ఒకܽ ࣄڶన ࠴దܽ బంޒ ఎࡓ ߩࡏంࣄڶ ݡన ࡓండవ r r 
బంޒ ఎߩࡏ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ ऴޓ ఒకܽ  ࡓంݡ ఆڕపచऐ  రంڕڷ అڷߘణంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद g g g 
మనڕ ఈ పࣄࡍबޒ ఉం޴, 

ఒకܽ తࡌछ త పߜऒ ంࡱࠪڒ ݡ ఎ࠭࠲ ,޴ࠫߖ తࡌछ త 11 ړ 8 ࠪڒ వࣃफ फࣃవ ړ8 ࠪڒ 10 ࠭࠲ ,࠭ ࠭ r r2 
మړ ࠾ࡍ వࣃफ ࠭, ఆ߯ ࠴దܽ޴ అړ7 ࠪڒ 10 ޙ࠼ వࣆफం޴.g3 
  ఆڕపచऐ  తࡌछ త మనం 12 ڕࠪڒ వࣃफ ࠭ 7 ࣊కߘ ఒకܽ ݞږ ఆڕపచऐ  ࠪڒ ఆ߯ మనం 12 ,޴ఉంܿం ڴ
झڡࣄ फࣃవ ړ  ࠭, ఆ߯ మనం ऴړޓ వࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ అ޴ పߜऒ ంࠪڒ ݡ ఐ޶ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद సం࠙వङ త g 
ఏࠫܽ ڒబܽद ఈ సం࠙వङ త 
ఎߩࡏ బంڶ ߖޒయడం 12 ߘం20 ݟ వరڕ ఉంܿం޴ మࢁऱ పంࠫޛघ ద సం࠙వङࠬ ޴ త పదڜంݡ అߖ ఎߩࡏ 
రంڷ బంڶ ߖޒయడం మ࠾ࡍ ఇߩओ  ݡ
సం࠙వङ త ఎړ޴ࠫߖ ప޺भ޴ࠫߖ అߖ ఆڕపచऐ  బంڶ ߖޒయడం అ࢑ ޻ధంڴ ఈ సం࠙వङ త ఇర࢙ړ ఎ޴ࠫߖ 
ఉంܿం޴, ఇߩओ ऒߜప ڕమన ݡ ంݡ మ࠾ࡍ ఏݡ ఉߕऒ బܽद సం࠙వङڒ ࠼ త పంࠫޛघ  ఆ߯ ݡఏ ړ޴
ఆڕపచऐ యడం వలన సం࠙వङڶ ߖ త 6 ߘం80 ݟ అޔ࢓ంڒ ޴బܽद ࡅకए  సం࠙వङ త ޳ࡶ g 3 r 1 r 2 g 

ఇవछ బݟన࢑ అసమघ  फ 8 1 g 2࣋ށڷ 19 ݟంߘ फ 11࣋ށڷ ߖ20 ݟంߘ 12 ఇ࢑ ݟంచంߖగమ ߖఅ ࡱసంఘటన ޒ
घࠫޛపం ړݡफ ఏ࣋ށڷ ړఇర࢙ ړ8 ߧ࡯క ړ18 ݟంߘ  फ࣋ށڷ ޜࡏఆ ړ޴
ప޺भړ޴ࠫߖ సࠪనం 12 ړ88 ړ ప ऱ࣒ ऒߜంۨ పߘ ݡంڜపద ޴సࠪనం ఇ ړफ 8࣋ڵ࠙ ړ 18 ړ19 ړ 20 ړ 42 ړ8  ంݡ 
వందڕ సࠪనం ࠭߯ओ పऱ࣒ ݡంࡓ   నలࠢ ࡓంߘ 20 ߖݡం࣋ڵ࠙ ړ18 ړ19 ݟफ మనం ߖ޵ऒ యవ۪ऐۯ भ޶ర ޜ4   
ऒߕఉ 5 ࠾ࡍమ 2 ڕబܽद మనڒ  ߖ19 ݟంߘ 174 ڕబܽद మనڒ ޴ంޔݡయబۯ भ޶ర ޴ఇ ޜ9 ޴ఇ ࠾ࡍమ ࠼
घࠫޛ  ړ޴
ఐڴ޶ ࠪరऐ వ۪ऐ .
ऒߖ޵ ߘߝ ࡔస ߗڒ ݡ࠮   फࣃۯ   ࡔస ޴फంࣆవ 58 ړ15 ݟంߘ 19 ڕబܽद మనڒ ޴फంࣆఇ 3 ڕࠪ ޴ఇ 58 ޴ఇ ߘ
ࠫऴతࠪ ߘߝ ఈ ܌ࡗ తࡌछ ఇకए ࡹޒతరగ ޒ డ ఆߘߝ ߘڴ షరޔలݟږ ޜన సం࠙వङ తڜ ޜనߘޑڷࣃ 
మ࠾ࡍ అߝక సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ సమసङ ޻అ ߘߝ  ࠾ࡍమ ߘ फࣃࠚరంߦऴ ޜ ऒߖڜࡍమ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ  
࠭ఖङ ధనङ ࡌ࡮ޔऴࠫ ࡔస ߘޑߩ۫ ߘలޑ࡯న ఫ࠳  ࡱ޳࢐

Pru
tor
@
IIT
K




