
 ഐഐടി ഈؚؓന ْപശ് ന പരിഹാര െസഷനിേല്ׯ വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുإക ഞ׹ളുെട 
വിഷയം േْപാബബിലിئിയാണ്, ഇത് കഴിױ ؁ാشിെല ْപഭാഷണ നآർ നാലാണ്, ഞ׹ൾ 
േْപാബബിലിئിയുെട നിരവധി ْപശ് ന׹ൾ പരിഹരിു׺ , ഈ െസഷനിൽ കൂടുതൽ ْപശ് ന׹ൾ 
പരിഹരിؗുׯത് തുടരുെമ്ؗ ഞാൻ പറ؁തുേപാെല.  ഒരു ലളിതമായ ْപശ് ന؋ിൽ നി്ؗ 
ആരംഭിുׯക,  ഒരു േജാടി ൈഡസിലൂെട എؗിവയ് ്ׯ പകരമായി  ഒരു െമാ؋؋ിലുت തുക a, b 9 
എറി؁ാൽ അെ׸بിൽ െമാ؋ം ആറ്  എറി؁ാൽ െഗയിം നിർു؋െമ്ؗ കരുതുക.  ഇവന്റ് b 
അെ׸بിൽ ആകുക മുഖ׹ളുെട ആെകു؋ക ഒآതിന് തുലّമാണ്  , ഇനിؚറയുؗ സؕർഭ׹ളിൽ u1 
ഇത് സംഭവിׯാം മൂ്ؗ ആറ് നാല് അ؀് അ؀് , 6 3 അതിനാൽ ന്െറ സംഭാവّത 36 ന് 4 ന് തുലّമാണ്e 1 
9 ന് തുലّമാണ് സംഭവമാണ് , തുക ആറ് ആണ്, അതിനാൽ സാധّതകൾ ഒ്ؗ അ؀് ര؇് നാല് മൂ്ؗ e 2 
മൂ്ؗ 4 2 ഉം 5 1 ഉം ആണ്, അതിനാൽ ന്െറ സംഭാവّത മുؚ؋ിയാറിൽ അ؀ിന് തുലّമാണ്. e 2 a 
െഗയിം ആരംഭിുؗുׯ, അതിനാൽ െഗയിം പൂർ؋ിയാുؗുׯ, ഒരു ഒآത് ആദّമായി a 
എറിയുകയാെണ׸ിൽ , ആ സംഭാവّത ഒآത് ഒഴിെകയുت ഒؗിന് ഒآത് എ േْതാകൾ ആണ് , തുടർ്ؗ b
ആറ് ഒഴിെകയുتത് എറിയുؗു , തുടർ്ؗ ഒരു േْതാ ഒآത് എറിയുؗു , ഈ േْപാബബിലിئി 8 ന് 9 മുതൽ 
31 വെര  36 മുതൽ 1 ൈബ 9 വെര അവർ അ؀ാമെ؋ േടണിൽ െഗയിം പൂർ؋ിയാׯിേയׯാം, 
നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ കണׯാׯാൻ കഴിയുؗ ആ സാധّത എ؂് മുതൽ ഒآത് വെരയും 31 ന് 36 
വീ؇ും 8 ന് 9 േല്31 ׯ ന് 36 ഉം ഒടുവിൽ 1 ൈബ 9 ഉം 1 ന് തുലّമാണ് 9 മുതൽ 8 വെര 31 മുതൽ 9 വെര 36 
സൂآർ؉ സ്കٔയർ , ഒരു െഗയിം വിചിْതമായ േടണിൽ മാْതേമ പൂർ؋ിയാൂׯ എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ 
മനشിലാׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ െഗയിം പൂർ؋ിയാׯാനുت ആെക സംഭാവّത 1 ൈബ 9 ؛സ് 1 
ൈബ 9 േല്8 ׯ ൈബ 9 േല്31 ׯ ഓൺ 36 ؛സ് 1 ആണ്.  9- ൽ 8-ൽ 9- ൽ 31-ൽ 36-ൽ 36-ൽ പൂർ؉ ചതുരം , 
1-9-ൽ 1- ഉം 8-ന്െറ 9-ൽ. സ്കٔയർ ؛സ് ഇത് പരിമിത േْശണിയിൽ , തി എ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം ഈ 
േْശണിയുെട ആെകു؋ക 1-ൽ 1 ൈമനസ് 8-ൽ 9-ൽ നി്ؗ മുؚ؋ിെയാؗിന് മുؚ؋ിെയാؗിന് 
തുലّമാണ്, ഒؗിന് ഒآത്-ന് ഒؗിൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് 248-ന് 300-ൽ 20 4 എؗത് 1-ന് 9-ൽ 1-ൽ 324-ൽ 1-ൽ 9-ൽ
248 324 ന് 1 ന് 9 േല്ׯ തുലّമാണ് 324 ന് 76 ന് തുലّമാണ് 36 ന് 76 ന് 9 ന് 19 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു 
െഗയിം ആരംഭി׺ാൽ െഗയിം പൂർ؋ിയാׯാനുت സാധّത 9 ന് 19 ആണ് അതിനാൽ നമു്ׯ 
എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും എ  െഗയിം ആരംഭി്׺, പൂർ؋ിയാׯിയാൽ , സമാനമായ രീതിയിൽ 10b 
മുതൽ 19 വെര േْപാബബിലിئി ഉ؇്, ഒരു െഗയിം പൂർ؋ിയാؗുׯതിേനാ അെ׸بിൽ ആദّ നീׯം b 
ആരംഭിുׯേآാൾ െഗയിം പൂർ؋ിയാؗുׯതിേനാ ഉت സാധّത നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം, ആ ഭാഗം b 
പൂർ؋ിയാׯാനുت ഒരു വّായാമമായി ഞാൻ ഇത് ഉേപײിുؗുׯ നമു്ׯ ഇേؚാൾ മെئാരു ْപٍ٠ം  
െചإാം, യുെട േْപാബബിലിئി പൂജّം േപായിന്റിന് തുലّമാണ് , യുെട േْപാബബിലിئി പൂജّ؋ിന് a b 
തുലّമാണ് , യുെട േْപാബബിലിئി 0.4 േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് , ഒരു ഇന്റർെസײന്െറ 0.8 c 
േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് എؗത് 0.19 േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്. എؗത് 0.2 ന് b ction c 
തുലّമാണ്, ഒരു യൂണിയൻ യൂണിയൻ എؗത് 0.09 ന് തുലّമാണ്, ഒരു യൂണിയൻ യൂണിയൻ b c b c 
എؗത് 0.75 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ, േْപാബബിലിئിയുെട ഏئവും കുറ؁തും കൂടിയതുമായ മൂലّം 
കെ؇ു؋ക ഇന്റർെസײൻ െസാലّൂഷൻ േْപാബബിലിئി ഒരു യൂണിയൻ യൂണിയൻ എ്ؗ b c b 
നമുׯറിയാം.  എؗത് ഒരു ؛സ് േْപാബബിലിئിയുെട ബി ؛സ്   േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്.  c 
േപായിന്റ് ഏഴ് അ؀് , അത് വّװമാണ്, അത് ഒؗിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ബി ؛സ് 
േْപാബബിലിئിയുെട േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമായ 0.75 കുറവ് ബി ؛സ് േْപാബബിലിئി ഒരു കവല c 
ൈമനസ് േْപാബബിലിئി ഇന്റർെസײൻ അത് വീ؇ും 1 അെ׸بിൽ 0.75 ന് തുലّമാണ്  പൂജّം b c , 
േപായിന്റിന് തുലّമായത് മൂ്ؗ ؛സ് പൂജّം േപായിന്റ് നാല് ؛സ് പൂജّം േപായിന്റ് എ؛ ؂്സ് പൂജّം 
േപായിന്റ് പൂജّം ഒآത് ൈമനസ് പൂജّം0.19 ൈമനസ് 0.2 ൈമനസ് ബി ഇന്റർെസײന്െറ 
േْപാബബിലിئി 1 ന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ 0.75  ബി ഇന്റർെസײൻ സിയുെട 1.2 ൈമനസ് 
േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് 1 ന് തുലّം അെ׸بിൽ ൈമനസ് 1 േْപാബബിലിئി്ׯ 
തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവ് ബി ഇന്റർെസײൻ സി ൈമനസ് 1.2 കുറവ് ൈമനസ് 0.75 ന് തുലّമാണ് 
അതിനാൽ 0.2 കുറവ് തുലّമാണ്   0.2 ഉം 0.45 ഉം ആണ് ഉ؋രം ശരി സുഹൃׯു؋െള ഞാനിേؚാൾ 
രസകരമായ ഒരു ْപٍ٠ം പരിഹരിׯെ؂ , എؗിവ ْകമരഹിതമായ പരീײണ؋ിന്െറ ര؇് a, b 
സംഭവ׹ളായിരിׯെ؂ , ഒരു യൂണിയൻ യുെട ഒരു സംഭാവّത ഒരു കവലയുെട 0.5 നും 2 നും b 
തുലّമാണ്. എؗത് 0.375 ന് തുലّവും 0.125 ന് തുലّവുമാണ്, അതിനാൽ  യ്്ׯ നിരവധി വّതُّ ٝb a 
സാധّതകൾ ഉ؇്  കൂടാെത മുകളിൽ പറ؁വെയ തൃلിٝെؚടുؗു؋ത് െ؛യിനിെല b 2d 
േമഖലയായിരിׯെ؂, അതായത് എؗത് േകാമ യ് ്ׯ തുലّമാണ്, ഇവിെട എؗത് യുെട s x y x a 
സാധّതയും എؗത് എؗതിന്െറ സംഭാവّതയും േമൽؚറ؁ വّവرകൾ y b 
തൃപ് തിെؚടുؗു؋തിനുت സാധّതയും  ന്െറ വിُീٝർ؉വും ചുئളവും കെ؇ു؋ക.  യൂണി്ئ s-
സ്കٔയർ 0 േകാമ 1 േْകാസ് 0 േകാമ 1 എؗതിൽ അട׹ിയിരിുؗുׯ എ്ؗ േചാദّ؋ിനുت ഉ؋രം s 
വّװമാണ്, അതിനാൽ ഡയْഗം വര׺ാൽ ഇത് 0 1 1 ആെണ്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഇതാണ് സ്കٔയർ s 
ഇതിൽ അട׹ിയിരിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഏരിയ കെ؇േ؋؇തു؇്. ന്െറ പരാമീئർ ഇേؚാൾ s 
നൽകിയിരിؗുׯത് ഒരു യൂണിയന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമായതിേനׯാൾ 0.5 കുറവ് ന് b 1 
തുലّമാണ്, കാരണം ഇത് വّװമാണ്, കാരണം എبാ സാധّതകളും 1 ന് തുലّമാണ്, കൂടാെത 0.125 
എؗത് ഒരു കവലയുെട േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാണ് കുറവ് 0.375 ന് b 
തുലّമായതിനാൽ 0.625 ഒരു യൂണിയൻ ബിയുെട േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമായതിേനׯാൾ കുറവാണ് b 
 ി ബി ഒരു േപായിന്റിന് തുലّമായ മൂ്ؗ ഇേؚാൾ ഒരു യൂണിയന്െറئസ് ഒരു കവലയുെട േْപാബബിലി؛
േْപാബബിലിئി ബി ؛സ് ഒരു ഇന്റർെസײന്െറ േْപാബബിലിئി  യുെട ؛സ് േْപാബബിലിئി്ׯ b 
തുലّമാണ് അതിനാൽ 1.375 ന് തുലّമായ ന്െറ ؛സ് േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമായ 0.625 കുറവ് b 
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അെ׸بിൽ ഇത് നമു്5 ׯ െകാ؇് 8 ആയി എഴുതാം .  എؗത് ഇതിന് തുലّമായത് 11 ന് 8 ആണ്, y 
അതിനാൽ ഇത് 5 െകാ؇് 8 ആെണؗും ഇത് 5 ആെണؗും  കരുതുക, ഇത് പതിെനാ്ؗ െകാ؇് എ؂് by 8 
ആെണؗും ഇത് പതിെനാ്ؗ െകാ؇് 8 ആെണؗും നമു്ׯ വര വരയ്ׯാം. അതിനാൽ ഈ s 
ْപേദശമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ വّതُّ ٝേപായിന്റുകൾ്ׯ േപര് നൽകാം, നമു്ׯ ഇതിെന എ്ؗ opq 
വിളിׯാം, ഈ വരിെയ എ്ؗ വിളിׯാം  , ഈ വരി ആെണؗും ഈ ൈലൻ അെ׸بിൽ mn xy s 
ആെണؗും കരുതുക, അതിനാൽ നൽകിയ േമഖലയാണ് അതിനാൽ നൽകിയ േമഖലയാണ് pxy s pxy 

അതിനാൽ ന്െറ ചുئളവ്  ആറ്  ൈലൻ െസഗ് െമന്റുകളുെട ആെകു؋ക എؓാണ് ഇവ ഇത് ْതീ rq  s 
ൈബ എ؂് , ْതീ ൈബ എ؂് ഇത് 3 ൈബ 8 , ഇതും 3 ൈബ 8 ഇതാണ് യുെട നീളം കണׯാׯാൻ നമു്ׯ xy 
ആവശّമായ ൈദർഘّ׹ൾ , ഞ׹ൾ കണׯാുׯം ന്െറ നീളം അതിനാൽ ന്െറ നീളം 5 pq pq x 8 
ചതുര؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാെണؗും 5 ചതുരം 2 ന്െറ 5  ചതുര؋ിന്െറ by 8 x 8 
വർ״മൂല؋ിന് തുലّമാണ് എؗത് ْശؑിുׯക.  ൈമനസ്  ൈബ  ഫുൾ സ് കٔയർ ؛സ്  ൈമനസ് 1 3 8 1 3 
ൈബ  ഫുൾ സ് കٔയർ, കാരണം ഈ േപായിന്റ്  ൈബ  േകാമ  ആണ്, ഈ േപായിന്റ ്  േകാമ  ൈബ 8 3 8 1 1 3 8
ആണ്  മുതൽ  ൈബ  വെരയുت സ് കٔയർ റൂ؂ിന് തുലّമാണ് റൂ؂് -ൽ -ൽ നി്ؗ - ന് തുലّമാണ്, 2 5 8 2 5 8
അതിനാൽ ഇത് 2 റൂ؂് 2-ൽ നി്ؗ 5-ന് 8 ؛സ് 3-ൽ 8- േല്4 ׯ- ന് തുലّമാണ്.   12 ൈബ 8 എؗത് 26.1 ൈബ 8 
ന് തുലّമാണ്, അത് ഏകേദശം 3.26 ആണ്, അതിനാൽ ഇത് നമു്ׯ കെ؇േ؋؇ െപഡിമീئർ നീളമാണ് s
ന്െറ വിُീٝർ؉ം, ഡയْഗാമിേല്ׯ േപായാൽ , ഈ ْതിേകാണ؋ിന്െറ വിُീٝർ؉ം നമു്ׯ കണׯാׯാം 
അതിനാൽ ഈ വിُീٝർ؉ം ന്െറ വിُീٝർ؉ം എ؂് സമചതുര ൈമനസ് പകുതിയിൽ പകുതി മുതൽ s 
പതിെനാ്ؗ വെരയാണ് അ؀് മുതൽ എ؂് സമചതുരം ൈമനസ് പകുതി മൂ്ؗ എ؂് ചതുരം ൈമനസ് 
പകുതി മൂ്ؗ എ؂് പൂർ؉ ചതുരം 1 ന് 2 േല്8 ׯ ചതുരം 64 11 ചതുരം 121 ൈമനസ് 5 ചതുരം 25 ൈമനസ് 3 
ചതുരം 9 ൈമനസ് 9 ആണ് 1 2 8 ന് തുലّമായ 78. 0.609 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ന്െറ s 
വിُീٝർ؉മാണ്, അതിനാൽ ഉ؋രം ചുئളവ് 3.26 വിُീٝർ؉ം തുലّമാണ് 0.609 ആണ് മെئാരു ْപٍ٠ം ഒരു 
റാൻഡം പരീײണ؋ിന്െറ ഈ സാآിൾ ഇടം 1 2 3 4 5 6 ആെണ്ؗ കരുതുക.  കഴിױ ؁ാشിൽ ഞാൻ 
േനരെ؋ പറ؁തുേപാെല ഓേരാ ഘടക؋ിനും തുലّമായ സാധّതയുെ؇׸ിൽ അതിനർ،ം ഈ 
ആറ് മൂലക׹ൾുׯം ഒേരേപാെല സംഭവിׯാനുت സാധّതയാണ്, അതായത് എؗിവ ര؇് a, b 
സٔതْؓ ഇവന്റുകളാെണ׸ിൽ , ْകമീകരി׺ േജാഡികളുെട എ؉ം േകാമ ആയി കണׯാുׯക. ബി b 
യുെട കാർഡിനാലിئി്ׯ തുലّമായ ഒ്ؗ കുറവ്, യുെട കാർഡിനാലിئി്ׯ തുലّമായതിനാൽ  , a 
സാآിൾ رല്؋ ആറ് ْപാഥമിക സംഭവ׹ൾ ഉെ؇്ؗ നി׹ൾ ْപٍ٠ം മനشിലാുׯെമ്ؗ ഞാൻ 
ْപതീײിുؗുׯ.  എؗിവ സٔതْؓമായതിനാൽ, അ؋രം എْത േജാഡികൾ സാധّമാെണ്ؗ ents a, b 
നമു്ׯ േനാׯണം, അതായത്, യുെട കാർഡിനാലിئി,  അത് എ׹െന പരിഹരിׯാം എؗതിന്െറ b 
കാർഡിനാലിئിേയׯാൾ കർശനമായി കുറയ്ׯാം , എؗിവ സٔതْؓമായിരിുׯം . ഒരു കവല a, b b 
ബി  ചിْതീകരണ؋ിന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ْപٍ٠ം പരിഹരിؗുׯതിന് മു്آ b 
എؗത് 1 േകാമ 2 ന് തുലّമാെണؗും േകാമ 2 േകാമ 3 ന് തുലّമാെണؗും പറയെ؂, അതിനാൽ a 1 b 
യുെട േْപാബബിലിئി തുലّമാണ് യുെട മൂ്ؗ േْപാബബിലിئി പകുതി്ׯ തുലّമാണ്, ഒരു a 
ഇന്റർെസײന്െറ േْപാബബിലിئി 1 േകാമയുെട േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് 2 1 ന്െറ 3 ന് b 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു കവല എؗത് ആകാനുت സാധّതയ്്ׯ തുലّമب,  അതിനാൽ ഈ b a 
സാഹചരّ؋ിൽ എؗിവ സٔതْؓമب, എؗാൽ എؗത് 1 മുതൽ വെര തുലّമാണ്, ഒരു േകാമ a, b b a 
മൂ്ؗ േകാമയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ യുെട സംഭാവّത പഴയത് േപാെല യുെട ഒരു സാധّത b a 
പകുതി്ׯ തുലّമാണ്. ഒരു കവല യുെട സംഭാവّത സിംഗിൾടൺ 1 ന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ b 
തുലّമാണ് 1 ന് 6 ന് തുലّമാണ് അതിനാൽ േْപാബബിലിئി ഒരു ഇന്റർെസײൻ എؗത് യുെട b b 
േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗിവ സٔതْؓവും യുെട കാർഡിനാലിئിയും a, b b 
ആയിരിുׯേآാൾ ഇത് സംഭവിുؗുׯ അ؋രം എْത േജാഡികൾ സാധّമാണ് എؗതിന്െറ 
കാർഡിനാലിئിേയׯാൾ കുറവാണ്,  അത് ഒരു കവല യുെട കാർഡിനാലിئി ന് തുലّമാെണ്ؗ b x 
കരുതുക, അതിനാൽ ഒരു കവല യുെട സാധّത ന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ യുെട േْപാബബിലിئി b x a 
ഹരി׺തിന്െറ കാർഡിനാലിئി്ׯ തുലّമാണ് ആറ് , യുെട സംഭാവّത യുെട കാർഡിനാലിئി്ׯ b b 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ എؗത് യുെട കാർഡിനാലിئി്6 ׯ െകാ؇് 6 െകാ؇് യുെട x a b 
കാർഡിനാലിئി്ׯ തുലّമാണ്.   യുെട കാർഡിനാലിئി ആറിൻെറ ഗുണിതമാണ്, അതിനാൽ യുെട a a 
കാർഡിനാലിئി ആറിന് തുലّമാെണ׸ിൽ യുെട കാർഡിനാലിئി 1 2 3 4 അെ׸بിൽ 5 b tha 
ആയിരിׯാം.  ആണ് പൂർ؉മായ െസ്ئ എؗാൽ നأൾ ഏെത׸ിലും ഉപഗണം t a b to b 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, അ؋രം എْത സാധّതകൾ ഉ؇്, വലുؚം ഒؗാകാം, അത് ആറ് ആയി െചإാം b 

ഒരു തര؋ിൽ വലുؚം ര؇് ആകാം, 6 ൽ െചإാൻ കഴിയും  വഴികൾ സമാനമായി 6 ؛സ് 6 c b c 2 c 3 
ഫാക് േടാറിയൽ c 4 സ് ഫാക് േടാറിയൽ  ന് തുലّമാണ്  .  ഫാക് േടാറിയൽ അ؀്؛  സ്  എؗത്؛  6 c 5 6 6

ഒؗിേല്ׯ തുലّമാണ് ആറ് ؛സ് 15 ؛സ് 20 ؛സ് 15 ؛സ് 6 എؗത് 62 വഴികൾ്ׯ തുലّമാണ് ഇേؚാൾ a 
യുെട കാർഡിനാലിئി 4 ന് തുലّമാെണ׸ിൽ യുെട കാർഡിനാലിئി അ؀് ആയിരിׯിب, കാരണം 4 b 
മുതൽ 3 വെര 3 ആയിരിׯണം 12 ആണ്, അത് 6 ന്െറ ഗുണിതമാണ്, ഒരു ഇന്റർെസײന്െറ 
കാർഡിനാലിئി 2 ആയിരിׯണം, കാരണം അത് 6 ആയിരിׯണം, അതായത് 12 ആണ്, അതിനാൽ x x 
എؗത് 2 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ സാധّമായ സؕർഭ׹ളിൽ നമു്ׯ ആറ് നാല് ഘടക׹ളിൽ നി്ؗ 
തിരെ؁ടുׯാം .  ഈ നാലിൽ നി്ؗ ആറ് സി നാല് വഴികൾ നാല് സി ര؇് വഴികളിൽ രെ؇؉ം i 
തിരെ؁ടുׯാം, േശഷിؗുׯ ര؇ിൽ നി്ؗ ബി്ׯ ഒ്ؗ തിരെ؁ടുׯാം , അത് ര؇് സി ഒരു 
വഴിയാണ്, അതിനാൽ ഉ؋രം പതിന؀് ആറിേല്ׯ ര؇ിേല്ׯ എؗത് നൂئി എൺപതിന് തുലّമാണ്, 
ഇേؚാൾ യുെട കാർഡിനാലിئി മൂ്ؗ തുടർ്ؗ കാർഡിനാലിئി്ׯ തുലّമാണ്  യുെട ര؇് a b 
ആയിരിׯണം , ഒരു കവല ഒരു മൂലകം മാْതേമ ഉ؇ായിരിൂׯ, അതിനാൽ വഴികളുെട എ؉ം 6 b c 3- 
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േല്3 ׯ േല്3 ׯ ൽ  ബാׯിയു3 ت-ൽ നأൾ 1 തിരെ؁ടുുؗുׯ, എؗതിന് തുലّമാണ്c 1- c - 1- b 
20-ൽ നി്ؗ 3- ൽ 3 എؗത് 180-ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ  യുെട കാർഡിനാലിئി ഒؗിെനׯാൾ വലുതുംb 

എؗിവയിെല കാർഡിനാലിئിേയׯാൾ കർശനമായി കുറവുമാണ്. സٔതْؓമാണ് എؗത് 62 നും a, b 
180 നും 180 നും തുലّമാണ് 422 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഉ؋രം ശരി സുഹൃׯു؋െള, ഞ׹ൾ 
സംഭാവّതെയുׯറിتു׺ നിരവധി തْْؓപധാനമായ ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിു׺, ഇേؚാൾ മുേؗാ؂് 
േപാകാനുت സമയമാണിത് , ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ േസാപാധിക സാധّതയുت മെئാരു അധّായം 
ആരംഭിുׯം എؗിവ സٔതْؓമبാ؋ ര؇് സംഭവ׹ളാെണ്ؗ കരുതുക, a, b 
അ׹െനെയ׸ിൽ യുെട സംഭവേമാ സംഭവിׯാ؋േതാ ഒരു സംഭവെ؋േയാ b 
സംഭവിׯാ؋തിെനേയാ സٔാധീനിേׯ׺ാം,  അതിനാൽ സംഭവി׺തിന്െറ സംഭാവّത യുെട b a 
സംഭാവّതയിൽ നി്ؗ വّതُّമٝായിരിുׯം. ബി സംഭവിؗുׯതിെന കുറി്׺ അറിവിبാെത ഇത് 
േസാപാധികമായ സംഭാവّതയുെട അടിرാന തٔ؋ചിؓയാണ്, അതിനാൽ  ഒരു െഫയർ ൈഡ 
േറാളിംഗ് പരിഗണിുׯക , അതിനാൽ ഒؗിന്െറ സാധّത ര؇് േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്, അതിനാൽ
ര؇ിന്െറ േْപാബബിലിئി ഒؗിന് ആറിന് തുലّമാണ് അതിനാൽ ര؇് സംഭവി׺ സംഭവവും ഒരു a b 
ഇര؂ സംഖّ സംഭവി׺ സംഭവവും ആകെ؂, അതിനാൽ സംഭവി׺തായി അറിയാെമ׸ിൽ യുെട b a 
സംഭാവّത 2 4 അെ׸بിൽ 6 ൽ 1 സംഭവി׺തിനാൽ 2 ന്െറ സാധّതയ്്ׯ തുലّമാണ്. 2 നൽകിയിت؂ു 
ഇര؂ സംഖّയുെട സംഭാവّത 1 ൈബ 3 ന് തുലّമാണ്, കാരണം ഇത് ഈ മൂؗിൽ ഓേരാؗിനും തുലّമാണ്
അതിനാൽ , ബി സംഭവി׺തായി അറിയാെത നأൾ േനരെ؋ ഉ؇ായിരുؗതിൽ നി്ؗ മൂؗിന് ഒؗായി 
ഇത് വّതُّമٝാണ്, അതിനാൽ ഇത് േസാപാധിക സാധّതയുെട അടിرാനമാണ്, നൽകിയിരിؗുׯ 
ബിയുെട സംഭാവّത ഒരു കവല ബി േْപാബബിലിئി െകാ؇് ഹരിؗുׯതിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ 
എ׹െന ലഭിുׯം. അതിനാൽ മുകളിൽ പറ؁ സാഹചരّ؋ിൽ ഒരു കവല എؗത് സിംഗിൾടൺ b b 
2 ന് തുലّമാണ്, എؗത് 2 അെ׸بിൽ 4 അെ׸بിൽ 6 ന്െറ സംഭവ؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ b 
തؗിരിؗുׯ യുെട േْപാബബിലിئി 2 ന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ് 2 അെ׸بിൽ 4 അെ׸بിൽ 6b 
ന്െറ േْപാബബിലിئി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 1 െകാ؇് 6 എؗത് പകുതി െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 1 െകാ؇് 3 ന് 
തുലّമാണ്, അത് നമു്ׯ ലഭി׺ േസാപാധിക േْപാബബിലിئിയുെട അടിرാന അറിവാണ്, േസാപാധിക 
േْപാബബിലിئി എؗ ആശയം ഉൾെؚടുؗ ഒരു ْപٍ٠ം ഞാൻ െചإെ؂, അതിനാൽ ْപٍ٠ം 
ഇനിؚറയുؗതാണ് 12 ചുവؗ പؓുകൾ അട׹ിയ ഒരു ബാഗ് പരിഗണിുׯക കൂടാെത എ؂് പ׺ പؓുകൾ
ഞ׹ൾ മൂ്ؗ പؓുകൾ മാئിرാപിׯാെത തുടർ׺യായി പുറെ؋ടുുؗുׯ , ഈ ര؇ാമെ؋ പ്ؓ ْഗീൻ 
ഗിവ് ആെണؗതിന്െറ േസാപാധിക സംഭാവّത അറിയാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക. en 
ആദّ പ്ؓ ചുവؚാണ്, അതിനാൽ ഈ ْപശ് ന׹ൾ എ׹െന പരിഹരിׯാം  എؗത് ആദّ പ്ؓ r1
വായിؗുׯ ഇവന്റും ര؇ാമെ؋ പ്ؓ പ׺യായ സംഭവവും ആകെ؂,  അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ g2 
ْപാരംഭ േകാൺഫിഗേറഷൻ നൽകിയിരിؗുׯ ടു ന്െറ േْപാബബിലിئി േനാുׯകയാണ്. 12 ചുവؗ g r 
പؓുകളും 8 പ׺ േബാളുകളും ആയതിനാൽ ആദّേ؋ത് ചുവؚാെണ്ؗ കരുതുക, ആദّ പ്ؓ 
പുറെ؋ടു؋തിന് േശഷം ബാഗിന്െറ േകാൺഫിഗേറഷൻ പതിെനാؗും എ؂് പ׺യും ആയിരിുׯം 
എ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനشിലാകും, ഞ׹ൾ പْؓ؇് േകാമ എ؂് ഉപേയാഗി്׺ ആരംഭി׺ത് 12 ആണ്  ചുവؗ 
പؓുകളുെട എ؉ം, 8 എؗത് ْഗീൻ േബാളുകളുെട എ؉മാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ g 2 
സംഭവിുׯകയാെണ׸ിൽ േകാൺഫിഗേറഷൻ പതിെനാ്ؗ േകാമ ആകും, അതിനാൽ േْപാബബിലിئി g 
ര؇് നൽകിയിരിുؗുׯ ഒ്ؗ എؗത് െമാ؋ം പെ؋ാൻപതുകളിൽ നി്ؗ പ׺ േബാളുകളിൽ ഒ്ؗ r 
തിരെ؁ടുؗുׯതിന് തുലّമാണ് േബാളുകൾ അതിനാൽ അത് പെ؋ാآതിൽ എ؂് ആയിരിുׯം  , 
നൽകിയിരിؗുׯ യുെട േْപാബബിലിئി യുെട േْപാബബിലിئി്ׯ േമൽ ഒരു ഇന്റർെസײൻ d b b 
ന്െറ േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ  ഞ׹ൾׯറിയാം അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു കവലയുെട ca  n 
േْപാബബിലിئി ആയി എഴുതുക എؗത് തؗിരിؗുׯ യുെട േْപാബബിലിئി െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ b b b 
യുെട േْപാബബിലിئി്ׯ തുലّമാണ്  , അത് ഈ ْപശ് ന؋ിനുتതാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത്  ന്െറ r 1
േْപാബബിലിئിയായും എؗത് നൽകിയ ഒؗിന്െറ ഗുണി്ׯ തുലّമായും എഴുതാം. ന്െറ g 2 g 2 r r 
സംഭാവّതയനുസരി്׺ ഒ്ؗ ആദّേ؋തിന് തുലّമാണ് 19-ന് എ؂് , ഈ പദം എؗത് നി׹ൾ pr1 
തിരെ؁ടു20 ؗുׯ പؓുകളിൽ ആദّ പ്ؓ ചുവ്ؚ നിറമാകാനുت സാധّതയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതായത്
നി׹ൾ തിരെ؁ടു20 ؗുׯ പؓുകളിൽ ഏെത׸ിലും 12-ൽ 20- ന് 12 ആണ്. 8 ന് 19 ന് തുലّമായി 3 ന് 5 
െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ന്െറയും ന്െറയും സംയുװ സംഭവം നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് എ׹െനയാണ് r 1 g 2 
അതിന്െറ സംഭാവّത ഇേؚാൾ ര؇ാമെ؋ ْപٍ٠ം എ്ؗ കരുതുക  , ആദّെ؋ ര؇് പ്ؓ ര؇് േْഡാ 
െചുإേآാൾ മൂؗാമെ؋ പ്ؓ പ׺യാകാനുت സാധّത എْതയാണ് വര׺ പؓുകൾ ഒേര 
നിറ؋ിലുتതാണ്, അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ വّവر ഒരു പ്ؓ വര׺തും ശരി വര׺ പ്ؓ ഒേര 
നിറവുമാണ് , അത് ര؇ും ചുവ്ؚ അെ׸بിൽ ര؇ും പ׺യാണ് , അതായത് യുെട സംഭാവّത 3 g 
നൽകിയിരി؛ ുؗുׯസ് ന്െറ േْപാബബിലിئി നൽകി , ഒരുപേײ ഈ r 1 r 2 g 3 g 1 g 2 
െനാേ؂ഷൻ എؓാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ മനസിലാׯാൻ കഴിയും ഒ്ؗ ആദّം വര׺ പ്ؓ r 
ചുവ്ؚ ര؇് വര׺ ര؇ാമെ؋ പ്ؓ ചുവؚും അതുേപാെല ْതീ ജി ഒ്ؗ  ര؇് പ׺ നിറേ؋ാട് r g g 
േയാജിുؗുׯ, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ സാഹചരّമു؇്, ഒؗിന് േശഷം പْؓ؇് േകാമ എ؂്, ന് േശഷം r r2 
11 േകാമ 8 േല്ׯ വരുؗു, ഞ׹ൾ 10 േകാമ 8 ലും ലും വരുؗു, ആദّേ؋ത് ആെണ׸ിൽ 10 േകാമ 7 g3 
േല്ׯ വരും .  പ׺ പിെؗ നأൾ 12 േകാമയിേല്ׯ വരുؗു 7 െസׯൻഡ് ഒ്ؗ പ׺യാണ്, പിെؗ നأൾ 12 
േകാമ സി٧عിൽ വരുؗു, തുടർ്ؗ നأൾ ْതീയിേല്ׯ വരുؗു , അത് പْؓ؇് േകാമ അ؀് ആകും, g 
അതിനാൽ ഈ സാധّത എؓാണ്, ചുവؗ പ്ؓ വരയ്ؗുׯതിന് 12-ൽ 20 ആണ്. വീ؇ും ഒരു ചുവؗ 
പ്ؓ വരയ്ുؗുׯ, േْപാബബിലിئി പതിെനാؗിൽ പെ؋ാൻപത് ആണ് , ഇേؚാൾ േْപാബബിലിئി എ؂ിൽ 
പതിെന؂് ആെണ്ؗ ْഗീൻ േബാൾ വരയ്ുؗുׯ, സമാനമായ രീതിയിൽ ഈ േْപാബബിലിئി എ؂് മുതൽ 
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ഇരുപത് വെരയാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ പْؓ؇ും ഏഴും ഉ؇് അതിനാൽ പ׺ വരയ്ؗുׯത് 
േْപാബബിലിئിയാണ് ഏഴ് മുതൽ പെ؋ാൻപത് , തുടർ്ؗ ഒരു പ׺ വരയ്ുׯക, േْപാബബിലിئി 6-ൽ 80 
ആകും, അതിനാൽ ന്െറ േْപാബബിലിئി നൽകിയിരിؗുׯത് അെ׸بിൽ ഇവ g 3 r 1 r 2 g 1 g 2 
പരُ١രവിരുؑമായ സംഭവ׹ളാെണ്ؗ ْശؑിുׯക, ഇവ 12-ൽ 20- െന 11-ൽ 19-െന ഗുണി׺ാൽ 
ഗുണി׺ാൽ 12-ന് തുലّമാണ് 8-ൽ 18-ൽ നി്ؗ 8-ൽ നി്ؗ ഇരുപത് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, ഏഴിൽ നി്ؗ 
പെ؋ാൻപത് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, പതിെന؂ിൽ നി്ؗ, 12-ൽ നി്ؗ 88-ൽ നി്ؗ 8-ൽ നി്ؗ 42- െന 20-ൽ 
നി്ؗ 19-ൽ നി്ؗ 18-ൽ ഹരി׺ാൽ, 8-ന്െറ 8 മട്׹, ഇത് പതിെനാؗിൽ നി്ؗ പْؓ؇ിൽ നി്ؗ , നൂറിന് 
തുലّമാണ്. മുؚ؋ിര؇ും നാ؋١يിര؇ും 20ൽ നി്ؗ 19 ആׯി 18 ആയി ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ഇത് 4 
െകാ؇് റؐാׯാം, അതിനാൽ നമു്2 ׯ ഉം 5 ഉം ഉ؇്, ഇത് 9 ആയതിനാൽ ഇത് റؐാׯാം, അതിനാൽ i 
നമു്174 ׯ-ൽ 19- ൽ ഒآത് ആׯി അ؀്-ൽ നി്ؗ ഇത് റؐാׯാം.  മൂ്ؗ എؗാൽ ശരി ഞാൻ ഇത് െചإെ؂ 
ഇത് 58 ആണ് ഇത് നമു്3 ׯ നൽകുؗു, അതിനാൽ നമു്58 ׯ-ൽ 19-ൽ നി്ؗ 15-ൽ നി്ؗ 15-ൽ ലഭിുׯം, 
ശരി സുഹൃേ؋ , അടുױ ؋ാشിൽ ഞാൻ ഇ്ؗ ഇവിെട നിർുؗു؋, േസാപാധികമായ സംഭാവّതേയാെട
ഞാൻ തുടരും, കൂടാെത നിരവധി ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിുׯകയും െചുإം. ഞാൻ ഇേത ْപശ് ന؋ിൽ 
നിؗാണ് ആരംഭിؗുׯത്, കൂടുതൽ ْപധാനെؚ؂ ചില ഫല׹ൾ ഞാൻ കാണിുׯം, ശരി 
സുഹൃׯു؋േള, വളെര നؕി 
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