
छ࡯ࣃ ࠹బऱߦऴ ࠹ߦ ంۃ ࣊ష޳࢑ ڕ ߤङ छࣃ ߘबలࡏ గޒంచంڡߧܼ ࠪ ,ݟ సం࠙వङ త మ࠾ࡍ ఇ޴ ۨవࡍ  iit 
తరగࡵ ࡹޒకऐ ࡛ నంబ࡛ ݀, ࡓ ڕࠬ ࠭࠲ంࡏ߷ ݡघ  ߘ࡮
అం޴ంۧ࠭ ڒబܽद ߖ࢐ܽ ఒకܽ ࡏڷफڕࣆۯం޳ం, అ࢑  ఒښ బంࡹޔऱ  ఉం݄ ߖ࢐ܽ ఉంۧڡࠈ ࡯झ  లࡹ ఏ k 
߭݃द 
ओߩఅ ,޶ఉండ ڴࢁڣ  ݡ
ధङࣃ మࡃङ  ఏࡌओ టऱ సంఖङ పङࡐࣃ ݡ࠮ మన వదभ ڕహరణ޳న࣒ 1, ఉ࠳ న࣒ 1࠳   బంޔలࡓ ߘంݡ n ck 
߭݃दࡹऱ  ఉంۨޙ, 
ఏ ߭݃द ڴࢁڣ ఉండ޶, అߩओ ठࡌࠪ ݡంࡓ ݡ ऒߕఉ ࡱ  ݡంࡓ ࡹండవ ߭݃दࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡹదܽ ߭݃द࠴ ࠼
घࡏ߷ ండవࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡹండవ ߭݃दࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ࡹదܽ ߭݃द࠴ ޳ࡶ  ࡮
ఒ࢑ ښధ࠳న ࣊టߵ మ࠾ࡍ ߭݃दࡹऱ  ఒ࢑ ښధ࠳న బంࡹޔऱ  ఉంచబޔݡం޴ , అం݄ ߖڜऒ  ߭݃दࡱ k 
ఉండవ۪ऐ ڴࢁڣ  
ధङࣃ మࡃङ  ఏࡌओ టऱ సంఖङ   ప ऱ࣒  బܽद n k ckڒ ࡱद݃߭ ݡంࡓ ࡱޔబం ݡ࠮ హరణ޳న࣒ 1 ఉ࠳ న࣒ 1࠳ 
ధङࣃ మࡃङ  ఏࡌओ ऱܿ 0 3 1 2 2 1 మړ4 0 3 ࠾ࡍ సࠪనం మ࠾ࡍ మన3 ڕ ఉߕऒ ప  ࠼ ऱ࣒ న࣒࠳ 2 ࣄ న࣒ 1࠳ 2 
1 సࠪనం 4 ړڷࡱߕ 1 ࣄ సࠪనం ڒబܽद ࠬݟࣄ ࠪڒ ࠉ ࠪڒ ࡏ మ࠾ࡍ ఇ అߝ ఐ޶ సంఖङ లߘ ఎߖऒ  
వ۪ऐڝఎం۪ ڴࡱ߄࢑ ఒకए ޒబܽद ऴపڒ  ܽ 0 మ࠾ࡍ పऱ࣒ ప ࠉ  ऱ࣒ एڕకం݄ ఎ ࣄ  వڴ ఉంܿం޴  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  d e 
ओߩసࠪనం, అ ړ20 ధङࣃ ݡ మࡃङ  పࢲࡍए ల సంఖङࡌ అర ڴࠈ ࡏࠬ  बం ڝࣆۯగڵ࡯న ऱܿڴ అ࠳ 20 ޴న࣒ 1 5 ࣄ 
 సࠪనం ړ4 ࣄ న࣒ 1 19࠳
అݟࣄ ࠪڒ ࠉ ࠪڒ ޙ࠼ మ࠾ࡍ ఇ కం݄ ఎڕए వ  0ړ సࠪనం అߩओ ధङࣃ ݡ మࡃङ  పࢲࡍए ల సంఖङࡌ  20 ప ऱ࣒
छࡔ࢘ మనం 20 ࡹ޳ం߰ ࡮ఎ ߖߖ޳ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ4 ࣄ న࣒ 1 24࠳ 5 ࣄ న࣒ 1࠳ 5  ࡮ښఒ ࡱޔబం 20 ࡏ
ఉߕऒ య࢑࠙ ߖంచవ۪ऐ దగ ߕ ޳ࡶ  ठర 1 ఉందۮ ߖపओ వ۪ऐ  ߖ࢐ܽ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ڕऱ వరࡏࣃ 20 ݟంߘ 1 1 
ఐ޶ కం࡛ߦ द ࠱ం࢑ ڴࡱ ݋భࣆ܊फߕऒ छ޳ యడంڶ ߘफలڕంۨన అܿవంܽ పంࡍ࢑వ ࡹޒగత తరగ ߘߝ , ࠭  ,  ࡌ
ఒక ࡍߖ भషद ߭݃दߖࡹ ఈ ࠴తफం ࠴తफం ࠬڕ సంబం߅త సంఖङ ऒߕతफం 20 ఉ࠴ కం݄޶ఎం , ޴फంࣆఇ ߘ .࠼
 20 ఉం࡯ݞ మࡹ࢐ܽ ࠾ࡍ ऴపޒ ఒకए పओۮ ߖఅ ࡏࠬ ܽ వ۪ऐ   అత޴ߖ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అޔ࢓ం޴ t b e 
ऒߖޑऴࣇ ߯ బܽदڒ  ఉపڵࡆంۨ మనం ఈ సమసङ లߘ పࡍషए అకए ߖంచగలమࡍ డ మనం అర बం ڝࣆۯవ۪ऐ  , 
ఇߩओ న సమసङ࠳ం కషदۮంڜ ݡ भ޳࡯ࢣࡍప ߘ ం ڒబܽद ࠬࡏ ఐ޶ సంఖङ లߘ ఎߖऒ వ۪ऐڝఎం۪ ڴࡱ߄࢑   n  1

మ࠾ࡍ అం݄ అߖऒ ంܽ0 ړ కం݄ ఎڕए వ అߘ 1 ޴ߝంړ5 ݟ సࠪనం మ࠾ࡍ n 2 n 3 n 4 n 5 ni n 1 
కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ మ࠾ࡍ అ޴ ఐ޶ మڴࣄ ࠾ࡍघ  కం݄ n 2 n 3 n 4 n nii 
తڕए వ  ఒకܽ ߘంݟ ఐړ޶ సࠪనం ఇర࢙ړ సࠪనం ڒబܽद ఈ సమసङ నऒࠚ ڴभ޴ڜ  ంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠬࡏ 
అర बం ڝࣆۯగ࡮ڼ࡯ ఇకए డ ࣆ۫ ࠭࠲फߕऒ సంఖङ ޶తफం ఐ࠴ ࠭ छࡔ࢘ ࡱ అం݄ ఒక సంఖङ ࡯ݞఉం ڴࡏ  ߘ
एڕ0 కం݄ ఎ అ࢑ ࠭ࡶయۯ వృతంࡌనߩ వ మ࠴ ࢐ܽ ࠾ࡍతफం  20.
బܽद సమసङڒ  అర ߘ बం ڕࣆۯం޳ం ఒక ࣃధङ एࢲࡍన ప࠳ రం ఒకܽ ࡓం4 ݡ࠮ ݡ మ10 ࠾ࡍ ఇ޴ 
ధङࣃ మࡃङ  పࢲࡍए రం ఎం޶కం݄ ࠴తफం 5 ࠚ࢑నऒ ంڴ ఉంܼߩ 4  ߗڒ ࠼నࡌవృతం అ࠼నం޶న 1 2 4 4 9 
పࢲࡍए రం ڒ ޶ڒబܽद సమసङ  సओ షदంڴ ఉందߘߝ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ షएࡍప ࠭࠲ బܽदڒ ڕవదभ ࠬ  ߘ  i ړߖݞంచࡍ
भࡿࢗ ం  ࣍ࡲङ షߤ గమߖంచంݟ, t 

ధङࣃ ړ1 మࡃङ  అޒ ۨనऒ  కం݄ n n 2 n 2 n޶ఎం ,࢓ڒ కం݄ అ࢑޶సࠪనం ఎం ړసࠪనం, 2 ړ 1 ړ వࡱ࢑ 
ఒకܽ ࡓంݡ కం݄ ۨనऒ దߖ మనڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఐړ޶ n n 
ఇ޴ సࠪనం ఐڒ ޶బܽद మనం ఐڜ ޶తफ ࢘ࡍయࡽࠋझ  మ࠾ࡍ లߘ ఈ ऴړం޴ x 1 x 2 x 3 x 4 x 5 
࢑ధంߖ ڴరछ भ޳ۨ ం  ࠳న࣒ 4 ړ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ 5ړ సࠪనం ڒబܽद ऴపޒ కం݄ n 4 x 5 n 5 xi 0 
ఎڕए వ మ࠾ࡍ తڕए వ కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ ڷࡱߕ కం݄ తڕए వ మ࠾ࡍ x 1 x 2 x 3 x 
అంతకం݄ తڕए వ ఐړ޶ సࠪనం ڒబܽद ఐ޶ x 
సంఖङ వడం సమసङڝఎం۪ ߘల ࠾ࡍమ ࡱ  అޔ࢓ం޴, అం݄ అߗऒ  0 కం݄ x 1 x 2 x 3 x 4 x 5 
ఎڕए వ మ࠾ࡍ  పऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం ࠳న࣒ 1 ప ऱ࣒ న࣒ 2 ప࠳  ऱ࣒  x 1 x 2 x 3 x 4 x 5 n 1 n 2 n 
న࣒ 3 ప࠳ 3 ऱ࣒ న࣒ 4 ప࠳  ऱ࣒ घڴࣄ న࣒ 5࠳ న࣒࠳  న࣒ 1 n 4 n 3 n 5 nii࠳ సࠪనం ړ5 ݟంߘ సࠪనం 1 ړ 
 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   ప ऱ࣒   అ࠳  ޴ߝన࣒  ఈకछ 2 ړ ࡽ 3 4 5 20 15 5.
ంచవ۪ऐࠚరంߦऴ ڴ࢑ధం ޴ంړబܽद మనం ఈ ऴڒ   ఒకܽ ࡓంڷࡱߕ ݡ࠮ ݡ ఐ࠴ ࢐ܽ ޶తफం x x x x x 
ఐ޶ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఒక ࣃధङ ం పࢲࡍए రం ߕࣆऒ ऒߕࣆ   ऒߕࣆ   మ࠾ࡍ ఐ޶ ఇ޴ మనڕ పࢲࡍए ऒߖࡌ  
ఇࣆफం4 3 2 1 ޴ మ10 ࠾ࡍ త޶ప0 0 ޴ࡍ 
एࢲࡍప ڕమన ޴బܽद ఇڒ 4 1 0 ऒߖࡌ  ఇࣆफం5 3 2 1 ޴ మ9 ࠾ࡍ.
एࢲࡍప ڕబܽद మనڒ 3 2 0 0 0  రం లࣆࠚफం6 3 2 1 ޴ మ8 ࠾ࡍ 

ڵత ݟంߘ ठంۨ 4ړ ఇవछ  బܽद మనం x 5 xڒ ࠭ࡶ
ఇకए డ ఒకߖ޳ऒ  ఉంۧ࠭ ڒబܽद ڷࡱߕ ۨనऒ ఇకए ڕబܽद మనڒ ޴ంޔ࢓వ 1 అࡱ࢑  డ 3 ࠫ࡯ڵ ఉం޴ x 
మ࠾ࡍ అం޶వలऱ మనం పࢲࡍए రం  5 4 2 1 ݋ڻ మ8 ࠾ࡍ త޶ప࠭࠲ 1 0 0 ޴ࡍ ఇకए డ ߘంߘ 1 ݟంݟ 
తڵ ठࣃफ ࠭ మߖߖ޳ ࠾ࡍ ఇకए డ కڒ ࠭ޑߩࡱబܽद మన2 2 ڕ వࣆफంڒ ޴బܽद పࢲࡍए రం 1 2 4 6 మ7 ࠾ࡍ.
 త࢐ࡏత మనం ఏࠫ ۯయగల࠵ ఇߩओ ऒߖ޵ మనం ݡ  తࣃۯ ࡏ࠻फ  x 3 ޴फంࣆవ 1 0 ڕబܽद మనڒ 1  ࠭
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एڕబܽद 1 కం݄ తڒ వ ఉండږడڒ ޶బܽद ۨనऒ फࣃऱ మనం ఒకܽ ఇࢁమ ڷࡱߕ వ ఒకܽࡱ࢑  ࠭ మ࠾ࡍ x 
फࣃఇ ࠭࠲ ࠭  ఇకए డ ࡓంڒ ݡబܽद అ޴ ఐ޶ అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ సంబం߅త పࢲࡍए రం ఒకܽ 5 ڷࡱߕ ݡ࠮ 
మ7 ࠾ࡍ మ࠾ࡍ ۨవరڕ మన1 1 1 1 ڕ మ1 ࠾ࡍ లࣃࠚफ एࢲࡍత ప߅సంబం ࠾ࡍమ ࠼ రం 2 3 4 5 మ࠾ࡍ 

 అߖ గమߖంచంݟ, అవߗऒ   వరڕ ఉంܼڒ ࠼బܽद సంఖङ ధङࣃ  మࡃङ  పࢲࡍए ऒړ݃ ࡏࠬ ݡఏ ࡹలࡌ 6 ߖ ڡ 20
అర बం ߕڕࣆۯऒ రߘߝ ߖ ఆࣆࢢफߕऒ పङࡐࣃ ࡮ۧ ߘߝ ޙ࠼అ ,ߘ  సమసङ షएࡍప ߘ फࣃࡍ ߖߖ޳ ࡏࠬ బܽदڒ ߘ
అర बం ڕࣆۯంܼڒ ࡏబܽद 
సంఖङ ڷࡱߕ ࡏࠬ ల1 ߘ కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ కం݄ తڕए వ మ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ ఎߖऒ  n 2 n 3 n 
రڴࡱڒ ఎం۪ڝవ۪ऐ  అ޴ߝ సమసङ .
  4 అం݄ అవߗऒ నऒࠚ࢑  ంڴ ఉంܼ࠼ అం݄ 0 కం݄ 9 ߭దभ࢑ అߖऒ ంܽ3 2 1 ߘߝ ړ మړ4 ࠾ࡍ సࠪనం 
మڴࣄ ࠾ࡍघ సమసङ ޴సࠪనం, అ ړ సࠪనం ړ  ݟంߘ  ߖ  రछߖ ߖ ߤబܽद మనం వڒ  ۨంۯ ࠭ం޶ i 1 4 16 x 
మࢁऱ 

 న࣒ 4 n 1 x 2 n 2 x 3 n 3 x 4 n 4࠳ సࠪనం ࠾ࡍన࣒ 3 మ࠳ న࣒ 2 సࠪనం࠳ న࣒ 1 సࠪనం࠳
एڕసࠪనం కం݄ ఎ ޒబܽद ऴపڒ వ 0 సࠪనం కం݄ తڕए వڴ ఉంܿం޴  కం݄ తڕए వ xi x 1 x 2 x 3 
కం݄ తڕए వ మڴࣄ ࠾ࡍघ  x 4 xi 16 ڴ࢑ధం ޴ంړబܽद మనం ఈ ऴڒ సࠪనం ړసࠪనం 6 ړన࣒ 10࠳ 
फࡿࢗ ࠭ మ࠾ࡍ మࢁच  మనం ࡮ۧ ߖ࢐ܽ ऴకమపదमࡹޒ ఉతओ फࣃۯ फޒ ࠭, మన0 6 0 0 0 ڕx 1 x 2 x 3 x 4 
0 1 5 0 0 0 2 4 0 0 3 3 0 1 1 4 0 1 2 3 వࣆफం2 2 1 1 3 1 1 1 ޴ మ࠾ࡍ మనం 0 2 2 2 ۯ ݞږయగలమߖ మనం 
۫డగల࠭  ڒబܽद మన9 8 7 6 5 4 3 2 1 ڕ వۨऐ ం޴.
కएࡅ బܽदڒ   అమࡍకߘ అం޴ంۨన ࠫޛघ ధङࣃ ޴ एࢲࡍన ప࠳ फࣃ࢘࡯޴వ ڕࠬ ߘߝ ߘలࡌ  x one x ߘ
࣊ ڷࡱߕ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ݡంࡓ ऱܿ ఒకܽ ࡓంݡ࠮ ݡ మڷࡱߕ ࠾ࡍ ఇߩओ  ఏࠫ x x n n n n ݡ
జޔڷࡏంڝࣆࡱޘ ޾వࡏࠬ ړߖݞ ऴపయޒऒ फࣃ ओߩఇ ,ࡏ ఒక సమసङ ݡ  ఏࠫటం݄ ఇࡍߪ ޴ फ ࣊݋ అڕࠬ ߖ 
ఎࣆࡱޘ ࡮, ఇࡏࠬ ޴ తߧओ ఉండవ۪ऐ ࠼߱ ऒߖڜ ࡹ࢐ܽ  छ޴ ࡏࠬ బܽदڒ  పద ޳ࣄम ంߖޑऒ  ఉపڵࡆంۨ ߖ޵ऒ
वసफ ࠪరࢡ తށగ ړߖݞయۯ ठం అవసరం ڒబܽद ࠬߖڜ ࡏऒ  త޶పࡍ ఉపߕङ  ߖంۧలۨࡹంۨ ఆࡍڷ ߖ޳ ࡹలࣃ
ऒߕంܿڕࡏڝ ߘߝ సమసङ ߘߝ ࠾ࡍమ ߘ फࣃۯ ߵక݄ ߘ నమघ ࡮ఎ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߘ కంڴ ఉంܼߘߝ ࡗ 
ऒߖఅ ߘޑߩ۫ ڕࠬ ధङࣃ  మࡃङ  ఏࡌओ టऱ܉ ߘऴగతफߕڕࣆ۫ ڴऒ  x 1 x 2 x 4 ࡍప޶బܽद తڒ ࠭
సమయంࡹ మనం ఇߩओ సం࠙వङ ݡ త߯ దృࢳद ߭డ࠭ޑ  అంతࡎ ऱన ऴపࡆగం ࠻దృۨऑ కంڴ ఉనऒ ओߩ  ݡ
సం࠙వङ ࠭࠲ త ࡍڷంۨ ࠪ ऱܼ డڒ , ࠭ޑబܽद నߕ࠮ ओ࣋ ࣒ ఒࣆࡱޘ ڴ࠲ మ࠭࠲ ࠾ࡍ గత తరగࡹޒ 
࢑వࡍంۨన ߖڜऒ దృۨऑ࠻  క ऴపڴࡆలߘ ప࣋࡯ࢣࡍफ, ఆ ऴపశऒ కएࡅ   సం࠙వङ తߘ మనం ړࡵए ంۧ࡯.
ऒߕफࣆ۫ యడంࡔࣄ࢑ ߘ ߤ࠼ڒ ࠭࠲   ం అڕߘం޳ం ఐࡏࣃ ޶ऱ 
తలల సం࠙వङ ݡంࡓ త ఏࠫ݇ ۫޳भ ం ޜ ޳ࡶకల సంఖङ కएࡅ   సం࠙వङ త ఎంత ऴప߄నం అۮ ߖపओ వ۪ऐ , 
అ࠭࠲ ڼ࡮ 
ङࠈ ఉనऒ ޜల ۃ  ऴపڕށ࠻ల సమసङ ࠪ ంۨࡍڷ  ऱܼ నݟ ऱܿ ࠬࡏڷ ڕफం݄ ࢗ ࠭࠲తకగల ߖڜऒ  సం࠙వङ త 
ఏࠫటం݄ 
ङࠈ , ల సంఖङڷ  స޳ࡶ ࡍ ऴపڕނ࠻ల సంఖङ పओۮ ߖఅ ࣄࠐ  డం ࠴దࡷనࡏࠬ ࢑ ఈ రక࠳న సమసङ లߘ 
ࢩ࢑ ऱ࣋ࢳ फ , ఇۨऐ న నߕ࠮ ओ࣋ ࣒ ఒࡅ ڴ࠲కए  ఉపసࠫߖޒ పࣆ࡯ࢣࡍफߕऒ మ࠭࠲ ߖ అర बం ߕڕࣆۯऒ ࠭.
  ఇ޴ మߖ޳ ࠭࠲ ࠾ࡍ సం࠙వङ తߘ కھߘనړߖݞ ऴపయޒऒ ऒߕफࣆ ఖङ࠭ ࡮ۧ ޴బܽद ఇڒ ࠭  ޴న࠳
మ࠾ࡍ గށత పరంߖߖ޵ ࠭࠲ ڴ ఈࢗం݋ అࣃࡱߧ ߖफ ࠭.
  ఒక ఈࢗం݋ మ࠾ࡍ ఈࢗం݋ అࢡ  ޴ߝంࡽߧ ओ࣋ ࣒ ఒࡅ ڴ࠲కए  ఉపసࠫޒ ఎంࡔࣄ࢑ ߤ࠼ڒ ڕ޶ సమసङ  ߘ
పࡍగణڕࣆޓ ړࡹంܼ࠭ మ࠾ࡍ మనం ఒక އߕం ࡏࣃ ݡ࠮ऱ ࣃ࢘ࡍࣄ࢑फ ࠭ మ࠭࠲ ࠾ࡍ తలల సంఖङ  ߘ
एړࡵ ڴࣄࠐ ంۧలڕߘంܿߕऒ ధङࣃ ޴ࠫߖఎ ࡹܽ࢒ ,࠭ మࡃङ  ఫࡱޑ࡯ ఉߕऒ య࠭ࢡ۫ ࠭࠲ ߖ.
 తలల సంఖङ ऒߕफࣆ۫ ڴࣄࠐ ߘ అం݄ తల సంఖङ ࡏ  ఒకܽ ఈ ऴړంࡌࠪ ޴ठ లۯ ࡹయవ۪ऐ  మ࠾ࡍ htttht 
tth 
మ࠾ࡍ తల సంఖङ కएࡅ ޒఉపసࠫ ࠾ࡍమ ࠭࠲ బܽदڒ ڴ࢑ధం అం݄ ఒక ݡ࠮   hhh httthttth 
సం࠙వङ తࣆ۫ ߘफߕऒ ࠭  సڒ ࡔబܽद ఇߩओ కएࡅ ݋ంࢗఒక ఈ ࡏࠬ ݡ  ࠙వనߘ అర बం ߕڕࣆۯऒ  hhh ࡏ
ऒߖڜ రछߖ  చࡱߕ 
ࡍڒ नࡅ ܾ࡯ߕకए  ఈ ఉపసࠫޔలߘ 
ऴߦథࠫక సంఘటనࡱ అࣃࡱߧ ߖफ  ޴ఇ ,ࡏ
ఒక వङ ړ फ ऴటయࡽ ఫߖޑ࡯ऒ  ऴߦథࠫక సంఘటన అࣃࡱߧ ߖफ  ߖݧ బܽद మనంڒ ,ࡏ
థࠫక సంఘటనల సంఖङߦऴ ޙࡍࣄ࢑  ఆࡏ.
 ఒకܽ ࡓంߘ ݡ࠮ ݡంݟ ఆࡏ వరڕ  ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ఎ࠱࡯ంటࡎ ఈࢗం݋ లݟږ ޜన 
ఈࢗంߘ ݋ స࠲घ ళనం ఈࢗం݋ ఉ޳హరణ అంܼࡏ  ఇ అڕߘం޳ం అ݋࣊ ޴ߝ d omega 1 2 3 4 5 6 7 
ఎࠫޛ ޴ࠫߖघ ऒߖఎ ޴  స࠲घ ళన సంఘటనࣃ ࡱధङ మڒ ࠼ޑ࢓బܽद ఒࡅ ڴ࠲కए ࡍڒ  नړ9 ܾ࡯ߕ సࠪనం ڒబܽद
ధङࣃ పవ࡛ 9 ݟంߘ 2 మࡃङ  ఉపసࠫࡱޔ ఉߕऒ నङࢥ ޴ߝఒకܽ అ ࡹܽ࢒ ,࠼  సࠫޒ మࠫޛ ࠾ࡍघ  phi ޴
ऴߦథࠫక సంఘటనڒ ࡱబܽद స࠲घ ళనం సంఘటనల సంఖङ ړశ ݟంߘ 2  फ࠳ 9 ړన࣒ 9 ప ऱ࣒  1 సࠪనం 512 ࠳న࣒ 
10 సࠪనం 502 ڒబܽद ۧ࡮ స࠲घ ళనం సంఘటనࣃ ࡱధङ ऒߖڜ ࠲  ఇతర ߖరछ చࡓ ࡱߕంݡ సంఘటనࡱ u 
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ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇ ࡓంۮ ݡపओ బݞन u 1 a 2 u 1 e 2 phi ߖݧ ఒక ޳ࡶ సࠪనం ړ ޴ߝఖండన ఖండన అ ࠼
 హరణ ఒకܽ e޳ఉ ݋࣊ ࢁڣ ࡔࣄ࢑
న సంఖङ࠳సࠪన ړ3  e 2 ޴ంޜ޶ం߰ ߘ
एڕకం݄ ఎ ڷࡱߕ వ సంఖङ నऒޔ޶ం߰ ߘ టऱߖܽ࢒ ࡏࠬ ޙ࠼ ۫డగలࡏ సంఘటనల ऴ࢑ ߖށࢩడ޵యంݟ , 

ఖండన వరڕ ఉనऒ  అߖऒ పరసओ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ړ ࠪڒ  ర ei ej  1 2 3 i j phi u 1 e 2 ek 
పओۮ ڴ޴న࠳షदࢢ࢑ బޔݡం޴ మړ ߘߝ ࠾ࡍ సࠪనం ڒనటऱޙ࠼ మࡖక ࠭ఖङ రछߖ న࠳ చనం j tw  o 
సంఘటనࡱ మ࠾ࡍ సछ తంऴతంۮ ڴపओ బޔݡనऒ టऱޙ࠼, ఖండన సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ a b b b 
సࠪనం అޙ࠼, ఇߩओ కएࡅ ݋ంࢗఒక ఈ ࡏࠬ ݡ  సం࠙వङ త ఏࠫܽ అߖ నߘऒ  అడగవ۪ऐ బܽद సం࠙వङڒ ,  త 
అ޴ߝ పవ࡛ ࣊ߘ ݋ంݟ ࠪङ ऴపశऒ ߖఅ ۃంߧ .
  ఒ1 0 2 ڴ࠲ 
అం݄ ఒࡅ ڴ࠲కए  ఉపసࠫޒ అࡅ ,ޙ࠼కए  అ޴ߝ ఈࢗంޜ ݋ అߘబం߅ంచబݟన సం࠙వङ త a a p a 
సంఖङ  అం݄ 0 కం݄ తڕए వ మړ1 ࠾ࡍ సࠪనం ఇకए డ ړంߖ ޴ సంతృߧफపࣆࡏफం޴ ఒࡅ ڴ࠲కए  p p p ap
ఒࡹ ڴ࠲ ఉనऒ  అߖऒ ంܽ0 ڔ కం݄ ఎڕए వ సࠪనం 1ړ సࠪనం మ࠾ࡍ పరసओ రం ऴపޙङ కం ޳ڒbp a1 a2 ak 
అߖ ۫డంݟ అߩओ కएࡅ ߤయߖ࠿ ఒక ݡ వङ ޴ߝఅ ߤయߖ࠿  ړ फగత ఈࢗంࡅ ݋కए  p a2 ak 
సం࠙వङ త߯ ڴࣄघ సం࠙వङ ڴరణం߄ࣃ బܽद ఇ࢑ڒ సࠪనం  1 2 ߘߝ సࠪనం ڕ తߘ గށంచܼړߖ k 
అߘమޒంۯ ऴߦథࠫక ߖరछ చࡱߕ,  ఇࡅ ޴కए  ఒڴ࠲ సం࠙వङ త ࡅకए  ఉపసࠫޒ, a 
ఇ޴ ఒࡅ ڴ࠲కए ࡍڒ  नڵ࠙ ޜܾ࡯ߕంచబݟన ࠮లڒల సంఖङ .޴ంޔݡంచబށగ ڴ
  ఉ޳హరణ࢑ ݧ ڕసరడం మ࠾ࡍ  సࡍ సంఖङ సం࠙వङ ޻ం߰ ߘ త 
కएࡅ ࡏఆ ڷࡱߕ 2 ࡍڒ  नܾ࡯ߕ అ޴ߝ ఒࡅ ڴ࠲కए ࡍڒ  नڵ࠙ ޜܾ࡯ߕంచబݟనޜݡ࠮ ޴ ఆࡏ సࠪనం, తల 
వۯऐ  సం࠙వङ త సړߖڴ సࠪనం అߖ అڕߘం޳ం  తల వۯऐ  సం࠙వङ త 

కం݄ 1 కం݄ తڕए వ ఉనऒ ओߩ  p ݡ
అߩओ సం࠙వङ ޻ం߰  ߘతలల ݡంࡓ ࡹల ࣒ܼ ݡ࠮  ఏࠫܽ ݡ త అ޴ߝ పࡍషए  అܿవంܽ ړߖݞంచࡍ
సం࠙వङ తߘ ఎ࡮ ߰ంࡹ޳ మనం ࠴దట ߖڜऒ  లࣾހలߘ అర बం ڕࣆۯం޳ం ڒబܽद 
߰గడफ ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए న࣒ సం࠙వङ࠳ 1  త సࠪనమߖ ۫పంݟ ఇ޴ 
ఒక ߖ࠿యߘ ߤంߖ ݟజం ڒంߧऱ࠱ం݋ ఒړڴ࠲ సࠪనం ڒబܽद 1 అ޴ߝ ఒڴ࠲ సం࠙వङ తڕ సࠪనం, ఒక a  
సం࠙వङ  ߤయߖ࠿ తڕ ఒక ڒంߧऱ࠱ం݋ సࠪనం.
 ఒక ߖވߕऒ  బܽद తలڒ సࠪనం ޜందడం߰ ߘకޜ గడफ߰ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖݞయడం ఒక తల ߰ంద࢘ࡍࣄ࢑ 
కएࡅ  సం࠙వङ త సࠪనంڴ ఉం݄  ߘంݟ అߩओ క సం࠙వङޜ ݡ త 1 ࠳న࣒ ړ సࠪనం, ఇߩओ al p p  ݡ
ऒߖݞంద߰ ߘతలల ݡంࡓ ࡹల ࣒ܼ ݡ࠮  పࡍగށంచంݟ, ఈ ఈࢗంߘ ݋ 
hht 
మ࠾ࡍ  hth 
కएࡅ  సం࠙వङ త మࡅ ࠾ࡍకए  సం࠙వङ త࢑ ڴభ܊ంచవ۪ऐ  ఇߩओ కएࡅ ݡ  సం࠙వङ త అం݄ thh hht 
సం࠙వङ త ఏࠫܽ ࠴దܽ ܼߘࣆ తల న࢘ړࡍయడం ࡓండవ ܼ࣒ తల మ࠮ ࠾ࡍడవ ܼ࣒ ޜకڴ ࠪరడం 
అం݄ ࠴దܽ ఇం ऱ݇  తల వۯऐ  సం࠙వङ త ఏࠫܽ అం݄ ࡓండవ ܼ࣒ ࡹ తల పݦ సం࠙వङ తޜ p 
ए࣋ ڕߕ ޴ఇ ڴ࢑ధం ޻న࣒ అ࠳  ఒకܽ  ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబށڷ छ p 1 ޴फంࣆఇ ړ న࣒࠳  ߖ ࡛ p p 1 p 
మ࠾ࡍ ఇڕߕ ޴ ࣋ए छ తफం సం࠙వङ࠴ బܽदڒ ޴फంࣆఇ ړ న࣒࠳  ߖ ࡛ త ࣋ए छ p 1 ړ న࣒࠳  ړ ࡛ p 3 p 1 p 
సࠪనం అం݄ మనం ఎڕࡏۯ ࡮ంܼ࠵  పࢲࡍए రం మࡖక ࠭ఖङ  న లࣾణం࠳
ఒక ߖ࠿యࡅ ߤకए  సం࠙వङ త అࡅ ޴ߝకए  ప ऱ࣒  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తޜ సࠪనం, ఇ޴ b b b 
న࣒ సం࠙వङ࠳ న ఒకݟయబۯ ఖండన ޜ త ఇ޴ ఇ࡮ ۫పబޔݡం޴ ఇߕ ޴ ఒڴڴ࠲ పࡍగށంచబޔݡం޴ 
మ࠾ࡍ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ అߖ అڕߘం޳ం, ڒబܽद ఇߖ࠿ ޴యߤ అం݄ ఇ޴ పऱ࣒  ఇڒ ޴బܽद ߖߖ޵ a b b 
మనం ఒక ߖ࠿యࡅ ߤకए  సం࠙వङ తڴ ऴ࢐యవ۪ऐ  సం࠙వङ తޜ ఖంݟంపబݟన సం࠙వङ తޜ b b b 
సࠪనంڴ ఉంܿం޴.
  
ఒక పऱ࣒  సం࠙వङ తڒ ޜంߧऱ࠱ంޜ ݋ ఖండన ۯయబݟం޴ ఎం޶కం݄ ఈ ݡ࠮  ఒక ڒంߧऱ࠱ంޜ ݋ a b 
ఇߩओ సం࠙వङ ݡ త అ޴ߝ ఒక ߪరకంޜ కࣆࡱफం޴, అం݄ ఈ ࠙గం b 

న࣒ సం࠙వङ࠳ నݟయబۯ ఖండన ޜ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం ఎం޶కం݄ ࠭࠲ ఈ ࠙ߖڴऒ  b b b 
కएࡅ  సం࠙వङ త ߘంࣆ࢘ࣄޓ ݟफߕऒ ࠭ మ࠾ࡍ సం࠙వङ తޜ ఖండన ۯయబݟన ఒక పऱ࣒  సం࠙వङ త b a 
సం࠙వङ తڕ సࠪనం ఎం޶కం݄ ࠭࠲ ఈ ࡓంڴ࠙ ݡలࣆݟܔ ߘफߕऒ  ߤయߖ࠿ ఒక ࣄ࡯క ࠭࠲ బܽदڒ ࠭
కएࡅ  సం࠙వङ తߘ కڵ࡯ ఉߕऒ ࠭ అ޴ߝ ఒక ఖండన ࡅకए న࣒ సం࠙వङ࠳  త ࡅకए  ప ऱ࣒  సం࠙వङ తڕ b 
సࠪనం.

ఇ޴ సమసङ లߘ పࡍషए ओߩफ  ఇࣄఒక ఆ ۯంڵࡆఉప ࠭࠲ ࡹంచడంࡍ క సమసङࡖమ ݡ షएࡍప ߘ फࣃࡍ  b e  ߘ
అ࠻ ޴ߝదృۨऑ క ऴపࡆగం అߖ అڕߘం޳ం మࡓ ࠾ࡍంݡ ఈࢗంࡱ ݋ అం݄ ఒకܽ కం݄ తڕए వ a bb 
సం࠙వङ త కం݄ ߕࣆऒ  తڕए వ మ1 ࠾ࡍ కం݄ తڕए వ సం࠙వङ త కం݄ 0 తڕए వ అߩओ  b ޴ంړఈ ऴ ݡ
 ࣋ द࠱ ݋ం݋ లࡹ ఏߖ ޴జ࠳న మ࠾ࡍ ఒక ߪరకంڴ పరసओ రం ऴపޙङ క࠳న࢑ మڒ  ࠾ࡍంߧऱ࠱ం݋ aa ba a 
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సछ తంऴతంڴ మ࠾ࡍ సछ తంऴతంࣆۨࣇ ڴफం޴ మڒ ࠾ࡍంߧऱ࠱ం݋ సछ తంऴతంڴ ఉంܿం޴ ca b a b 
మ࠾ࡍ మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఒక ߪరߖڒऒ సछ ݋ం࠱ऱߧంڒ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ  తంऴతంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽदda b b 
ఇ࢑ మనం ఇۨऐ న ڷࡱߕ ࣋द࠱ ݋ంࡱ ݋ అߖ ࢑జࠪ అబదमࠪ  అߖ త࡯࠻ۯ ڥߖ మ࠾ࡍ సओ షदంڴ ఉం޴ a 
మ࠾ࡍ పరసओ రం ऴపޙङ క࠳న࢑, ఎం޶కం݄ ఇߕ ޴ ఒڴ࠲ మ࠾ࡍ ఇ޴ߕ ޴ అޙ࠼, ఈ a complement 
࠙గం ఒక ߰గడफڴ ఉంܿం޴, ఎం޶కం݄ 
ఒۮ ړ ڴ࠲ం޴న޴ మ࠾ࡍ ఒڴ࠲ ఒక ߪరక ۮ ړం޴న޴ మ࠾ࡍ ఒక ߪరక సछ తంऴత࠳న޴.a ba
  ఖండన ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం అޙ࠼ మ࠾ࡍ సछ తంऴతంڴ b a in prob a b 
ఉంܼయߖ ఇߩओ .ࣆࡱޘ ڕమన ݡ

ఇߩओ ఖండన సం࠙వङ ݡ త 0 ړ సࠪనం ఎం޶కం݄ ఒక ఖండన ఒక ߪరక 5 ڒబܽद ߖ޳ సం࠙వङ త సంఖङ   b 
ల సంఖङڒల࠮ ߖࡹ5 కएࡅ ڴ࠲ఒ ߘ ࡍڒ  न࣋ڵ࠙ ޜܾ࡯ߕफ ߕࣆऒ రక సం࠙వङߪసం ޙ࠼సࠪనం అ ړ త a 
కएࡅ  సం࠙వङ త సࠪనం  1 కం݄ తڕए వ సం࠙వङ త కం݄ 0 తڕए వ ڒబܽद 0ړ సࠪనం ڒ ޶ڒబܽद అ޴ߝ b 
తߩओ  ۫డంݟ మ࠾ࡍ సछ తంऴతంࣆۨࣇ ڴफం޴ మڒ ࠾ࡍంߧऱ࠱ం݋ సछ తంऴతంڴ ఇߩओ  a b a b ݡ
ఖండన ڒంߧऱ࠱ంࡅ ݋కए  సం࠙వङ త ڒబܽद మనం ࣋ڶ ߖߖ޳फ ఇ޴ ఒڴ࠲ అߖ అڕߘం޳ం  మ࠾ࡍ ఇ޴b a 

అߖ అڕߘం޳ం b 
కएࡅ ఈ ࠙గం  ఖండన ݋ం࠱ऱߧంڒ బܽद ఖండనڒ న࣒ సం࠙వङ࠳  త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం b b 
ఎం޶కం݄ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఈ ࠙గం ޜ ఖండన అ࠼నం޶న ఇ࠳ ޴న࣒ సం࠙వङ తڕ సࠪనం అߖ మనం a b
߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ సछ తంऴతంڴ ఉనऒ ం޶న ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ త ࡅకए  న࣒a b b b࠳ 1 
సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం సం࠙వङ త ڒంߧऱ࠱ంࡅ ݋కए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం ڒబܽद a b a 
మڒ ࠾ࡍంߧऱ࠱ం݋ సछ తంऴతంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद అం݄ మ࠾ࡍ సछ తంऴతంڴ ఉంܼ࠼ అం݄ b c da b 
ఒక ߪరక మڒ ࠾ࡍంߧऱ࠱ం݋ సछ తంऴతంڴ ఉంܼ࠼ ఇߩओ సం࠙వङ ݡ త ఒక ڒంߧऱ࠱ం݋ ఖండన b b 
ओߩఅ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఇ ࠾ࡍऱ మࢁऴతం మۨڣࡔ ݋ం࠱ऱߧంڒ  a b b ݋ం࠱ऱߧంڒ ఖండన ݋ం࠱ऱߧంڒ ݡ
అޙ࠼ ఈ ࠙గం  ఒక ߖ࠿యࡅ ߤకए  ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం అ޴ߝ ఒక b 
ఖండన ࡅకए  ప ऱ࣒  సం࠙వङ త ࡅకए న࣒ సం࠙వङ࠳ 1  తڕ సࠪనం ࠳న࣒ సం࠙వङ త b b b 

కएࡅ న࣒ సం࠙వङ࠳  త ࡅకए న࣒ సం࠙వङ࠳ 1  త మ࠾ࡍ ఖండన ࡅకए న࣒ సం࠙వङ࠳  త ࡅకए  1 b b 
న࣒  సం࠙వङ࠳ తڕ సࠪనం.

కएࡅ న࣒ సం࠙వङ࠳ 1  త ࠳ 1 ړࡹన࣒ సం࠙వङ త ࡅకए  సం࠙వङ తڕ సࠪనం  ڒంߧऱ࠱ం݋  b a b b 
కएࡅ  సం࠙వङ తࡹ ఒక ڒంߧऱ࠱ంڒ ݋బܽद ఒక ڒంߧऱ࠱ం݋ మڒ ࠉ ࠾ࡍంߧऱ࠱ం݋ ఇం߭ݟంݥం݋ ఓښ ऴ߾ంݭझ  
ऒߕޔڷఆ ࡹ ऱ࣒ڒ ࡍప޶త ܌ࡗఈ ߘߝ फࣃࠚరంߦऴ ޜల ݋ంࢗఈ , ߘ  ړߖޑށజగࠊ ల ݋ంࢗఈ  ࠾ࡍమ ߘ
సంబం߅ంۨన అߝక సమసङ లߘ పࡍషए फࣃࡍ ࢑࢑ధ సంఘటనల సం࠙వङ ࠾ࡍమ ߘ తలߘ ఎ࡮ ߰ంࡹ޳ 
भ޳۫ ం 

ऒ࣋ ధనङ ࡱޔࣕ  ࡱ޳࢐
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