
േْപാബബിലിئിെയുׯറിتു׺ ْപശ് ന പരിഹാര െസഷനിേല്ׯ വിദّാർ،ികെള സٔാഗതം െചുإക, ഇത്
െലعർٗ നآർ വൺ ആണ്, അതിനാൽ ആറ് ْപഭാഷണ׹ളിൽ ഈ െസഷനിൽ േْപാബബിലിئി 
ഉൾെؚടുؗ നിരവധി ബുؑിമുت؂ു ْപٍ׹٠ൾ ഞ׹ൾ പരിഹരിുׯം, കാരണം ഇെതാരു ْപശ് ന പരിഹാര 
െസഷനാണ്, കാരണം ഞ׹ൾ സിؑാؓ؋ിൽ കൂടുതൽ ْശؑ േകْؕീകരിׯിب .  നി׹ൾ്ׯ ഇതിനകം 
സിؑാؓം പരിചിതമാണ് , 
അ׹െനയെ׸بിൽ , ഐഐടി പാൾ സീരീസ് ْപഭാഷണ׹ളിേല്ׯ േപായി 
േْപാബബിലിئിെയുׯറിتു׺ ْപഭാഷണ׹ൾ േകൾׯാൻ ഞാൻ നി׹േളാട് നിർേؐശിുׯം അെ׸بിൽ 
േْപാബബിലിئിയുെട അടിرാന ആശയ׹ൾ പരിَരٕിؗുׯതിന് നി׹ളുെട െട്ز ബുുׯകളിേല്ׯ 
മടു׹ക .  ْപഭാഷണ׹ൾ േْപാബബിലിئിയുെട ഏئവും അടിرാനപരമായ വശ׹ളിൽ ഞാൻ 
ُ١ർശിؗുׯതിനാൽ എؓാണ് സംഭവിؗുׯെത്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനസിലാׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ 
േْപാബബിലിئിെയുׯറി്׺ സംസാരിുׯേآാൾ നമു്ׯ ആരംഭിׯാം, ْകമരഹിതമായ പരീײണ׹ൾ 
േനാׯാം, അതിനാൽ എؓാണ് റാൻഡം പരീײണം എؗതിെന ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ 
ചിْതീകരിׯാം. ഈ പരീײണ׹ൾ സാധّമായ ഫല׹ളുെട കൂ؂ം അറിയാെമ׸ിൽ, സമാനമായ 
അവرയിൽ എْത തവണ േവണെമ׸ിലും നട؋ാം   ഏെത׸ിലും വّװിഗത പരീײണ؋ിന്െറ 
ഫലം അത് നടؚിലാؗുׯത് വെര അ׾ാതമാണ് , ഉദാഹരണ؋ിന് ഒരു നാണയം വലിെ׺റിയുേآാൾ , 
സാധّമായ ഫല׹ളുെട കൂ؂ം ഉം ഉം ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം, അത് വാലും തലയും ആെണ്ؗ t h 
ഞ׹ൾ്ׯ അറിയാം, പേײ ഒരു േടാസിന്െറ ഫലം പുറു؋വരുؗത് വെര അത് ആേണാ എ്ؗ 
ഞ׹ൾ്ׯ അറിയിب  ഒരു തലേയാ വാലും ആകാൻ േപാകുؗു, അതുേപാെല തെؗ ഒരു ൈഡ 
എറിയുؗത് ഫല׹ളുെട സാധّമായ ഒരു കൂ؂ം ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀് ആറ് ആണ്, കാരണം നി׹ൾ 
ഒരു ൈഡ എറി؁ാൽ ഫലം ഈ ആറ് സംഖّകളിൽ ഒؗായിരിുׯം, എؗാൽ ഏതാണ് വരുെമ്ؗ 
ഞ׹ൾ്ׯ അറിയിب ഞ׹ൾ ൈഡ എറി؁് ഫലം കാണുؗതുവെര ഒരു നാണയം മൂ്ؗ തവണ 
വലിെ׺റിയുകയും ഫല׹ളുെട ْകമം ْശؑിുׯകയും  
അ׹െന സാധّമായ ഫല׹ളുെട ഗണം മൂെؗ؉ം തലയുെട തലയാണ്.    തുടർ്ؗ മുേؗാ؂് , വാൽ വാൽ 
എؗിവ നി׹ൾ്ׯ അറിയാവുؗതുേപാെല എ؂് വّതُّ ٝേْശണികൾ ഉ؇ാകാം, കാരണം ഓേരാ 
ْടയലിനും ര؇് സാധّമായ ഫല׹ളു؇് , അതിനാൽ നമു്ׯ എ؂് കّൂബ് ലഭിുؗുׯ, അത് എ؂് സാധّമായ
ഫല׹ളുെട െനാേ؂ഷൻ ഈ സാധّമായ ഫല׹ളുെട ഗണെ؋ ഒേമഗ അെ׸بിൽ എസ് എ്ؗ 
സൂചിؚിുؗുׯ,  ഇതിെന സാآിൾ സ്േപസ് എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ ആ പحാ؋ല؋ിൽ നമു്ׯ 
ഒരു ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വിവരിؗുׯ ْകമരഹിതമായ പരീײണം െസئിൽ നി്ؗ 
ഒരു നآർ തിരെ؁ടുുׯക  ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀് ആറ് , മാئിرാപിׯാെത മാئിرാപിׯാെത , 
നി׹ൾ ഈ െസئിൽ നി്ؗ ഒരു സംഖّ പുറെ؋ടുുׯകയാെണ׸ിൽ  , തിരെ؁ടു؋ സംഖّ ഒരു 
ْപധാന സംഖّയാെണ׸ിൽ നി׹ൾ അത് ഇേؚാൾ െസئിേല്ׯ തിരിെക വയ്ׯരുത്, അെ׸بിൽ നി׹ൾ
ര؇ാമെ؋ സംഖّ തിരെ؁ടുുׯക , അതായത് വീ؇ും അർ،മാؗുׯത് ഒരു മൂലകം ഇതിനകം 
േപായിت؂ു ഗണ؋ിൽ നിؗാണ് നി׹ൾ തിരെ؁ടുؗുׯത്, അതിനാൽ ബാׯിയുت അഭാജّ 
സംഖّകളിൽ നി്ؗ നി׹ൾ ര؇ാമെ؋ സംഖّ തിരെ؁ടുുؗുׯ , അത് നി׹ൾ നിർؗു؋ ൈْപം 
ആെണ׸ിൽ അെ׸بിൽ തിരെ؁ടു؋ ര؇് സംഖّകൾ ര؇ും ആെണ׸ിൽ, അെ׸بിൽ പിׯ മൂؗാം 
നآർ നിർു؋ക . ഇേؚാൾ െസئിൽ നാല് ഘടക׹ൾ മാْതേമയുൂت, കാരണം ആദّ ْശമ؋ിൽ ഒെര؉ം 
ഇതിനകം തിരെ؁ടു؋ി؂ു؇്, ഇേؚാൾ ര؇ാമെ؋ ْശമ؋ിൽ ഒ്ؗ തിരെ؁ടുു؋ ബാׯിയുت 
നാലിൽ നി׹ൾ മൂؗാമെ؋ സംഖّ തിരെ؁ടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് ْകമരഹിതമായ 
പരീײണമാണ്, ഈ ْപٍ٠ം എ׹െന പരിഹരിׯാം എؗതിന്െറ സാآിൾ സ്േപസ് നിർأിുׯക 
എؗതാണ് ْപٍ٠ം, അതിനാൽ നമു്ׯ ْശമിׯാം , ആദّ ْശമ؋ിൽ തെؗ ആറ് സംഖّകൾ ഉتതിനാൽ 
അവയിൽ ഏെത׸ിലും ഒ്ؗ തിരെ؁ടുׯാം. അതിനാൽ ഞാൻ ഇവിെട നി്ؗ 
ആരംഭിുׯകയാെണ׸ിൽ , ആദّ ْശമവും സാധّമായ ഫല׹ൾ എؓാെണؗും ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ നാല് 
അ؀് , ആറ് ഞ׹ളുെട പരീײണം പറയുؗത് എؓാെണ്ؗ എഴുതാം , അത് ഒരു ൈْപം ആെണ׸ിൽ 
ഞ׹ൾ അവിെട നിർുؗു؋, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ലഭി׺ാൽ ഈ ഘ؋؂ിൽ നിർ؋ാം.  2 നമു്3 ׯ 
ലഭി׺ാൽ അെ׸بിൽ ഈ 3 സؕർഭ׹ളിൽ 5 ലഭി׺ാൽ നുأെട ഔ؂്പു؂് ഒരു അׯമാണ്, അതായത് 
രേ؇ാ മൂേؗാ അേ؀ാ, ഇേؚാൾ എനി്ׯ ഒേؗാ നാേലാ ആേറാ കി؂ിയാൽ നأൾ ര؇ാമെ؋ 
െകാടുമുടിയിേല്ׯ േപാകും, 
അ׹െന ഒ്ؗ ക   ؂ിയാൽ.  ര؇ാമെ؋ ْശമ؋ിൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് ബാׯിയുت അ؀ിൽ 
ഏെത׸ിലും നമു്ׯ ലഭിുׯം , അതിനാൽ നമു്ׯ ْഗാഫ് ഇതുേപാെല വരയ്ׯാം, നമു്ׯ ഒരു േഫാർ 
ലഭി׺ാൽ അത് ര؇് മൂ്ؗ നാല് അ؀് ആറ് ആകാം, ര؇ാമെ؋ ْശമ؋ിൽ നമു്ׯ ഒ്ؗ 2 ലഭിുׯം. 3 5 
അെ׸بിൽ 6 , നമു്6 ׯ ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ അേؚാൾ മൂؗാമെ؋ ْശമ؋ിൽ നമു്4 3 2 1 ׯ ഉം 5 ഉം 
ലഭിുׯം ഇേؚാൾ നമു്ׯ പരീײണ؋ിേല്ׯ മട׹ാം, ഇത് ഒരു ൈْപം ആെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ 
നിർുؗു؋ അെ׸بിൽ നأൾ ര؇ും എടു؋ ര؇് സംഖّകളും തുലّമാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ നിർുؗു؋. 
ഞ׹ൾ മൂؗാമെ؋ ْശമ؋ിനായി തുടരുؗു, അതിനാൽ ഞ׹ൾ നിർു؋േآാൾ േനാׯാം, 
ഇവിെടയാണ് ഇത് നിർؗു؋ത്, ഇവിെടയാണ് ഞ׹ൾ നിർؗു؋ത്, ഇവിെടയാണ് ഞ׹ൾ നിർؗു؋ത് 
, അതിനാൽ ഈ സؕർഭ׹ളിൽ ഫല׹ൾ 1 2 1 3 ഒ്ؗ അ؀് ആണ്, അതിനാൽ ഞാൻ അവെയ 
സമാനമായി സർׯിൾ െചإെ؂ ഇവിെട നി്ؗ നأൾ 2 ൽ നിർുؗു؋ ഞ׹ൾ 3 ൽ നിർുؗു؋ ഞ׹ൾ 5
ൽ നിർുؗു؋, കാരണം ഇവ അഭാജّ സംഖّകളാണ് , കൂടാെത ആറിൽ നിർുؗു؋, കാരണം 
തിരെ؁ടു؋ ര؇് സംഖّകളും തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇതുവെര ലഭി׺ ഫല׹ൾ 
എെؓാെׯയാണ് 4 2 4 3 4 5 4 6 എؗി؂് ഞാൻ അവെര സർׯിൾ െചإെ؂ , അതുേപാെല തെؗ 
മൂؗാമെ؋ േകസിൽ  പരീײണ؋ിന്െറ നിയമമനുസരി5 6 ,4 6 3 6 2 6 ്׺ എؗിവ ലഭി׺ാൽ ഞ׹ൾ 
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നിർുؗു؋, അതിനാൽ േശഷിؗുׯ സؕർഭ׹ളിൽ ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ മൂؗാമെ؋ നآർ 
തിരെ؁ടുുؗുׯ. നമു്ׯ ഈ 1 4 ലഭിു׺െവ്ؗ കരുതുക, 1 4 ൽ നി്ؗ നമു്5 3 2 ׯ ലഭിുׯം  ന് 1 a nd 6 
6 ൽ നി്ؗ 2 3 4 ഉം 5  ഉം ലഭിുׯം    ഞ׹ൾ്11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 ׯ ഉ؇് , ഈ സാഹചരّ؋ിൽ ഞ׹ൾ്4 ׯ 
 ഇവിെട ײപേ ,بിؗുإസ് 4 ഉ؇്, അതായത് 16 അതിനാൽ ആെക 30 ഞാൻ അത് െച؛ സ് 4؛ സ് 4؛
േപായിന്റ് 1 ആയിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ മനشിലാׯാനാകും  4 2 1 4 3 മുതലായവ, ഈ 
ْകമരഹിതമായ  പരീײണ؋ിന് നമു്ׯ ലഭി30 ؗുׯ സാധّമായ ഫല׹ളുെട ഇന്റർ െസ്ئ നി׹ൾ്ׯ 
കണׯാׯാം, നമു്ׯ മെئാരു ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാം, ْകമരഹിതമായ പരീײണം ഇْപകാരമാണ് , ഒരു 
ബസ് േزാؚിൽ ഓേരാ യാْതׯാരനും നാല് യാْതׯാർ ഉെ؇്ؗ കരുതുക.  ഒേؗാ രേ؇ാ ബാഗുകൾ 
ഉ؇ായിരിുׯക , അതായത് നി׹ൾ ബസ് േزാؚിൽ വ്ؗ ഒേؗാ രേ؇ാ മൂേؗാ നാേലാ യാْതׯാെര 
എടുുׯക , ഓേരാ യാْതׯാരനും അവന്െറ അെ׸بിൽ അവളുെട ബാഗുകൾ എടുുׯേآാൾ ഇത് 
പൂജّമാണ് എؗാണ് അർ،മാؗുׯത്.  ബാഗുകൾ 
അ׹െന നി׹ളുെട സാآിൾ  ഇ സ്േപസ് ഈ സٔഭാവ؋ിലുت േപായിന്റുകൾ െകാ؇് 
നിർأി׺ിരിؗുׯത് ര؇് ഘടക׹ളാണ്, ഒ്ؗ നി׹ൾ തിരെ؁ടു؋ യാْതׯാരുെട എ؉ം, നി׹ൾ 
തിരെ؁ടു؋ ബാഗുകളുെട എ؉ം, അതിനാൽ േചാദّം സാآിൾ സ് െപയ് സ് എ׹െന മുേؗാ؂് 
േപാകണം എؗതിെന വിവരിുؗുׯ, അതിനാൽ സമാനമായ രീതിയിൽ നി׹ൾ ഇവിെട നി്ؗ 
ആരംഭിؗുׯ എ؉ം  യാْതׯാരുെട എ؉ം 1 ആെണ׸ിൽ യാْതׯാർ 1 2 3 അെ׸بിൽ 4 ആയിരിׯാം, 
നി׹ൾ എടുؗുׯ ബാഗുകളുെട എ؉ം 0 1 അെ׸بിൽ 2 ആണ്, അതിനാൽ ഒേമഗയുെട േപായിന്റുകൾ 1
0 1 1 1 2 ന് തുലّമാണ്, നി׹ൾ രെ؇؉ം എടുുׯക. യാْതׯാർ, അേؚാൾ നി׹ൾ എْത ബാഗുകൾ 
എടുׯണം, അത് പൂജّമാകാം , അവരിൽ ഒരാൾ്ׯ ഒരു ബാഗ് ഉتേؚാൾ അത് ഒؗായിരിׯാം, അത് 
ര؇ായിരിׯാം ഒരാൾ്ׯ പൂജّം ബാഗ് ഉ؇ായിരിׯാം, മتുئവർ്ׯ ര؇് ബാഗുകൾ ഉ؇ായിരിׯാം, 
അെ׸بിൽ ഇരുവർുׯം ഒരു ബാഗ് വീതം മൂേؗാ നാേലാ ഉ؇ായിരിׯാം അതിനാൽ സാآിൾ 
സ് െപയ് സിെല അനുബؖ ഘടക׹ൾ ര؇് പൂജّം ര؇് ഒ്ؗ ര؇് ര؇് മൂ്ؗ , ര؇് നാല് എؗിവ 
സമാനമായ രീതിയിൽ മൂؗിൽ നി്ؗ േപായാൽ നമു്1 3 0 3 ׯ മുതൽ 3 6 വെര ലഭിുׯം അതിനാൽ 
േപായിന്റുകൾ 3 0 3 ആയിരിുׯം  1 മൂ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ മൂ്ؗ മൂ്ؗ നാല് മൂ്ؗ അ؀് , മൂ്ؗ 6 എؗിവയും 
അതുേപാെല 4 ൽ നി്ؗ നി׹ൾ്7 6 5 4 4 3 4 2 4 1 4 0 4 ׯ ഉം എ؂് ലഭിേׯ׺ാം അതിനാൽ ഒേമഗയുെട 
കാർഡിനാലിئിയായ സാآിൾ സ് െപയ് സിെല െമാ؋ം േപായിന്റുകളുെട എ؉ം  ؛സ്  ؛സ്  ന് 3 5 7
തുലّമാണ് ؛സ്  എؗത്  ന് തുലّമാണ് . എؓുെകാ؇ാണ് നി׹ൾ സാآിൾ സ് േപസ് 9 20 4
കണׯാേׯ؇ത് എؗതാണ് ഇേؚാൾ േചാദّം, ഇത് ْപധാനമാണ്, കാരണം സാധّമായ ഔ؂് പു؂ുകളുെട 
ചില ഉപവിഭാഗ׹ളുമായി സംഭാവّതകെള ബؖെؚടു؋ാൻ ഞ׹ൾ ْശമിുׯെമ്ؗ പിؗീട് കാണാം, 
അതിനായി ഞ׹ൾ്ׯ എؓാണ് േവ؇ത്  ഞ׹ൾ്ׯ താൽؚരّമുت ഉപെസئിന്െറ വലുؚവും സാآിൾ
 ിൾ സ് െപയ് സിന്െറآാം അതിനാൽ സാׯിന്െറ ആെക വലുؚം എؓാെണؗും പിؗീട് േനാ؋ലر
നിർأാണം വളെര ْപധാനമാണ് അതിനാൽ സാآിൾ സ് െപയ് സുകൾ പരിമിതമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ 
ഇതുവെര ക؇ു , പേײ അത് 
അ׹െനയب ഈ സാآിൾ ഇടം എبായ്േؚാഴും പരിമിതമായിരിേׯ؇ത് ആവശّമാണ്, 
ഉദാഹരണ؋ിന് , നി׹ൾ്ׯ ഒരു തല ലഭിؗുׯതുവെര നി׹ൾ ഒരു നാണയം ആവർ؋ി്׺ എറിയുؗ 
ഇനിؚറയുؗ ഉദാഹരണം പരിഗണിׯാം   , ആദّെ؋ തല ലഭിؗുׯതിന് ആവശّമായ േടാസുകളുെട 
എ؉ം സാآിൾ വിവരിുׯക  സ്േപസ് 
അ׹െന േടാസുകളുെട എ؉ം ഒؗാെണ׸ിൽ , ആദّ േടാസിൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു തല ലഭിു׺ , അത് 
ര؇ാെണ׸ിൽ , അതായത് ആദّെ؋ േടാസിൽ നി׹ൾ്ׯ ഒരു വാൽ ലഭിുׯം , അതിന് േശഷം തല 3 
ആെണ׸ിൽ നി׹ൾ്2 ׯ വാലുകൾ ലഭിുׯം  ഒരു തല ഇതിലാെണ׸ിൽ അതിനർ،ം നി׹ൾ്ׯ 
ആദّം ൈമനസ് ഒ്ؗ ْടയലുകൾ ലഭിു׺ , അവെയبാം വാലുകളും തുടർ്ؗ ഒരു തലയും ആണ് , n n 
എؗത് ഏെത׸ിലും േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّയാകാം, അതിനാൽ നി׹ളുെട ഒേമഗ 1 2 3 ആയിരിുׯം 
അനؓത വെര അത് എبാئിന്െറയും ഗണമാണ് നമു്ׯ അറിയാവുؗ സാധّമായ പൂർ؉സംഖّകൾ 
അനؓമാെണ׸ിലും അത് അനؓമാെണ׸ിലും എ؉ാവുؗേതയുൂت, എ؉മئ  സാآിൾ സ് െപയ് സിൽ 
പരീײണം ഉ؇ാകാം, അതിനാൽ ഉദാഹരണമായി , ഇടേവള പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ഒؗിേലتുׯ ഒരു 
േപായിന്റ് ഞ׹ൾ തിരെ؁ടുുؗുׯ , അതായത് നأൾ ഒരു യഥാർ، സംഖّ എടുׯാൻ 
ആْഗഹിുؗുׯ . ഓؚൺ ഇന്റർെവൽ പൂജّ؋ിെല ഇടേവള, അത് തിരെ؁ടുؗുׯതിനുت 
സാധّമായ എْത വഴികൾ  അനؓമാണ്, എؗാൽ ഏئവും ْപധാനമായി ഇത് കണׯാׯാനാകിب , 
എ؉ാവുؗേതാ അبാ؋േതാ തأിലുت വّതّാസം നി׹ൾ മനشിലാുׯെമ്ؗ ഞാൻ ْപതീײിുؗുׯ.
എ؉ാവുؗത് എളുؚമാؗുׯതിന്   , ഒേമഗയുെടയും ഈ സٔാഭാവിക സംഖّകളുെടയും മൂലക׹െള 
ഒؗിൽ നി്ؗ ഒؗായി മാؚിംഗ് െചുإകയാെണ׸ിൽ ഒേമഗെയ എ؉ാവുؗതാെണ്ؗ പറയെؚടുؗു. 
സٔാഭാവിക മാؚിംഗ് എ׹െനയായാലും അവിെട നിലവിലു؇്, 
അ׹െനെയാരു മാؚിംഗ് നിലവിലിെ׸بിൽ, അത് കണׯാׯാൻ കഴിയാ؋ത് എؓുെകാെ؇ؗാൽ 
പൂജّം ഒؗിേലتുׯ ഇടേവള കണׯാׯാനാകാ؋താണ്, കാരണം ഏെത׸ിലും ര؇് യഥാർ، 
സംഖّകൾׯിടയിൽ 0.2 ഉം 0.35 ഉം വീ؇ും പറയുേآാൾ നമു്ׯ അനؓമായി സാധّമായ നിരവധി 
യഥാർ، സംഖّകൾ ഉ؇ാകാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു യഥാർ، സംഖّ ഉ؇ാׯാൻ കഴിയിب .  
േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّകളുെട കൂ؋؂ിനും ഒേമഗയ്ുׯം ഇടയിലുت വൺ-ടു-വൺ മാؚിംഗ് 
എؓുെകാ؇ാണ് ഞാൻ ഇത് പരാമർശി׺ത്, കാരണം ഈ ْപഭാഷണ പരآരയുെട അവസാന؋ിൽ 
ഒേമഗ കണׯാׯാൻ കഴിയാ؋ ചില ഉദാഹരണ׹ൾ ഞാൻ െചുإം , അ؋രം സؕർഭ׹ളിൽ എ׹െന
െചإണം എؗത് നി׹ളുെട അറിവിേലׯാണ്. നി׹ൾ േْപാബബിലിئി കണׯാുؗുׯ ശരി, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ ْകമരഹിതമായ പരീײണ׹ൾ പരിഗണിׯാം, നമു്10 ׯ സമാനമായ 
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ചുവؗ പؓുകൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അവ മൂ്ؗ േബാ٧ുع കളിൽ ഇേട؇തു؇് െപ؂ികെളാؗും 
ശൂനّമാകാ؋ വിധ؋ിൽ, ഡി േബാളുകൾ െകാ؂യിൽ ഇടാൻ എْത വഴികൾ സാധّമാണ്, അതാണ് 
േചാദّ കുറി്ؚ ഒ്ؗ പؓുകൾ സമാനമാണ് , ര؇് േബാ٧ുع കെളാؗും ശൂനّമാകിب , ഈ ര؇ിന്െറയും 
ْപാധാനّം എؓാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ആദّം പറയെ؂ നമു്ׯ മൂ്ؗ പؓുകൾ എബിസി ഉെ؇്ؗ 
കരുതുക, അതിനർ،ം മൂ്ؗ പؓുകൾ തأിൽ േവർതിരി׺റിയാൻ കഴിയുെമ്ؗ അർ،മാؗുׯത് 
അവ ര؇് േബാ٧ുع കളിൽ എْത വിധ؋ിൽ ശൂനّമെ്ؗب  ര؇് േബാ٧ുع കളിൽ ഇടാം എؗതാണ്, 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ഇനിؚറയുؗ രീതിയിൽ െചإാം േകാമ ബിസി , അത് ബി േകാമ എസി സി a 
േകാമ അബാബ് േകാമ സി എസി േകാമ ബി, ബി സി േകാമ എ എؗിവ ْകമീകരിؗുׯതിനുت ഒരു 
മാർഗമാണ്, അതിനാൽ ആറ ്സാധّമായ വഴികൾ, എؗാൽ പؓുകൾ സമാനമാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ 
ഇനിؚറയുؗ സാധّതകൾ ആദّ േബാ٧عിൽ ഒ്ؗ , ര؇ാമേ؋തിൽ ര؇്  േബാ٧ുع ം ആദّെ؋ േബാ٧عിൽ 
ര؇് ഉം ര؇ാമെ؋ േബാ٧عിൽ ഒ്ؗ ര؇ാമെ؋ േബാ٧عിൽ മെئാؗും ഇത് ْകമീകരിׯാൻ മ്ئ മാർഗമിب, 
അതിനാൽ സാധّമായ ര؇് വഴികൾ മാْതം എؓുെകാ؇് േബാ٧عിൽ ഒؗും ഇേؚാൾ ശൂനّമാകിب  e 
ചില േബാക് സ് ശൂനّമാകാൻ അനുവദിുׯക, ആദّ സؕർഭ؋ിൽ നമു്ׯ ര؇് സാധّതകൾ കൂടി 
ഉ؇ായിരിׯാം , അത് ഉം മെئാؗിൽ 0 ഉം അെ׸بിൽ 0 ഉം ഉം ആയതിനാൽ ര؇ാമെ؋ abc abc 
േകസിൽ ആെക എ؂് സാധّതകൾ നമു്ׯ മൂ്ؗ പൂജّവും 0 3 ഉം ഉ؇ാകാം, അതിനാൽ 4  ഒേര 
േപാെലയുت പؓുകളുെടയും എബിസി േപാെലയുت േവർതിരി׺റിയാവുؗ പؓുകളുെടയും 
ْപാധാനّം നി׹ൾ മനشിലാുׯെമ്ؗ ഞാൻ ْപതീײിുؗുׯ  , കൂടാെത േബാ٧عിൽ ചിലത് ശൂനّമായി 
സൂײിുׯക , േബാക്െസാؗും ശൂനّമാׯാതിരിുׯക, ഇേؚാൾ ഞ׹ളുെട ْപٍ٠ം മൂ്ؗ േബാ٧ുع കളിൽ 
പ്؋ പؓുകൾ ഇടുക എؗതാണ്.  േബാ٧ുع കൾ ശൂനّമാണ്, അതിനാൽ ഈ 10 പؓുകളിൽ ഈ 10 
േബാളുകൾ പരിഗണിുׯക.    ഒരു െപ؂ി മാْതേമ ഉൂت എؗിരിׯെ؂ , എبാ പؓുകളും േബാ٧عിൽ 
ഇ؂തിന് തുലّമാണ് സാّؑതകളുെട എ؉ം ര؇് േബാ٧ുع കൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക.  എؗത് ആദّെ؋ es 
െപ؂ി ഒآതിൽ ഒ്ؗ ആണ്, ര؇ാമെ؋ േബാ٧عിെല ആദّ േബാ٧عിൽ എ؂്, ര؇ാമെ؋ േബാ٧عിൽ ര؇് , 
േപായിന്റുകൾ ഇ׹െനയായിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ എളുؚ؋ിൽ മനشിലാׯാൻ കഴിയും , അതിനാൽ
എْത സാധّതകൾ ഉ؇് എؗത് വളെര എളുؚമാണ് ഒآത് ഉ؇ാകും  സാّؑതകൾ ഇേؚാൾ മൂ്ؗ 
േബാ٧ുع കളായി കണׯാുؗുׯ , ഒؗും ശൂനّമായി തുടരിب, അതിനാൽ ആദّെ؋ േബാ٧عിൽ എْത 
ഘടക׹ൾ ഉ؇ാകാം ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ 4 5 6 7 അവിെട 7-ൽ കൂടുതൽ ഉ؇ാകുേമാ ഇب കാരണം നമു്ׯ എ؂്
ഉ؇ാകാം, എ؂് ഉ؇ാകാം  അവിെട േശഷം ബാׯിയുت രെ؇؉ം നമു്ׯ ഒെര؉ം ഇടാം, അതിനാൽ 
ആദّെ؋ േബാക് സിന് എ؂് സാധّതകളു؇്, ഇേؚാൾ എْത പؓുകൾ േശഷിുؗുׯ, േശഷിؗുׯ 
പؓുകളുെട എ؉ം 9 8 7 6 5 നാല് മൂ്ؗ ര؇് അതിനാൽ ഇവ ര؇് േബാ٧ുع കളിൽ ഇടാം. മൂؗാമേ؋ത് 
കണׯാؗുׯത് വളെര എളുؚമാണ്, കാരണം 10 േബാ٧ുع കൾ 10 പؓുകൾ ഉتേؚാൾ ര؇് േബാ٧ുع കൾ 
ഒآത് തര؋ിൽ വയ്ׯാെമ്ؗ ഞ׹ൾ കെ؇؋ി, അതിനാൽ ഒآത് പؓുകൾ ഉتേؚാൾ എ؂് 
തര؋ിൽ ഇടാം.  എ؂് എؗത് നമു്ׯ ഏഴ് തര؋ിൽ വയ്ׯാം, രെ؇؉ം ഉتേؚാൾ നമു്ׯ ഒരു e 
തര؋ിൽ മാْതേമ വയ്ׯാൻ കഴിയൂ , അത് ര؇ാമെ؋ േബാ٧عിൽ ഒ്ؗ, മൂؗാമെ؋ േബാ٧عിൽ ഒ്ؗ 
എؗി׹െനയാണ്, അതിനാൽ െമാ؋ം സാധّതകളുെട എ؉ം 1 ؛സ് 2 ؛സ് വെര തുലّമാണ്. 8 എؗത് 
എ؂ിൽ നി്ؗ എ؂ിേല്ׯ തുലّമാണ് ؛സ് വൺ എؗത് ഒآത് ര؇ിന് തുലّമാണ്, 36 വّതُّ ٝവഴികൾ്ׯ 
തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്20  ׯ വّതُّ ٝേബാ٧ുع കളിൽ നൂറ് സമാന പؓുകൾ ഉെ؇്ؗ സ׸ൽؚിുׯക, 
അവെയാؗും ശൂനّമب, തുടർ്ؗ ْപേവശിׯാൻ കഴിയിب .  ഈ രീതിയിൽ ഓേരാ ഘ؋؂ിലും 
േബാ٧ുع കളുെട എ؉ം കൂടുؗതിനനുസരി്׺ നമു്ׯ ഒؗിലധികം സാധّതകൾ വരുؗു, അത് എ׹െന 
പരിഹരിׯാം, 
അ׹െന ഞ׹ൾ പ്؋ എടു؋തിന് സമാനമായ േബാളുകൾ ഉെ؇്ؗ കരുതുക, അതിനാൽ ഞാൻ പ്؋ 
വരയ്ׯെ؂ , അത് മൂ്ؗ േബാ٧ുع കളിൽ ഇേട؇തു؇്. ര؇് പؓുകൾׯിടയിലുت വിടവ് ഞ׹ൾ 
പരിഗണിؗുׯത് ഞാൻ അവിെട ഒരു ലംബ വര ഇ؂ുെവ്ؗ കരുതുക, അതിനർ،ം ഞാൻ അതിെന ര؇് 
വّതُّ ٝഭാഗ׹ളായി വിഭജിുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക, ഞാൻ അ؋രം വരികൾ ഏകപײീയമായി 
തിരെ؁ടുു؋െവ്ؗ കരുതുക , തുടർ്ؗ ആദّെ؋ േബാ٧عിൽ െസേׯായിൽ ഒരു പ്ؓ ഉെ؇്ؗ 
എനി്ׯ പറയാൻ കഴിയും മൂؗാമെ؋ േബാ٧عിൽ നാല് പؓുകൾ ഉ؇്, അതിനാൽ ഇത് nd box 
ഇനിؚറയുؗ േകാൺഫിഗേറഷനിേല്ׯ നയിുؗുׯ ഒ്ؗ അ؀് േഫാറുകൾ മറുവശ്؋ 
ഏകപײീയമായി ഞാൻ ര؇് വരികൾ തിരെ؁ടുു؋െവ്ؗ കരുതുക , ഇവ ഒരുമി്׺ എനി്ׯ 
ആദّെ؋ േബാ٧عിൽ മൂ്ؗ പؓുകൾ ലഭിുׯം. ര؇ാമെ؋ േബാ٧عിൽ അ؀് പؓുകളും മൂؗാമെ؋ 
േബാ٧عിൽ അ؀് േബാളുകളും ഈ ْപٍ٠ം എ׹െന പരിഹരിׯാം എؗതിെനുׯറി്׺ നി׹ൾ്ׯ ഒരു 
ആശയം നൽകുؗു, അതിനാൽ ഒآത് വിടവുകളിൽ നി്ؗ ലംബ േരഖ ഇടുؗതിന് ര؇് 
തിരെ؁ടുׯണം അതിനാൽ പരിഹാര׹ളുെട എ؉ം 10 ൈമനസ് 1 തിരെ؁ടുുׯക 3 ൈമനസ് 1 9 c 

 ന് തുലّമാണ് ഫാക് േടാറിയൽ  ന് ഫാക് േടാറിയൽ  ആׯി ഫാക് േടാറിയൽ  ന് തുലّമാണ്  േല്2 ׯ 9 2 7 8 9 
ൈബ 2 36 ന് തുലّമാണ്,  അതിനാൽ െപാതുവായി സമാനമായ േബാളുകൾ ഉെ؇׸ിൽ നമു്ׯ മു്آ 
ലഭി׺ അേത ഉ؋രം തെؗ ലഭിുׯം.  ഒരു േബാ٧ുع ം ശൂനّമാകാ؋ തര؋ിൽ േബാ٧ുع കളിൽ ഇടുക, k 
തുടർ്ؗ സാധّമായ വഴികളുെട എ؉ം ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 ന് തുലّമാണ് , ഞ׹ൾ ഈ നآറിൽ n ck 
എ׹െന എ؋ിേ׺രുെമ്ؗ ഞാൻ കാണിു׺തؗതിനാൽ അേത തതٔെ؋ അടിرാനമാׯി നമു്ׯ ഒരു
ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാം മൂ്ؗ േപാസിئീവ് സംഖّകൾ തിരെ؁ടുׯാം, അതായത് ؛സ് ؛സ് ple xyz x y z

 ന് തുലّമാണ്. ഇതാണ് ْപശ് നം എ്ؗ കരുതുക, തുടർ്ؗ നമു്ׯ അതിെന സമാനമായ േബാൾ, േബാക് സ്15
ْപശ് നമാׯി മാئാം, അതിനാൽ  എ؉ം പരിഗണിׯാം. അവ ഒേര േപാെലയുتവയാെണ്ؗ 15
പരിഗണിുׯക, കാരണം അവ ഇേؚാൾ എനി്ׯ മൂ്ؗ സംഖّകൾ കെ؇േ؋؇തു؇്, അതായത് 
അവയുെട ആെകു؋ക 15 ആണ്, എനി്ׯ ഇതിനകം 15 ഉ؇്, അതിനാൽ എനി്ׯ പതിനാല് 
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വിടവുകളിൽ ഏകപײീയമായി ര؇് വരികൾ തിരെ؁ടുׯാം , അത് എനി്ׯ പാർ؂ീഷൻ ര؇് േകാമ 
എ؂് േകാമ നൽകുؗു അ؀് അതിനാൽ അവെയ ْകമീകരിؗുׯതിനുت ഒരു സാധّമായ മാർ״ം x 
ആണ് ര؇് എؗത് എ؂ിന് തുലّമാണ്, എؗത് അ؀ിന് തുലّമാണ് , അതിനാൽ സാധّമായ വഴികൾ y z 

ആണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ സംഖّ എ׹െന ലഭിു׺െവ്ؗ നി׹ൾ്ׯ മനസിലാׯാൻ കഴിയും14 c 2 
, ഇനിؚറയുؗവ പരിഗണിുׯക.  മൂ്ؗ േബാ٧ുع കളിൽ പؓുകൾ ഇടണം, അതായത് ഏത് േബാ٧ുع ം 
ശൂനّമായി തുടരും , സാധّതകളുെട എ؉ം എْതയാണ്, അത് എ׹െന പരിഹരിׯാം എؗ േചാദّമാണ് 
ഒരു േബാ٧ുع ം ശൂനّമാകാൻ കഴിയാ؋ സാഹചരّ؋ിനുت പരിഹാരം ഇവിെടയു؇്. ഏത് േബാക് സും 
ശൂനّമായി തുടരാം, ഞ׹ൾ ഇനിؚറയുؗവ െചുؗുإ, അതിനാൽ ഇൻ േബാളുകൾെׯാؚം ഞ׹ൾ k 
േചർുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ അവെയ മെئാരു നിറ؋ിൽ ഇടാം , അതിനാൽ ഇതാണ് േബാളുകളും n 
ഇത് േബാ٧ുع കളും അതിനാൽ ഞ׹ൾ്؛ ׯസ് നിരവധി ഇന׹ൾ ഉ؇് ؛സ് എْത തര؋ിൽ k n k n k k
േബാക് സുകളിേല്ׯ വിതരണം െചإാം , അതായത് ശൂനّമായ ഒരു േബാക് സ് ഇب, അതിനാൽ ؛സ് n k 
ഘടക׹ൾ േബാ٧ുع കളിൽ ഇടാം, k 
അ׹െനെയാؗും ശൂനّമ؛ , بസ് ൈമനസ് 1 ൈമനസ് 1 ആണ് , ഞാൻ െױയിം െചുؗുإ ഇേؚാൾn k ck 
നമു്ׯ പാർ؂ീഷനുകൾ ഉتതിനാൽ അവെയാؗും ശൂനّമب, അതിനാൽ എْത േബാളുകൾ ഉ؇് k n 
k k ׯക, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ുׯസ് േബാളുകൾ ഓേരാ േകാൺഫിഗേറഷനിൽ നിؗും ഒ്ؗ കുറയ്؛
േബാ٧ുع കളിൽ േബാളുകൾ ഉ؇ാകും എؗാൽ ചില േബാ٧ുع കൾ ആകാം ശൂനّവും, അതിനാൽ ഞാൻ 
നി׹ൾ്ׯ ഒരു െചറിയ ഉദാഹരണം നൽകാം, മൂ്ؗ പؓുകളും ര؇് േബാ٧ുع കളും പറയുക , 
പരിഹാര׹ൾ 0 3 1 2 2 1 , 3 0 എؗിവയാെണ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം. അതിനാൽ ഞ׹ൾ െചؗുإത് 3 ؛സ് 2 
ആണ്, അതായത് അ؀് പؓുകൾ ഉെ؇ؗും ഞാൻ അത് ര؇് േബാ٧ുع കളായി വിഭജിുؗുׯ 
അവെയാؗും ശൂനّമب, അതിനാൽ , നാല് വരിയുെട നാല് വിടവുകളിൽ നി്ؗ ഞ׹ൾ മുآെ؋ 
ْപശ് ന؋ാൽ ഞ׹ൾ െചؗുإത് ഒരു പാർ؂ീഷൻ തിരെ؁ടുുؗുׯ, അതിനാൽ ഇത് പരിഗണിുׯക, 
അതിനാൽ പؓിന്െറ ْകമീകരണം ഇേؚാൾ ഒ്ؗ േഫാറാണ്, അവയിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ കുറ׺ാൽ നമു്ׯ 
പൂജّം മൂ്ؗ ലഭിുׯം.  ഞ׹ൾ ഇത് വരിയായി കണׯാുؗുׯ,  ഓേരാؗിൽ നിؗും 1 കുറ׺ാൽ നമു്2 ׯ 

 എؗതായിരിുׯം പരിഹാരം, അേؚാൾ നമു്ׯ  േകാമ  ലഭിുؗുׯ  േബാക് സുകൾ ശൂനّമാׯാൻ 3 1 2
അനുവദിׯാ؋േؚാൾ ഈ ആശയം വّװമാകുെമ്ؗ ഞാൻ ْപതീײിുؗുׯ  അെ׸بിൽ ൈമനസ് 1 k 
തിരെ؁ടുുׯക ശരി സുഹൃׯു؋െള ഞാൻ ഇ്ؗ ഇവിെട നിർുؗു؋ , അടുױ ؋ാസിൽ നി׹ൾ 
ആശയം മനشിലാുׯെമ്ؗ ഞാൻ ْപതീײിുؗുׯ, ഞാൻ ഈ ഘ؋؂ിൽ ആരംഭിുׯം, കൂടാെത 
േْപാബബിലിئിയുമായി ബؖെؚ؂ മ്ئ ചില ْപٍ׹٠ൾ ഞ׹ൾ പരിഹരിുׯം സുഹൃׯു؋െള 
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