
 హ޳࢑ ࡹङ ङߕగత ఉప ࡱबࡏ సంࡹ సంړ ऱషद సంఖङ ల߯ ఉపߕङ छࣃ ڕలࣃ గతం , ఐకङ త ࡅకए  nth ࡹ ݋ࡐ 
సమసङ లߘ ऴపޙङ కంڴ ఐకङ త ࡅకए ङږ  झ݋ࡐ ࠗ ऐࡍచ ࡹ  ంۧ࠭, అ޴ అࡌࢣ ޴ߝल లޜ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం t 
అڒ ޙ࠼ऱ࣒ ࠭࠲ ࡹ చࡍऐ ంۨన ۨవࡍ ఫߖޑ࡯ऒ .ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ 
   అపసవङ ऒߖހసࠬకర ޴ంړऴ ޴న ఇ࠼అ ݭం݃ࡂࡍఓ ࡹశ޴   సంతృߧफపࣆࡏफం޴, ఇߕࣆ ޴ऒ  ,abc ړ
సࠪన࠳న పऱ࣒  ఒࠉ ڴ࠲ పऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛ సࠪనం, ఇకए ړ డ ఒڴ࠲ అ޴ߝ ఏకޑछ ङږ ړߖ  c ݋ࡐ ࠗ
మ࠾ࡍ అ޴ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అޙ࠼ మ࠾ࡍ అ޴ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۨࡍనటऱޙ࠼ మ࠾ࡍ 
ࠪऴత࠲ అڼ࡮ ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ࡛  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߖހన ఇతర సࠬకర࠳సࠪన ޜ   ab bc ca
సంతృߧफ పࣆࡏफం޴, మనం ఒక ߄ࣃరణ సమసङ भ޳ۯ ߘ ం ࡌࢣल లݟږ ޜన ऴࠜޒజం ڒవ۪ऐ ړసం ߖߖ޵ ,  ऱషद t 
సంఖङ లࡹ అ޳ࡱߧ ߖभ ం ݡࠪ ࢐ܽङ ల࣒ సࠪనం మ࠴ ࢐ܽ ࠾ࡍతफం 0 అޙ࠼ మనం ఒక z1 z2 z3 t 
సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అߧ۫ ߖంۧڒ ࡯బܽद మనڕ ఇవछ బݟన޴ 
సࠪన పࠪࡍణంࡌࢣ ݡ࠮ ޜल ऒߕࣆ తफం࠴ ࢐ܽ ࠾ࡍమ ࡱ , ఇܾߖ࠿ ޴ ऴߦపࡎ द ࡅకए ङږ  కएࡅ ݋ࡐ ࠗ
పङࡐࣃ తߩ޳޳ ڕ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అޙ࠼ మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఐకङ త ࡅకए ङږ   ࢐ܽ ,݋ࡐ ࠗ
ङݡࠪ ల࣒ ۧ࡮ సࠪనం, ఇ޴ ఒకܽ అޙ࠼ ఇకए డ అۮ ޴పओ బడ޶ࡶ అߖ ࠪऴత࠲ ఇవछ బݟంݡࠪ ޴ङ ల࣒ 
సࠪనం , అ݋ߖ࠿ ޴ సࡍए ߯ ࡽ  ఉం݋ߖ࠿ ޳ࡶ ޳ సࡍए एڕకం݄ ఎ ࡽ వڴ 
ఉంܿం޾ మన࡯ޘ ڕయڒ ޶బܽद ݡࠪ ࢐ܽङ ల࣒ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद అ࢑ మనం ߧలవగڜ ڼ࡯ంత 
࢐ङ రࣃ बంޜ సࡍए ߯ ࡽ  పڕݡంܼڒ ࠼బܽद మనڕ ఏࠫ ఇవछ బݟం޾ ۫࣋ంڕ޶ ऴపయޒऒ भ޳ ం.
 అ޴ వࡵ అࡓ ࢑ంݡ࠮ ݡ వృతफ࠭ ߯ పంۯ ނߧయబݟ ఉంܼ࠼, అ޴ మనڕ ఇవछ బݟన޴ r z one z z 
ఈ సࠬకరణం ߘం࠴ ࢐ܽ ݟతफం ߕࣆऒ , ఇవछ బݟన ڒరకం ఈ ݡ࠮ స࠲घ ళన సంఖङ ऒߕࣆ  కएࡅ   తफం࠴ 
సంߖڴࡆऒ ఇపओ ޴ం݄ అڕࣆޓ  ऒߖހసࠬకర ޻అ  ڔܽ  సంతృߧफ పరచߕޔࠓऒ ం ڒబܽद సంࡆగం 0 అߖ 
పऱ࣒ ࡛ࠈ ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంڝࣆޓ పऱ࣒ ࡛ࠈ ݡంࡓ  ऒߕࣆ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࡛ࠈ ݡ࠮   సࠪనం z 1 z z ړ
ఇߩओ ङݡࠪ ࢐ܽ ݡ ల࣒ సࠪనం ڒబܽद మనం ࢑భ܊ంచవ۪ऐ छ޳   మనం mod z1 squa re ݟంచం܊࢑భ ࡌ

ఒక చޔరऴసం࣋ڵ࠙ ޜफ ఇࡱ࢑ ޴వ ఏ࠳నపओ ए࣋ ݡంࡓ ޴అ ڔܽ छ  mod z mod z mod z ݡ࠮ ܿߦ ޜ ࡛
చޔరऴړߖࣃ సࠪనంڴ ఉంܿం޴, అߩओ మనం ఇకए ݡ డ ࣋ڵ࠙ ޜ ߖ ࡛ࠈफ z one mod z one square z 

అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ .one 
వ࡛ࠈ ߤ పऱ࣒ ए࣋ ߤవ ݭ࠵ ߘ ࡛ࠈ ݀  छ ए࣋ ݀ ݭ࠵ ޴ఇ ,ࡏంۧ܊࢑భ ޜ ࡛ छ  z z z z  ڴసࠪనం ޜ ࡛

ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ  ݀ అڴ ࡛ࠈ ݀ ߖ పऱ࣒ ऴ࢐యవ۪ऐ ڴ ంۨ  పవ࡛܊࢑భ ޜ ڴ ࡛ࠈ    .z z z 3 z 3 z 3
  0.
పऱ࣒ ߤవ ࠑ ఒకܽ ޴ంܼ࠭, ఇڕࡏۯ ړߖހసࠬకర ޴ంړ బܽद మనంڒ   వࠑ ߤ ݀ పऱ࣒  వࠑ ߤ ऴޓ ఇ޴ z z z 
ऒߕࣆ ంచవ۪ऐށڷ ޜరకంڒ ߝసం అڝ రకంڒ ఈ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ .z1 z2 z3 
 మనం ఈ ऴړం޴ సࠬకరڕࡏۯ ړߖހంܼ࠭ ࡓంڒ ݡ࠮ ݡబܽद ࠭࠲ ఈ సࠬకరߖހऒ  వࡓ ߤంݡ z z z z 

फࣃށڷ ޜరకంڒ ߝఅ ݡ࠮ ऒߕࣆ ޴ంܼ࠭, ఇڕࡏۯ ړߖހసࠬకర ޴ంړఈ ऴ ࠭࠲ ,࠭  z ߖసࠪనం అ ړ
 ڴసࠬకరణం ఒకܽ ߖߖ޵
भ޳ࡱߧ ం.
  ఇۨऐ న సࠬకరణం మనڕ వߤ పऱ࣒   ప ऱ࣒ ऒߖࣃరऴޔచ ߖ޳ ޙ࠼వ 0 అࡱ࢑   అం݄ z z 2 z 3 e  ݟంڝࣆޓ 
మࢁऱ 0 
అం݄ ఎڡझ  ऴ߭ష݋࣊ ߤ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ߷ङ క द࡛ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ వߤ ݀ పऱ࣒1 z z z z 

 ప ऱ࣒  ఇړ0 ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ సࠬకరణం ޳छ  z2 z3 z3 z1.޴फంࣆవ ࡌ
  1 ఈ ڒరకం 0 ڒబܽद మనڕ వߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ݡంࡓ  छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ ऒߕࣆ ࡛  అߖ మనం z z z 
߰ంߖߖ޵ ,࠭ޑ޶ ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍంݡ సࠬకరణం ߘంݟ సࠬకరణం ࡓం޳ࡱߧ ڴݡभ ం, వߤ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  z z 
ए࣋ ݡంࡓ छ ࡛ ప ऱ࣒  ऴޓ ࣋ए छ ࡛ ఇړ ޴ సࠪనం ఇߩओ z z1 z2 plus z2 z3 plus z3 z1 ڕమనం ఇంత ݡ
࠭ంߧࡐߖ ޶ంۨన ऴపߦޒదనࡏڷ ߘफ ڕࣆۯం޳ం, అం݄ ࠬࡌࢣ ڕल లޜ ऴࠜޒజం ఉం݄, ఇ޴ abc 
సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అޙ࠼ మ࠾ࡍ అ޴ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۨࡍనటऱޙ࠼ మ࠾ࡍ అ޴ ఒక ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  b 
࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒   ఈ ఫ࡯తం ߘంݟ  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒ ab bc ca ߖజం అࠜޒऴ ࣗࠈరऴసం సమޔన చ࠳సࠪన ړ  c t 
߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࠭࠲ ఇۨऐ న సమసङ ऒߖހంۧ࠭ అం݄ ఈ సࠬకరߧࡐߖ ߘ  z one z two z three 
సంతృߧफప࣋ࡍफ, అ޴ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అߧࡐߖ ࠭࠲ ߖంۧ࠭ మࡖక సమసङ  ఇ࢑ ޻ధ࠳న ఊహߘ d  oa 
కڵ࡯ ఉంܿం޴, అం݄ మనݡ࠮ ڕ సంړ ऱషद సంఖङ ఇవछ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒకܽ ࡱ బݞन  z z z ߖ޵ ,࠼
ङݡࠪ ల࣒ ࡱ࢑వ ఒకܽڴ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ మ࠴ ࢐ܽ ࠾ࡍతफం ߕࣆऒ వర ࢐ܽ ߗڒ ޶ڒ సࠪనం ړ ठ 
ऒߕࣆ తफం࠴ రऴసం పऱ࣒ޔసࠪనం  ఒక చ ړ రऴసం పऱ࣒ޔచ ݡంࡓ   చޔరऴసం 0ړ సࠪనం, ఆ߯ z z z 3 
ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం కం݄ ఎڕए వ ޳ࡶ సࠪనం n 2 
అޙ࠼ పవ࡛  ప ऱ࣒ పవ࡛  ప ݟంߘ  ऱ࣒  పవ࡛ అړ ߝం޴ వङ ڔ फకరణߘ పࡍగށంۧలߖ మనం z 1 n z n z 3 n 
.࡯ంۧߧ۫
ऒߖހࠪࡍప ߖ޳   ఎలऱߩओ एړࡵ ߖఅ ࡔస ݡ࠮ 0 ݢ ంచంڒ ,ݟబܽद ఈ ఫߖޑ࡯ऒ  r 1 r 2 r ړߖݞంచߧࡐߖ 
ऴపయޒऒ भ޳ ం ڒబܽद ࠴దట మనం ࣋ۯ పࢣࡍలన ఏࠫటం݄ , సంړ ऱషद సంఖङ  z z ߩచదర ݡంࡓ ߩఒక చదర ࡱ

నऒࠚ࢑ ࡱࣃరऴޔచ ݡ࠮ ంڴ ఉߕऒ యߖ అڕߘం޳ం.z 
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చޔరऴసం చޔరऴړߖࣃ సࠪనం అޙࠉۮ ߖ, z 1 z 2 

ए࣋ ߤన࣒ వ࠳ ߩచదర ݡ࠮ ݟంߘ ఊహ ߝంటࢗ छ కएࡅ ࡛ ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ࡅకए  z s z z 3 s wh 
ङݡࠪ ల࣒ ࢗ ߖంట࡯ޘ ߝయܑࣆफం޴.

చޔరऴసం ऴߦథࠫకం2 ڴ, ఇ޴ ऴࡅ ޓకए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ సࡔ అߝ ࠪ ఊహࡏ࢑ ڕదमం, ڒబܽद   ose z 
ఇۨऐ ࠭࠲ న సంړ ऱషद సంఖङ నऒࠚ࢑ అ࢑ ݡ࠮ ݡంࡓ ఒక ࡱ ంڴ ఉߕऒ యߖ మ࠾ࡍ అ݋ߖ࠿ ࢑ z z z 
సࡍए ߯ ࡽ  ఉߕऒ యߖ గమߖంۧ࠭, అం݄ అ࢑ నచऐ .࢓
 ఒక ࡔఖ߯ పڝݡంݟ, అం݄ మనం ऴ܉ࠜޒలڴ ߘ ఉంచవ۪ऐ  మߘ࠭ ࠾ࡍపܽ ఫ࡯తం అ޴ z1 z2 z3 z1 
࣋ए छ ࡛ చదరߩ ࣋ए छ लࡌࢣ ࡛ లޜ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అࢗ ߖంట࡯ޘ ߝయܑࣆफం޴, మనం ۫ߧన z2 z3 
ऒߖޑ࡯పܽ ఫߘ࠭  ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ 
పࡱހࠪࡍ సࠪనంڴ ఉం݄ మ࠴ ࢐ܽ ࠾ࡍతफం ߕࣆऒ ऒߕࣆ ఉం݄, ఒక ڴసࠪనం ړ  z z ݡ࠮ ݡంࡓ 
लࡌࢣ లݟږ ޜన ऴࠜޒజం ఒక సమࣗࠈ ऴߖ܉ࠜޒऒ  ఏరओ  ߖफందࣆࡏ
ओߩంۧ࠭, ఇߧ۫ ࠭࠲ लࡌࢣ ࡵవ ߩజం ఒక చదరࠜޒऴ ݟంߘ ߖ޵ ݡ లߘ కڵ࡯ ఉంద࠭࠲ ߖ t z z 
గమߖంۧ࠭.
పओۮ ݋ߠ ࡏకࡖమ ࠾ࡍజం మࠜޒऴ ࣗࠈఒక సమ ޴ߝరऴసం అޔచ ݡ࠮ రऴసంޔచ ݡంࡓ  ऒߖݞ  z 
గమߖంచంݟ, ఒక చదరߩ మࡓ ࠾ࡍంݡ చదరߩ ࣋ए छ ङݡࠪ ࡛ ల࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఇ޴ mod z mod z mod z3 
అం݄ అ࢑ ఒక ݋ߖ࠿ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంܼ࠼ మ࠾ࡍ సంబం߅త ࡌࢣल ऒߖ܉ࠜޒऴ ࣗࠈసమ ڕమన ࡱ  ఇࣃफ  , ࠼
అం݄ సంړ ऱషद సంఖङ లߘ ఒ޳ ڴ࠲छ ంచవ۪ऐߖ߄సంߘఅ ࡌ , అం݄ 120 ݟऴޒ ߖڶపओ డం ޳छ  మనం ఒక ࡌ
लࡌࢣ ऒߖ  ߰ందవ۪ऐ , అږ ޴ङ छ޳ ݋ࡐ ࠗ ఏకతछ ޜరऴసంޔచ ޴ంޔݡంచబށڷ ࡌ ం మ࠭࠲ ࠾ࡍ z 1 
ఇతర ࡌࢣल ऒߖ  

ए࣋ ڴ࠲ఒ ࠾ࡍంచగల࠭ మށڷ ޜరऴసంޔచ ݡ࠮ छ ࡛ ఒక చޔరऴసం అ࠼న ఈ పړߖހࠪࡍ ఒڴ࠲ z z 
అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद ఒߖڴ࠲ ఒڴ࠲ పవ࡛ ࡛ࠂ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ ంచవ۪ऐߖబܽद మనం గమڒ  .
  అ޻ వङ ڔ फకరణߘ ఒڴ࠲ పవ࡛ ࡛ࠂ అߖ వߤ ࣋ए छ ంచవ۪ऐށڷ ޜ ࡛  అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇకए డ మనం అڼ࡮ z 
ఉం۪࠭ޑ, ఈ ࠮లకం ࡅకए  వర ठ࠮లం ޳छ ఇవछ ݡంࡓ ࡌ బݟందߖ మనం ۫ࣃफ ࠭, ఇ޴ మనڕ పऱ࣒  z 
ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ޳ࡶ छ ࡛ వߤ మ࠾ࡍ ऴޓ పऱ࣒  ఇࣆफం࠳  ޴న࣒ ఒ࠹݅ ڴ࠲झ  వߤ ఇߩओ  మనం z z r z ݡ
ఏࠫ ړࡵए ంۧలڕߘంܿߕऒ  ࠭࠲ ,ݟంڝࣆۯफࡏڷ ࠵

ఒక పవ࡛  ప ऱ࣒ పవ࡛  ప ݡంࡓ  ऱ࣒  ऴޓ పవ࡛ ڝసం ࡱ࢑వړࡵ ߘए ంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭ ఇߩओ  z n z n z n t ݡ
వङ ڔ फకరణړࡵ ߘए ంచంߨ݇ ݟ అ޴ߝ పవ࡛ ߘంݟ పవ࡛  ప ऱ࣒  పవ࡛ ړ ఇ޴ సࠪనం ڒబܽद z 1 nz n z 3 n z 1 
పవ࡛ ߄ࣃరణంڴ బయటޓ ڕయబޔݡందߖ మనం ۫ࣃफ బܽद మనం ఇకएڒ ࠭ డ 1 ప ऱ࣒  న࣒ n psa࠳ 
ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ పవ࡛ మࢁऱ ప ऱ࣒ ओߩపవ࡛ ఇ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳  ऒߖހࠪࡍప ߖ޳ మనం ݡ एړࡵ  ంۧ࡯, n r n 
ఎం޶కం݄ వࡅ ߤకए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ ڒబܽद వߤ పవ࡛ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ ڒబܽद మనం  1 ప ऱ࣒  z z n r
పవ࡛ 2 పవ࡛  ప ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ऱ࣒ ړసం ޴ంړన ऴ࠼న࣒ అ࠳  ऱషद సంఖङ కएࡅ   పߖހࠪࡍऒ  గࣃށफ ࠭.n r 
 ఒڴ࠲ పవ࡛ ڒబܽद ࢗంటߝ మనం ۮపओ గ޴ڼ࡯ ఇݡ࠮ ޴ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం ࡱ࢑ ߗڒవ n 
ఖۨऐ తం3 2 1 0 ڴ సࡔ అߧ۫ ߖంచడ࠲ ࠪ ఉ޻भశం ڒబܽद ఇࡌߪ ޴प ంڒల కం݄ ఇతర ࢐సफవ సంఖङ  ߘ
.޶ڝࣆޓ
 ఇߕࣆ ޴ऒ మధङ ݡ࠮ ݟంߘ   ఉంܿంڒ ޴బܽद ߖ޵ऒ ऴగࣕంచవ۪ऐ ڴలభంࣆ   ఎం޶కం݄ 
ఏࡱ࢑ ߕ޼వڕ ఈ వङ ڔ फకరణ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అం݄ ఒڴ࠲ పవ࡛ 2 ఒڴ࠲ పవ࡛ ړ సࠪనంڴ ఉంܿం޴n n
ओߩఎ ޴బܽद ఇڒ ऴపశऒ ࠪ ޴ߝందޔ࢓సࠪనం అ ݡ .

ࠪऴత࠲ సࠪనంڴ ఉంܿం޴  ఒڴ࠲ పవ࡛ ఒకܽ ڒబܽद ࡌߪ ߘ ߘߝप ంకం ࡱ࢑వڴ3 2 ࡱ  wh en n n 
ओߩన࠼అ ࡽߩद࡯మ 3 ޴అ ࠾ࡍం݄ మڕࣆޓ ఇకए ࡏࠬ ݡ డ ఒڴ࠲ పవ࡛ ܿ అڼ࡮ ఒڴ࠲ పవ࡛ అߝ n n 
అࡱ࢑ ޻వߘ ߰ంࡏޑ޶.
  అࡱ࢑ ޻వ ఒకܽ ڒబܽद ࠬࡏ ఎలऱߩओ ఇకए ݢ ఇకए ޴ఇ ,ࡏఉంܼ ݦ డ ఉనऒ ए࣋ ڴ࠲ఒ ࡏࠬ ,లకం࠮ ࡔ࢘  छ ߖ ࡛
߰ందవ۪ऐ , ఆ సందరग ంࡏࠬ ࡹ ఒڴ࠲ వߘ ߤ ఇకए డڕ ߰ందవ۪ऐ నऒࠚ బܽद బࣗళ కం݄ڒ  ంڴ ఉం݄ r n 
సࠪన ࠮లకం ఉండ޶ .
ఇకए ڕమన ޜలనࢣࡍబܽद ఈ పڒ ݡ࠮   డ అవڒశం ࠪऴత࠲ లࣆࠚफందࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ  ࡱࢡڒబܽद అవڒ ,࠭
ఒڴ࠲ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ڴ࠲ఒ ޳ࡶ ߧ࡯క ޜ ࡛ छ  ڕफࡏڷ ऱࢁమ ߘߝ బܽदڒ ࡯ݞఉం ޜ ࡛
ऐ۪ޘ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝ ࣋फ ߘߝ ఈ వङ ڔ फకరణߖڜ ࡹऒ ంܽ߯ ࠪऴత࠲ దృࢳद ߭ߕޔݡऒ బܽद ఇకएڒ ߘ డ ࠳న࣒ 
ఒڴ࠲ ఒڴ࠲  చޔరऴసం మ࠾ࡍ ఇతర అవڒశం ࠳న࣒ ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ఒڴ࠲ చޔరऴసం ڒబܽद ఈ అవڒశం 
ओߩతफం ఎలऱ࠴ ࢐ܽ ࡏࠬ ందړ पࡌߪ ݢ ంకంڴ ఉంܿందࡏࠬ ߖ ۫డవ۪ऐ  ߖߖ޳ఒక ۲ܼޒऴప ߘߝ బܽदڒ 
ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ڴలభంࣆ ߖఅ ࠲తफం 0 1 2 ࠪऴత࠴ ࢐ܽ , ం݄ڕࣆޓ  
మ3  ࠾ࡍ.
࢐ङ ఒక ړߖݞయۯ ߘకరణ࢒ఈ ధృ ߘߝ బܽदڒ  फࣃ࢘࡯޴వ ڴమం࠻  ߘ
, ఇకए డ ఈ ऴړం޴ వङ ڔ फకరణ ࡅకए క సమసङࡖమ ړߖంచܼށగ ߘవࡱ࢑  भ޳ۯ ߘ ం, ఇకए డ మࢁऱ ఒڴ࠲ అ޴ߝ 
ఐకङ త ࡅకए ङږ  బܽद మనం పऱ࣒ڒ ݋ࡐ ࠗ  వङ ڔ फకరణ ڝసం ࡱ࢑వړࡵ ߘए ంۧڒ ࡯బܽद లࣾހలࡏڷ ߘफڕ 
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ऐ۪ޘ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝ ంచంݟ.
 
ఒڴ࠲ వࡹ ߤ వߤ పऱ࣒  ఒڴ࠲ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ ఇߕࣆ ޴ऒ  మ࠾ࡍ ఒڴ࠲ పవ࡛ ఇݟ࠮ ޴ంܽڷ ړణڒరం n 
అޙ࠼ పవ࡛ ݡ࠮ ޳ࡶ ݡ࠮ మࡰद మ࡯दݡ࠮ ࡽߩ అ߄ࣃ ࡏࠬ ޙ࠼రణంڴ ఒకߖ޳ऒ  ߰ం࠭࠲ ࡏޑ޶ 
ऴ࢐యవ۪ऐ ڴఒకܽ ޙ࠼అ ߖపవ࡛ అ ڴ࠲ఒ ߖߖ޳  n n 
ऒߕࣆ షࢩ ݡ࠮ ߘߝ షం అం݄ࢩ బܽदڒ రంڒణڷ ړంܽݟ࠮  n ,޴ంޔ࢓అ ڴ࠲వ ఒక ఒࡱ࢑ फ ఆ࣋ڵ࠙ ޜ
छ޳ 3 ࡏࠬ ए࣋ ڴ࠲ఒ ڴ࠲ఒ ڕࠬ ޙ࠼షం ఒకܽ అࢩ फ࣋ڵ࠙ ࡌ छ  వࡱ࢑ ࡛
వࣆफం޴ మనం ڵ࠙ ޜݡ࠮ ߖంۨనߩओ ओߩబܽद ఇڒ ࡔస ݡంࡓ ޴న࡯ڵࠫ ݡ ఇకए ݡ డ ߖڜऒ  నߘߕ࠮ n 
۫డܼړߖ ऴపయޒऒ ంచంݟ, అం݄ ߘߝ వङ ڔ फకరణߘ ఒక ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ  న࣒࠳ ޴ఇ ޙ࠼ంۨనటऱށగࡍప ڴ ࡛
ఒڕڴ࠲ సࠪనం మ࠾ࡍ  పऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡎభ ޜڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ऱࢁమ ߖ ࡛ फ ࣃۯफ న࣒  ఓం 1࠳ ڕబܽद మనڒ ࡏ 2
వࣆफంߘߝ ޴ త޶పࡍ వङ ڔ फకరణߘ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ 1 ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ పవ࡛ 4 ఇ޴ ega 
ఒڴ࠲ తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఒࡱ࢑ ڴ࠲వ మࢁऱ ఒకܽ పऱ࣒  ఒ࠳ ߖڴ࠲న࣒ 
ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡎభ ޜ ࡛ फ ࣋ۯफ మన࠳ ڕన࣒ ࡓంݡ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ వࣆफంߘߝ ޴ తࡌछ झڡఎ ޒ  ऴ߭షࢀࢗ ړ ߤऱనటऱޙ࠼, 
అࢗ ޴ంటߝ ఒకܽ అݡ࠮ ߖ పऱ࣒  ఆࡏ అߖ మనం ۫ࣃफ పవ࡛ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ లన ఒకܽࢣࡍరణ ప߄ࣃ బܽदڒ ,࠭

 పऱ࣒  ఒڴ࠲ పవ࡛ ࡓంݡ అڷ ړݡ࠮ ޙ࠼ణڒరం n n n 
అޙ࠼ ఒకܽ మ࠾ࡍ మన࠳ ڕన࣒ వࣆफం2 ޴ ఒڴ࠲ అړ3 ݭ࠵ ޙ࠼ సࠪనం మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࡓంݡ n 1 
ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ అ࡯ڵࠫ ޙ࠼న పదం ࣋ڵ࠙ ޜݡ࠮ ߘफ ࡓంݡ అޙ࠼ ఈ పࢣࡍలనޜ ఇߩओ ఉతओ ݡ  फ nޒ
సరళంޔࡏࠪ ڴంڒ ޴బܽद ఇߩओ छ޳ లనࢣࡍయగలం అం݄ ఈ పۯ మనం ఏࠫ ݡ  ݡ࠮  ࡏయగలۯ ࡏࠬ ࡌ
ప޳లߘ వࡏసڴ కలపంݟ అం݄ ࠴దܽ ݡ࠮ ప޳ల ఉతओ  దܽ࠴ ޻బܽद మనం ߰ంڒ ,ݟంచంށగࡍప ߖफޒ
 ల޳ప ݡ࠮
ఉతओ ए࣋ ڴ࠲ఒ ݡంࡓ పదం ࡍప޶త ࠾ࡍమ ڴ࠲ఒ ݡంࡓ న࣒࠳ న పదం࠳फ ࢘గవంతޒ छ ࡛ మ࠾ࡍ వ  e 
త޶పࡍ పదం ఒకܽ ڒబܽद ࡱ࢑వ ࡓంݡ చޔరऴ࡯ڵࠫ ࡱࣃన޴ ఒږ ڴ࠲ङ  ߖంܽݟ࠮ కܽࡖమ ߘߝ ,ࠗ
छ޳ లనࢣࡍఈ ప ࡏࠬ ,ం݄ ఒకܽڕࣆޓ ऒߖࣃరऴޔచ ݡంࡓ ࡌ  ߰ందߕޔࠓऒ వङ ޴ంړఈ ऴ ,ࡏ ڔ फకరణ ޳छ  ࡌ
ఉతओ వ ఇవछࡱ࢑ फޒ బޔݡం޴ 

అݟ࠮ ޴ߝంܽڷ ړణڒరం అߖ అڕߘం޳ం, ఆ߯ మనం ݡ࠮ ݡ࠮ ప޳లߘ ఒకڜߖ޳కܽ కలపవ۪ऐ , n 
ఆ߯ మనం  ࣋ए छ నऒޔࠓంద߰ ߖ ࡛  ఉతओ छ޳  ޜ ࡏࠬ ࠾ࡍమ ߖफޒ సంఖङ ࡃࠓంచށڷ ࡌ 2 ړݡ࠮ ߘ n 3 n 
ओߩంۨనށڷ  ޴ంޔڷࡏజ ޴ఇ ݡ
మ࠾ࡍ అݡ࠮ ޴ߝ పऱ࣒  వࡅ ߤకए  మ࡯दࡽߩ అߧۮ ߖओ నߩओ  n ߘల޳ప ݡ࠮ ݡ࠮ మనం ,ݡ
కߧ࡯నߩओ ऒߖ޳ఒక ప ࠭࠲ ,ݡ  వࣃ࢘࡯޴फ ࠭ , ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ఒڴ࠲ పऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ అߝ పదం ߘంݟ 
వࣆफంڒ ޴బܽद ࠬࡏ ߰ం޻ వङ ڔ फకరణ ࡓంݡ ࣋ए छ ࡛ పవ࡛ ࠬ޳ 3 ࡏछ ऒߖڒణڷ ߖ޳ फ࣋ڵ࠙ ࡌ ఆ߯ , ࡌంܼڕࣆޓ 
మనం ݡ࠮ ప޳లࡹ కలపߖ మࡗ అంశం ఉం޴, అ࠳ ޴న࣒ ࡓంݡ ఒڴ࠲ మ࠾ࡍ అޙ࠼ n 

 ప ऱ࣒  2 అߧۮ ߖओ నటऱޙ࠼, అ࢐ ޻దనޜ మన2 ڕ చదరߩ వࣆफం3 ޴ k t 
ए࣋ ڴ࠲న࣒  ఒ࠳ ࠾ࡍమ ڴ࠲ఒ ݡంࡓ న࣒࠳ छ కएࡅ నݟంచబށڷ ޜ ࡛ ओߩణకం ఇڷ  ఈ వङ ݡ ڔ फకరణ2 ߘ n 
छ޳ యడంۯ లభతరంࣆ ఉతओ ࡌ కएࡅ రకంڒ फޒ ओߩఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑   తށగڣࡔ ఖ వంܽࡔ సరళ ݡ
వࣆफߘ࢓ అధङ యనం ۯయړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం , ఆ߯ మనం ڝ ߖ޳సం ࡿࢗफ ࠭  ఒక వృతफం ڒబܽद ࠭ంڴ޶ 
झڡం߭ऱڒ  ߮ऱߖࡹ ߤ సరళ ࡔఖ ࡅకए  సࠬకరణం ఏࠫ݇ చࡍऐ भ޳ ం, ڒబܽद ڒం߭ऱڡझ  ߮ऱߖࡹ ߤ సరళ ࡔఖ ࡅకए  
సࠬకరణం ఆ࡮औ పऱ࣒ ࡛ࠈ ࡛ࠈ   ఆ࡮औ   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ޜܼࠊ  औ࡮న ఆ࠳సࠪన ړ ఇవछ ޜ బݟంద࠭ޑߩ۫ ߖz z 
झڡం߭ऱڒ ࡗ܋ ߤߕ   సంఖङ  మܼࠊ ࠾ࡍ తపओ ࢐సफవ సంఖङ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం ߖߖ޵ ఉతओ నऒ ం 
भ޳ۯ ం ڒబܽद 
ࡎڒ दࣄయڝ ߤఆࡍ नࣄ ݋ߝసदࡹ ࠹ సరళ ࡔఖ ࡅకए ఇవछ ߧ࡯క ޜ࡯డनھ రణ సࠬకరణం߄ࣃ  బޔݡం޴,  ఇకए డ 

అ޴ߝ ఒక పంړ फۨࣇ ߖంచ࢐ ړߖݞసफవ సంఖङ ऒߕࣆ ࡱ  సࠪనం.abc ړ
 ఈ షరݟܔ ߘޔంచ޳ࡶ ړߖݞ తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  a b b ࠾ࡍరऴసం మޔఒక చ ࡯ݞఉం ݞంڕڒ 
చޔరऴసం ߕࣆऒ ऒߖހఈ సࠬకర ߕ࠼నܿవంܽ ఏ జత అڒ   సంతృߧफపࣆࡏफం޴, ఇߩओ xy xy ߖ ఈ ݡ
ࡍڷ ࡹ ߤऱ߮ ߤయࣄदࡎڒ फంచంݟ, అߩओ वౖ࣊ ڕమన ݡ द వࣆफం޴  పంړ फ ఇߩओ ړసం మనం సంڝ ఈ జత ݡ ऱషद gt xy 
సంఖङ ంచవ۪ऐ߅బంߘఅ ߘ  , అం݄ అం݄  ప ऱ࣒ ओߦۮ ߖసࠪనం అ ړ  ఆ߯  ప ,࡯ ऱ࣒ x z x iy ࡛ࠈ  x z z 
छ޳ छ޳ 2 ࡌ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ޳ 2 ࡛ࠈछ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴.y z z 
ओߩఇ ߘߝ   ऒߕڕࣆۯफࡏڷ ࠵ࢡۯ మనం ఏࠫ ݡ  ࠭࠲ ,࠭
ࡎڒ दࣄయߤ ߮ऱ࠮ ߖࡹ ߤలకం ࡅకए  జత ࡅకए  సహజ అߘబంߖ߄ऒ  సంړ ऱషद సంఖङ ऒߕफࣆۯ ڕ  బܽदڒ ࠭
ࡎڒ दࣄయߤ ߮ऱࡹ ߤ ఒక జత ࠮లకం ఇۨऐ నߩओ మనం  ప ݡ ऱ࣒  అ࠼న సంړ ऱషद సంఖङ  xy x iy ߘ
అߘబంࣃ߅फ ࠭.
  ఇߩओ  లకం ఒక సరళ z z x y xy࠮ ,ࡏޑڷࡱఅం݄ ఏࠫ݇ ۫డగ ࠾ࡍఈ మ ڴల పరం ࡛ࠈ ࠾ࡍమ ݡ
ऒߖހఈ సࠬకర ޴ఉం݄, అ ࡹఖࡔ  సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद మనం మ޳  ߖ ࡛ࠈ ࠾ࡍछ z z 2ߖమޑ޶ం߰ ࡌ
ఇࣆۨࣇ ޴फం޴ పऱ࣒ ऱ  పࡏࣃ  ऱ࣒ ప  2 ࡛ࠈ న࣒࠳ ࡛ࠈ  ऱ࣒ ऒߕࣆ   b z z z z i c ࠾ࡍసࠪనం మ ړ

ऒߖڒణڷ సంڝ ࡛ࠈ  కలపడం వలऱ అ޴ పऱ࣒  మࡓ ࠾ࡍ ऱܿ ࠳న࣒ ࡓంݡ పऱ࣒ ऒߕࣆ ऱࡏࣃ   అߖz ib 2 z ib c 
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फࣃ۫ ࠭ మనం ఆ࡮औ ఈ సంఖङ ߘ ంచవ۪ऐࡍకࢁంత సరࡍమ ߖߖ޳ फ, మనం࣋ށగࡍప ڴ  ఆ࡮औ  న࣒ ib࠳ ߘ
ङޑऴప ޜݡంࡓ ࠪऒ యం ࣋ۯफ, అߩओ औ࡮ఆ ߘ ࡛ࠈ మనం ݡ పऱ࣒ ࡛ࠈ   ఆ࡮औ   ప ऱ࣒ ऒߕࣆ ޜ  z z c ړ
 ,࠭ޑంచబడށڷ
ఎం޶కం݄ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࠉ  छ ऒߕࣆ ࡛ औ࡮ఆ ݭ࠵ బܽदڒ ޶ڒ  औ࡮ఆ ޴ఇ ,޴फంࣆۨࣇ ߖఅ ࡗ܋ ߤߕ   అߖ 
పओۮ ऒߕࣆ సࠪనం ړߖݞ झڡం߭ऱڒ ߖڒ   సంఖङ  మࣄ ࠾ࡍ అ޴ߝ మࡖక ݭߠ అం݄ పࢣࡍలన అߦۮ ߖओ లం݄ , 
औ࡮ఆ ߘߝ ऒߕࣆ ߘ झڡం߭ऱڒ ߖڒ   సంఖङ  మ࢐ ࣄ ࠾ࡍసफవ సంఖङ  అߖ సంऴగࣕ࣋फ 
झڡం߭ऱڒ ,  ߮ऱߖࡹ ߤ సరళ ࡔఖ࢑ ߘవࡍంۯ ऴړం޴ సࠬకరߖހऒ  మనం ߰ం࠭ޑ޶ ఈ ࡔఖ ࡅకए  ఏࠫܽ ࡱ࢐ 
అߖ అడగంݟ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఇۨऐ న పంړ फ ࡅకए  ,ం݄ڕࣆޓ ړࡹగణనࡍప ߘࡱ࢐ 
ఇھ ޴డन࡯ ప ऱ࣒ ప ࠑ  ऱ࣒  m a ࠉ ࠑ న࣒࠳ ݟంߘ ޴అ ,࠭ޑ޶ం߰ ߘࡱ࢐ ࠭࠲ ,ޙ࠼నటऱ࠼సࠪనం అ ړ0 
అࡏࠬ ߖ అڕߘంܼࡏ, అߩओ కएࡅ యగల࠭ ఈ సࠬకరణంۯ ࠭࠲ ݡ औ࡮ఆ ߘࡱ࢐   పరంࣆ ڴలభంڴ 
߰ందంڒ ݟబܽद సࠬకరణం ࡅకए औ࡮బܽद ఆڒ ఒకܽ ࡱ࢐ ࡱ࢐  औ࡮బܽद ఆڒ   బܽदڒ 
ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ఆ࡮औ छ޳ ࡛ࠈ  ందవ۪ऐ߰ ࡌ  మߘ ߖ޵ ࠾ࡍంݟ ఆ࡮औ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࡛ࠈ  छ޳   a b ࡌ
ఇవछ బޔݡంࡱ࢐ ޴ అ࠹݅ ޴ߝझ  ఆ࡮औ  ప ऱ࣒  ఆ࡮औ छ޳ ࡛ࠈ  औ࡮ఆ ࡌ औ࡮న࣒ ఆ࠳   c m i ޜ ࡛ࠈ 
 ,ݟడం۫ ߖందݟంచబڵ࠙
ओߩఎ ࡱఖࡔ సరళ ݡంࡓ  ݟంߘ క సࠬకరణంށࠪߦబܽद ఈ ऴڒ  ݦఇషदప ڼ࡮అ ࡆఉంܼ ڴసࠪంతరం ݡ
సరళ ࡔఖల లࣾހలࣆ ߘలభంڴ ߰ందవ۪ऐ .
  సరళ ࡔఖ 
కएࡅ  సంబం߅త ڝఎ߹ࢳయం݋ లߘ అధङ యనం ۯయడం ޳छ అధङ ߘफలڕపం ݦఉం ڴలంబం ࡌ యనం 
छ޳ యడంۯ ऒߖ޵ ࡌ యవ۪ऐۯ  , అం݄ మనࡓ ڕంݡ సరళ ࡔఖࡱ ఇవछ బݞन  ࡱफڕపం ݡంࡓ ఈ ,࠼
సࠪంతరంڴ ఉంܼ࠼ మࡔڒ ࡏࠬ ࠾ࡍ दࣄయࡏڷ ࡹ ߤफ۪ޘ ڕऐ ऒߖހం݄ ఈ సࠬకరڕ  
సంతృߧफపۨࡍనటऱޙ࠼ ࠪऴతڝ ࠲ఆࡍ नࣄ ݋ߝసदࡏࠬ ࠹ ఈ ࡓంݡ పంڕफల ࡱ࢐లڕࣆޓ ߘంܼࡏ, ఒకܽ m 
పంړ फړ ఒక ࡱ࢐ అۮ ߖపओ ంݟ ݀ ఒక పంړ फړ ఒక ࡱ࢐ అۮ ߖపओ ంݟ, ఒకܽ ړ సࠪనం అࡓ ޙ࠼ంݡ m m m2 
ऒߕఉ ڴऱ సࠪంతరంߘࡷ యࡏޑࠋۮ ࡏࠬ ߖ ఇߩओ ऒߕޔ޶ం߰ ࡮ښమనం ఒ ݡ ࠭ ఆ࡮औ छ޳ 1  औ࡮ఆ ࡌ  1 
झڡం߭ऱڒ ߖߖ޳ ࡏࠬ ߖఅ ࡛ࠈ  ߮ऱࡹ ߤ ఒక ࢑ధ࠳న ڴࡱ࢐ పࡍగࣃށफ  ޴ఉం݄, అ ڴసࠪనం అ࢑ ,ࡏ
సࠪంతరంڴ ఉందࡏࠬ ߖ అర बం ڕࣆۯంܼࡏ మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ మనڕ మࡖక ఎڡझ  ऴ࣒߭ ݞږ ఉం޴.
 లంబంڴ వࡍ पంచړߖݞ అڒ ߤ࠻బܽद ࡓంݡ పంڕफࡱ లంబంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనం  ఆ࡮औ  వ޳ ࡛ࠈ ߤछ  ࡌ
ఆ࡮औ  వ޳ ࡛ࠈ ߤछ షओߖ రకం ఆڒ ࡱ࢐ ఈ ۯంۨࣇ ࡌ తफం తపओ࠴ ࢐ܽ రకంڒ ࡱ࢐ కࡖమ ܿߦ ޜफޒ  ڴࡍసߖ
ऒߕࣆ .࠼ఉంܼ ڴలంబం ࡱफڕపం ݡంࡓ బܽद ఈڒ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ
  లంబంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद ڒం߭ऱڡझ  ߮ऱߖࡹ ߤ వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  అధङ యనం ۯయړߖݞ 
ऴపయޒऒ भ޳ ం, 
బܽद మనం అధङڒ యనం ࣄۯన޴ సరళ࠳న޴, ఇ݋ߖ࠿ ޴ సࡍए छ޳ ల ݭ࠵ న࠳సࠪన ړߖ޳ఒక ࡹ ࡽ  ࡌ
࢑వࡍంచబݟన ݋ߖ࠿ సࡍए ࢐ङ బܽदڒ ࡽ రࣃ बం ࣄबరంڴ ఉంܿం޴.
ऒߖ޳ంऴښ ࡏࠬ  ࢐ङ ࠾ࡍమ ڴ  రࣃ बం ڴ ߰ం࠼ߦ ޻ం݋ లߘ కھߘనంݟ మ࠱ࡌߦ ࠭࠲ ࠾ࡍऴܽ0 ڡ 1
సࠬకరణంڴ ऴ࢐యړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ, ڕܼޓ ࠭࠲ సࠪన࠳న ߖ ߰ం࠭ޑ޶, అ޴  ప ऱ࣒  cis z cos theta 

ङݡࠪ ࠾ࡍమ 2 ݟంߘ ల࣒ ࠪޕࡏ ఉంܿంߘߝ  ޴ అ࢑ ޻ధంڴ i sin theta with theta 0 pi z 
ऒߖ޳ంऴښ ࢐ङ ࠾ࡍమ ߙڴలం࠮  बࡌࣃ ऒߖ r ڴసࠪనం ޜ ޴ఇ ,ޙ࠼ంۨనటऱށగࡍప ߙڴ  mod z r
వࡍ पంచబݟం޴ మ࠾ࡍ ఇకए డ ࠬࠬࡌߦ ࡏట࡛ ߘ ߰ందంړ ݟ సࠪనం  ࣄबరంڴ ఉంܿం޴ మ࣒ࣄ ࠾ࡍ r z 
ऒߕࣆ ܼޓ ࡹܼޓ pi.޴ఉంܿం ޕࡏࠪ ړ ݟంߘ 

࢐ङ రࣃ बం࠮ ޜలం ښంऴదంڴ ఉనऒ  వృతफం ڒబܽद మనం ࣃࡱߧ ߖߖ޳फ ࠭   , ఇߩओ ړఈ సం ݡ ऱషद  r 
సమతలం߄ࣃ ࡹరణ వృతफ సࠬకరߖހऒ  ఎ࡮ వࡍ पంۧࡹ ఒకࡏ అడగవ۪ऐ ఇకए ߖߖ޳ బܽद మనంڒ , డ అ࡮ 
गࡌసంద ݡంࡓ ۯంߧߖక ڕफ, మన࣋࡯ߧ ङޙऴప ޴అ ࡱ కం࠮ ڴలం వదभ ښంऴ޵కృత࠳ ఉంڒ ޴బܽद ఇకए డ 
పओۮ ߖఉంద ڴबరంࣄ ంऴదంښ ంݟ మߘߝ ࠾ࡍ ఏ߄ࣃ ߕ޼రߖހऒ  ࢑వࡍంచړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ సࡍए  ࡱ ࡽ
ࠪऴత࢐ ࠲ङ बࡌࣃ ऒߖ޳ంऴښ ߘߝ అం݄ ,࠼ޑరࠪ ࠲ऴతࠪ ࡱ  బܽद ఏࠫڒ ࡯ంۧ࡯తర ړߖࢡ޻ऴప ࡔ࢘ 
జޔڷࡏం࢑ ޾వࡍంచߕ ړߖݞ ఆసړ फ  ࢑ࠪ ߘߝనంࡹ ఏࠉ ߕ޼ంߘ࢓޶ పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄, మనం z 
పओۮ ڴంऴదంښ ߖ ݋ߡ ంݟ మ࢐ ࠾ࡍङ बࡌࣃ ऒߖ भ޳ࡱߧ ڴ  ం, ړߖ޵ సࠬకరణం ఏࠫܽ, అܿవంܽ సమసङ  r ߘ
మనం ۫࠭ࢡ, అం݄ మనం ఈ ࡍߖ भషद࠳నߖ޳ऒ ऐࡌࠪ  छ޳ ݋ߡ ߘߝ ࡯  తफం z࠴ , ޙ࠼నటऱࡍࠪ ࡌ
ం࠼ߦ ऱܿ క࢑ ࡶ޴ధంڴ ఉంښ ,ړߖ࡮࠮ ݦంऴదం ࢐ङ రࣃ बం࠮ ޜలంڴ ఉంܿం޴, అం݄ ఏࠫ జޔڷࡏం޾ r 
వృతफం ࡅకए ऒߖހరణ  సࠬకర߄ࣃ   ऴగࣕంచవ۪ऐ .
 ఇۨऐ న సࡍए ऐࡍࠪ తफం࠴ ޜ ݋ߡ ߘ ࡽ న ऱܿ ۮపओ ంݟ, ఇߩओ ऒߖ޵ ࠭࠲ ݡ  z࠾ࡍంۧ࠭ మ࡯తర ړߖ࡮࠮ 
ఇకए ࠭࠲ డ ࢑వࡍంۨన޴ ఏࠫటం݄ , ఏߕ޼ వృతफం ࠮లంڴ ఉం݄ అ޴ ఈ ࠬࡌߦట࡛ ࡹ ఇవछ బޔݡం޴, 
ఇߩओ एࡍస ߕ ߘߝ ݡ ऐࡌࠪ ړߖ޵ ߘ ࡽ छ޳  ߘ ओߩలం ఇ࠮ ࡌ छ޳ ܼޓ ఈ వృతफం ݡ  z naught r cis ࡌ
 ޴ఇ ,޴ంݟయబۯ ޒࠫࡌߦ

కएࡅ న࣒࠳ ङݡࠪ  ల࣒ ఇకए డ ߕࣆ ܼޓऒ ओߩఇ ,޴ఉంܿం ڕవర ݡంࡓ ݟంߘ   z z naught r s pi ݡ
ఈ సࠬకరߖހऒ  మࢁऱ వృతफం ࡅకए ऒߖހరణ సࠬకర߄ࣃ  भ޳۫ ڵࡍޒ  ం ࠳న࣒ ࡅ ݋ߕకए ङݡࠪ  ల࣒ z z 
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ऴࣆ࢐फߕऒ ओߩఇ ߘ ए࣋ ߖߖ޳ ߘߝ ݡ छ  ޴ఇ ,ߘࣃۯ ࡛
थ܉రణ సం߄ࣃ ࠪనంޜ మ޶ڒ ࠬࡔ, అం݄ ߖ  ప ऱ࣒  అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ z naught x naught iy naught 
ఈ సࠬకరߖހऒ भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ݋ం࠼ߦ ఏకపࣾ ۯࡍफపߧసంతృ ڴ  ం ప ऱ࣒  అߩओ ए࣋ ݋ߕ న࣒࠳ ݡ छ ࡛x z iy z z 
కएࡅ ङݡࠪ  ల࣒ ࠳న࣒ ݋ߕ ࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బݟం޴ x x 
తफం ࣋ए࠴ छ ࡛ ప ऱ࣒ తफం ࣋ए࠴ ݋ߕ న࣒࠳  छ ࡛ వࡌठ ړసం ݟంߘ బܽद ఈ సࠬకరణంڒ సࠪనం ړߖ ऱషद y y d r 
సంఖङ సओ ݟంߘ  షदంࣆࡱޘ ڴफం޴ 
࢑ࠪనం ࡔڒ दࣄయߤ ߮ऱޜ ߤ అߘబంధం, వృతफం ࡅకए ऒߖހరణ సࠬకర߄ࣃ   ࢑వࡍంۯ సࠬకరణం ఏ޼నపओ ,ڔܽ
ఈ సࠬకరߖހऒ  మࡍంత ప޳࡯ࢣࡍभ ం ڒబܽद నࣾऴߖޑऒ  మࢁऱ ࠳న࣒ ࠳ ޜ ࡛ࠈ ݋ߕన࣒ ݋ߕ ఉతओ  z z z zڴफޒ
ऴ࢐యవ۪ऐ ఒకए ޒऴప ޴బܽद ఇڒ  ܽ.
  ఒక సంࡆగం చޔరऴసం మ࠾ࡍ వङ ڔ फకరణڴ మనం ߰ంړࡹ ࡛ࠈ ޴޻ మ࠾ࡍ ఇతర పߘ ࡱ޳ంݟr z z z 

పऱ࣒ ݋ߕ ࡛ࠈ న࣒࠳ ࡛ࠈ ݋ߕ ए࣋ ݋ߕ  छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ  సࠪనం.z z z mod z r ړ0 ࡛
ओߩబܽद ఇڒ  एڕత ޴ఇ ݡ వڴ కࣆߧߖफం޴  

పऱ࣒ ݋ߕ ࡛ࠈ న࣒࠳ ࡛ࠈ ݋ߕ న࣒࠳ ࡛ࠈ ऒߕࣆ తफం࠴   zz zz z z c ߖమనం ۫డగలమ ߖసࠪనం అ ړ
రణ అర߄ࣃ ࡱڕࣾ࢒ बంࡹ 
పओۮ ంݟ ఒకࡏ సࡍए फࣃࡍ࢑వ ߘ ࡽ రߧۮ ߖओ న ऱܿ, మనం ߯ దృࢳद ߭ दܼ झ࡯ న పࣄࡍबޒ ఏ޶ڒ ޵, అ޴ߝ cc c mod z
ए࣋ ݋ߕ छ న࣒ ࣋ए࠳ ࡛ छ ࡛ ఇߩओ ऒߖ޳మనం ఈ ప ݡ  ࠪऴత࠲ కڵ࡯ ఉం࡯ݞ  చޔరऴసం తపओ  r er 0 ڴࡍసߖ
కం݄ ఎڕए వڴ ఉం࡯ݞ, ఇ߄ࣃ ޴రణ వృޑफ ऒߖ ࢐ङ ࡵవ ޜ ݋ߡ ޜంऴదంښ  రࣃ बంޜ ߰ందړߖݞ z r 
అవసర࠳న ఏڛక షరڒ ޔబܽद ఇకए డ ఈ వङ ڔ फకరణ ޳छ ఈ ࣋ए ࠾ࡍమ ޴ంޔݡంచబۨࣇ ࡌ छ c r r ݟంߘ ࡛
࣋ए छ छ޳ ࡛ ఇవछ ࡌ బݟందࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ए࣋ ݋ߕ  ࠭ छ ऒߕࣆ బܽदڒ ࣄ న࣒࠳ ࡛  కం݄ ఎڕए వڴ mod z 
ఉం࡯ݞ అం݄ అ݋ߕ ޴ߝ ࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వ ࢐సफవ సంఖङ  c mod z 
కएࡅ వృతफం ߘߝ బܽदڒ  సࠬకరߖހऒ  సంऴగࣕ࣋फ, అం޴ంۨన వృతफం ࡅకए  సࠬకరߖހऒ  c  ޴फంࣆۨࣇ 
 ఈ c c  ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߖޒबࣄࡍబܽद ఈ పڒ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߖޒबࣄࡍబܽद ఈ పڒ
సࠬకరణం ښ ࡹ ݋ߡంऴ޵కృత࠳ ఉనऒ  వృޑफ ऒߖ  ࢑వࣆࡍफందۮ ߖపओ వ۪ऐ  z 
, అ࢐ ޙ࠼ङ बࡌࣃ ऒߖ  ߰ందړߖݞ మనం ࠪరऐ వలࣄ ఉంܿం޴, ఇ޴ ఒక ߄ࣃరణ సమసङ ऐࡍచ ߘ भ޳ ం, అߖऒ  
సంړ ऱషद సంఖङ ల సࠫޒ ఈ సࠬకరߖހऒ औ࡮बర ఆࣄ ంతڜ   మܼࠊ ࠾ࡍ మࣄ ࠾ࡍबࡌంకం ڝసం 
సంతృߧफపࣆࡏफం޴.

అߩओ फޑవృ ޴అ ݡ ऒߖ औ࡮ఆ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ   మߘ ܼࠊ ࠾ࡍం޷ ݟరం తపओ  k k   ݡంࡓ ڴࡍసߖ
కం݄ తڕए వ ఉంڒ ࡯ݞబܽद సంړ ऱషद సంఖङ ऒߖޑ࡯ం ఈ ఫ޳ంڕߘఅ ޴फంࣆࡏफ పߧసంతృ ߖߖ޵   
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ भ޳ ం సࠬకరణం తࡌछ త ࠳న࣒ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  తफం mod z z࠴ ܼࠊ న࣒࠳ 
చޔరऴసం ఇړ ޴ సࠪనం అޙ࠼ ఇ࠳ ޴న࣒ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࡛ࠈ నݟంచబށڷ ޜ పऱ࣒ ࡛ࠈ  k ܼࠊ న࣒࠳  z z z 
ऴ߱డڡ द ࠳న࣒ ޜܼࠊ క࠴ ߧ࡯తफం ࡛ࠈ ఇߩओ ऒߖޑ࡯పܽ ఫߘ࠭ సࠪనం ړ ݡ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ  మనం z k ,ݟంڝ
ఈ ࡍߖ भషद ࡐపంࡹ ߰ందవలࣄన సࡍए झ࡯ంۧۨࣇ ߘ ࡽ న అవసరం ఉంڒ ,޴బܽद ఈ ࡍߖ भషद ࡐపంࡹ  సరࢁకృతం
ऒޒऴపయ ړߖݞయۯ भ޳ ం, ڒబܽद ړ ࡛ࠈ ړࡹ ࠭࠲ ఒక ڒరߖڒऒ  ఇకए డ ߘంݟ మࡖక ڒరߖڒऒ  కڵ࡯ z z 
ఉߕऒ ࠭ ఈ వङ ڔ फకరణ ڒబܽद ࡓ ࡹ ࡛ࠈ ࠭࠲ంࡓ ݡ ऱܿ ࡛ࠈ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఆ࡮औ  z z z z ࡛ࠈ న࣒࠳ ࡛ࠈ 
ఆ࡮औ  మ࠾ࡍ పऱ࣒ औ࡮ఆ ݭ࠵   ࣋ए छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇతర పܼࠊ ࡛ࠈ ࡛ࠈ ܼࠊ ࡱ޳ పऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ ݭ࠵  छ  z z ړ ࡛
సࠪనం మ࠾ࡍ ఇߩओ మన దగ ݡ ठర ఉంڒ ࡛ࠈ  ޴బܽद ఆ࡮औ పऱ࣒ ࡛ࠈ  औ࡮ఆ ࡛ࠈ న࣒࠳ ࡛ࠈ ܼࠊ   ప ऱ࣒  zz z 
కएࡅ న࠼అ ܼࠊ ऒߖڒణڷ   కలపړߖݞ ऴపయޒऒ ంచంݟ మ࠾ࡍ అߖऒ औ࡮ఆ ݭ࠵ లڒంࡌबࣄ   ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  z 
ए࣋ ܼࠊ ݭ࠵ छ भ޳ࡍక࣋ ߖڙ న࣒࠳ ࡛ ం ఇߕࣆ ޴ऒ  d  ޴फంࣆߧߖక ޴ంకం ఇࡌबࣄ మన ڴ࡮ ࣄ ޴సࠪనం ఇ ړ
ओߩఇ ࡹߖ޳ పܽߘ࠭ औ࡮ఆ ݋ం࠼ߦ ంట࡛࣊ ݡ  ప ऱ࣒  న࣒ z z z࠳ ࡛ࠈ ࠑ బܽद మనంڒ ޶ڒ 2 ࠑ ܼࠊ 
ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࡛ࠈ న࣒࠳ 2 ࠑ ࡛ࠈ ܼࠊ ࡛ࠈ   ప ऱ࣒ फࣃ۫ ߖఅ 2 ࠑ ܼࠊ  ࠭ మ࠾ࡍ ఇߩओ  న z c࠳बరࣄ ߖߖ޳ ݡ
అ޳ࡱߧ ߖभ ం ఇ޴ ఒక వృޑफ ऒߖ फޑల వృޑనࣾऴ ޴ఇ ࠲ऴతࠪ ޙ࠼అ ࡮అ ࠾ࡍమ ޴फంࣆۨࣇ  ऒߖ  ࢑వࣆࡍफం޴ 
మ࠾ࡍ మన ࣄबర࠳న తపओ ए࣋ ݋ߕ ڴࡍసߖ छ ङݡࠪ ࡛ ల࣒ కం݄ తڕए వڴ ఉం࡯ݞ, ఇకए డ ݋ߕ c z z 
ఇకए డ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ छ޳ ݡంࡓ ܼࠊ  ఇవछ ࡌ బݟంڒ ޴బܽद ఇ޴ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ .޴ఉంܿం ڴతफం࠴ ݡంࡓ ܼࠊ 
  చޔరऴసం ڒబܽद మనڕ ఆ࡮औ  ప ऱ࣒ ङݡࠪ ܼࠊ  ల࣒ కం݄ ࡓంݡ తڕए వڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠴తफం c 
చޔరऴసం ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ܼࠊ  छ  ccs mod mod k ࠾ࡍమ ݟయంۯ ࡽڒࡎ న࣒ అం݄ ఏࠫ݇࠳ ࡛
ऒߖఅ ࠭࠲  వङ ڔ फకరణల ڝసం ࡓంڵ࠙ ޜݡంۧ࠭ ڒబܽद అం݄ ఇ޴ తڕए వ  వݭ࠵ ࡛ࠂ ࠑ ߤ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ࡛ c 
ए࣋ ܼࠊ ݭ࠵ छ ࡛ ప ऱ࣒  ఆ࡮औ పऱ࣒ ࡛ࠈ ܼࠊ   ఆ࡮औ ओߩఇ ܼࠊ ࡛ࠈ   ,޴फంࣆۯ లభతరంࣆ ߘఈ అసࠪనత ݡ
అߩओ  ݡ
మనం ࡓంࡏࣃݡऱ ఆ࡮औ  ࣋ए छ औ࡮ఆ ݭ࠵ ࡛  ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ ݭ࠵ ऱࡏࣃݡంࡓ ܿߦ ޜ ࡛ छ  న࣒࠳ వ࣋फڕࣆޓ ڕ ࡛
एڕత ڙ వ వࣆफంߩ࢙  ޒۯ ݟڕ  ޴ మన࠳ ڕన࣒ ݭ࠵ ఆ࡮औ  ࣋ए छ ए࣋ ܼࠊ ݭ࠵ న࣒࠳ ࡛ छ ࡛ మ࠾ࡍ పऱ࣒  
ఆ࡮औ పऱ࣒ ࡛ࠈ ܼࠊ   ఆ࡮औ ओߩఇ ܼࠊ ࡛ࠈ  వ࡛झࡍ ڕफ మన࣋ށڷ ޜफࡏڷ న࣒࠳ ࡮ߩ࢙ ݡంࡓ ݡ  అసࠪనత 
వࣆफం޴, ఇ޴ ఆ࡮औ ङݡࠪ ܼࠊ న࣒࠳  ల࣒ ࠴తफం ࣋ए छ एڕఒకܽ కం݄ త ࡹ ࡛ వ ఉంܿం޴ ߰రܿߦ ఇ޴ 
एڕత ݡంࡓ కం݄ ݡంࡓ వ ڒబܽद ఇ޴ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۨࡍనߩओ డ࡮ऱ  ఆࢢంۨన ఫ࡯తం  మ࠾ࡍk z 
ఆ࡮औ फࣃࡏफ పߧసంతృ ߖߖ޵ ࡱڒంࡌबࣄ  ܼࠊ  ओߩఅ ,࠼ ࡍߖ ఈ ࠾ࡍమ ޴फంࣆఒక వృతफం వ ڕమన ݡ भషद k 

Pru
tor
@
IIT
K



సࠬకరణం ޳छ फޑమనం వృ ࡌ ऒߖ  ߰ం޴నߩओ డ࡮ऱ  ఆ࡮औ औ࡮ఆ  ࡯޳ంۮ फߧసంతృ ܼࠊ   మܼࠊ ࠾ࡍ k 
झڡం߭ऱڒ  సంఖङ  మ࠾ࡍ అ޴ߝ ఒక ధߕతघ క ࢐సफవ సంఖङ  అ࠼న ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफం޴  k z 
అڕߘం޳ం ఈ షరߖڜ ڕࠬ ޔऒ ࢐ङ న࠳లభࣆ  फࣃఇ ࡱࠪ࠻ एࡍస ߘ ఉనऒ ࡹ ࡽ  ఆ࡮औ  అ޴ x naught y 

వదभ ښంऴ޵కృత࠳ ఉనऒ  వృతफం అߖ గమߖంచంݟ మ࠾ࡍ వ࢐ ࡵङ రࣃ बం మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  స࡛ए  ߯  naught r 
ఉంܿం޴  మ࠾ࡍ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ޜ ࡛ࠈ  एࡍక సࡖమ ࡛ࠈ  ߯ ࡽ  ఉంܿంߗڒ ,޴ మధङ ࠙గం ఒ࡮ښ ఉంܿం޴, le 
అ࢐ ޙ࠼ङ రࣃ बం ڷࡱߕ ࣋ए छ ࡛ అߖ అڕߘం޳ం, ఆ߯ ݋ߕ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ङݡࠪ  ల࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ݀ r z r 
छ޳ ݡంࡓ ఇవछ ࡌ బޔݡంڒ ޴బܽद మనం ߖర प࠼ంచగల࠭.
  ఆ࡮औ ऒߖߕ߄సࠪ ߘߝ కߘవ కࡱ࢑   ऴࣃ࢐फ झڡం߭ऱڒ దట࠴ ࠭࠲ ,ݟంచంࡍక࢒ధృ ߖߖ޳ ࣄۯబܽद దయڒ ߘ
నంబ࡛ ࣄసदߘ ࠹ పࡍచయం ࠭ࣃۯ, అకए డ ࠭࠲ పऱ࣒  ఆపࡔషߘ ߤ అڼ࡮ ఉతओ  చయంࡍప ߘ ߤషࡔफ ఆపޒ
छࡌన తࣄۯ త ڒం߭ऱڡझ కएࡅ  ङݡࠪ  ల࣒ ఏࠫ݇ పࡍచయం ࣃۯफ ࠭ సంړ ऱషद సంఖङ కएࡅ   సంఖङ  మ࠾ࡍ 
సంࡆగం మ࠾ࡍ త࢐ࡏత ࠭࠲ అߝక అసࠪనతలߘ అధङ యనం ࠭ࣃۯ, ఆ తࡌछ త ࠭࠲ ఐకङ త ࡅకए  

వ ߖ࡮࠮ऒ  మߖ޳ ࠾ࡍ ఆ߄రంڴ అߝక లࣾࡱހ మ࠾ࡍ సమసङ లߘ అధङ యనం ࠭ࣃۯ, ऴపޙङ ంۨ nړ
ఐకङ ࠭࠲ త ࡅకए ङږ  ङ܉ కߝఅ ࠾ࡍమ ݋ࡐ ࠗ య సమసङޓࠫ లߖ޳ ߘ ఆ߄రంڴ మ࠾ࡍ ۨవڴࡍ 
అధङ యనం ࠭ࣃۯ.
  ఉపߕङ సం ࠭࠲ సరళ ࡔఖ వృޑफ ړసం ߘల࢓फࣆత వށగڣࡔ కߝవంܽ అ ࡱ ऱషद సమతలంࡹ ఎ࡮ 
ంచవ۲ऐۨࣇ  చࡍऐ फࣃ ࠭ మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక ࢑ధ࠳న దృࢲद ంߖޑऒ  ఇࣆफం޴ ఏ܉ ߕ޼ङ య సమసङޓࠫ  ߘ
సంړ ऱషद࠳న సమతలంࡹ ऴగࣕంచవ۪ऐ  మ࠾ࡍ సంړ ऱషद సమతలంࡹ ఉనऒ  సమసङ ల܉ ߘङ య సమసङޓࠫ  ڕ
బۯ ࡰ޴యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ ఒక సమసङ నऒࠚ ߘ एڝన దృ࠳ ణంࡹ పࡍషए న ࣋छ࠳࢑ధ ఒక ړߖݞంచࡍ చऑ  ߘ
ఇࣆफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ޜߖ޵ ࠪ ఉపߕङ ړంۧ࠭  సంڵ࠭ ߘలࣃ ऱషद సంఖङ ధనङ ࡱ  ࡱ޳࢐
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