
 ஹேலா மாணவரக்ள் கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ஼க்கலான எண்கள் பற்௣ய ௳ரி௵ைரக௬க்ஶ 
வரேவற்ழேறாம்.
   
எொர ்கூகார ொைச௜ல் அைமந்ொ௠க்ஶம் ௔ன் வ௠ம் சமன்பாடை்ட நிைற௵ ெசய்ழறௌ ,abc , 
இௌ ஒ௠ ௔ளஸ் ஒேமகா ௔ ௔ளஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ் ஆனௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், இொல் c 
ஒேமகா ஒ௠ைமப்பாட்ூன் கன ௛லமாஶம், ேம௩ம் அௌ சமபக்க ௚க்ேகாணமாக இ௠ந்தால், 
இந்த சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ெசய்தால் மட௄்ேம ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் b c 

க்ஶ சமமான மற்ற சமன்பாடை்ட இௌ ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, நாம் ஒ௠ ab plus bc plus ca 
எளிய ஼க்கைலச ்ெசய்ேவாம் ஒ௠ ௚க்ேகாணமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்  .t 
 அவற்௣ன் மா௄லஸ் சமமாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக 0 ஆஶம், ௔ன்னர ்t 
ஒ௠ சமபக்க ௚க்ேகாணம் என்பைதக் காட்ட ேவண்௄ம், 
எனேவ நமக்ஶ வழங்கப்ப௄வௌ சம அள௵கைளக் ெகாண்ட ௛ன்௥ ெசங்ஶத்ௌகள் 
மற்௥ம் அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக ௗஜ்௷யமாஶம், இௌ ஒற்௥ைம ெசாத்ொன் க்௟ப் ௡ட் 
வைகக்ஶ ழட்டத்தட்ட சமம் ஆனால் ஒற்௥ைம௜ன் கன ௛லத்ைத நாம் அ௣ேவாம், அவற்௣ன் 
மா௄லஸ் ௘க௵ம் சமமானௌ, ஆனால் இங்ேக அௌ ெசால்லப்பட௳ல்ைல, அௌ மட௄்ேம 
ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ என்௥ ெசால்லப்ப௄ழறௌ.
 மா௄லஸ் சமம், அௌ ௟னிட் வட்டத்ொல் இ௠க்ழறதா அல்லௌ அலஶ வட்டத்ைத ௳ட அொகமாக 
இ௠க்ழறதா என்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரியாௌ, எனேவ அவற்௣ன் மா௄லஸ் சமமாக இ௠ப்பதால் 
நமக்ஶ வழங்கப்படட்ைதக் கற்பைன ெசய்ௌ பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம்.
  அௌ என அைவ ஒ௠ இரண்௄ ௛ன்௥ வட்டத்ொல் ௳நிேயாழக்கப்ப௄ழன்றன, r z z z 
நமக்ஶக் ெகா௄க்கப்படட்ைவ அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக இந்த சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ 
ௗஜ்௷யமாஶம், ெகா௄க்கப்படட் காரணி இந்த ௛ன்௥ கலப்௖ எண் ௗஜ்௷யத்ொன் 
ஷட௄்த்ெதாைகைய எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் அௌ இன்௑ம் உள்ளௌ  அேத சமன்பாடை்ட 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்தப் ேபாழறௌ, எனேவ இைணைவ எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள் அௌ 0 மற்௥ம் இௌ z 
1 பார ்ஷட்டல் இரண்௄ பார ்ஷட்டல் ௛ன்௥ பட்ைட இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்பைத இௌz z 
ஶ௣க்ழறௌ, இப்ேபாௌ அவற்௣ன் மா௄லஸ் சமமாக இ௠ப்பதால் நாம் வஶக்க ௚ூ௞ம் mod z1 

ஆல் வஶக்க௵ம் நாம் ஒ௠ சௌரத்தால் வஶத்தால், இௌ எப்பூ௞ம் squa re mod z mod z 
இரண்௄ சௌரம் மற்௥ம் ௛ன்௥ சௌரத்ொற்ஶச ்சமமான மொப்பாஶம், ௔ன்னர ்mod z z one 
படூ்ைய ஒ௠ சௌரத்தால் வஶத்தால் என எ௱தலாம்.mod z z one 

ஒ௠ பார ்ஷட்டல் இரண்௄ பட்ைடைய ஒ௠ சௌரத்தால் வஶத்தால் இௌ  z z mod z mod z 
இரண்௄ சௌரம், எனேவ இைத என எ௱தலாம் ஷட்டல் என்௥ z two z two bar z 3 bar z 3 
ஆல் வஶத்தால் பவர ்இௌ சமம் 0.z 3 
 எனேவ நாம் ௔ன்வ௠ம் சமன்பாட்ூற்ஶ வ௠ழேறாம், இௌ ஒன்௥ ஒன்௥ ஷட்டல் ஒன்௥ z z 
இரண்௄ ஷட்டல் ஒன்௥ ௛லம் ௛ன்௥ இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம், ேம௩ம் இந்த காரணிக்கான z 
ெபாௌவான ெப௠க்கமாக என்ற காரணியால் ெப௠க்கலாம்.z1 z2 z3 
 
௔ன்வ௠ம் சமன்பாட்ூற்ஶ நாம் இங்ஶ இரண்௄ ௛ன்௥ வ௠ழேறாம், எனேவ இந்த z z 
சமன்பாடை்ட ஒ௠ இரண்௄ ௛ன்௥ என்ற காரணியால் ெப௠க்ஶேவாம் , ௔ன்வ௠ம் z z z 
சமன்பாட்ூற்ஶ வ௠ேவாம் இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் ெகா௄க்கப்படட் சமன்பா௄ எங்களிடம் z 
ஒன் ௔ளஸ் ௔ளஸ் மொப்௖ 0 ஆஶம் ௔ன்னர ்அதன் சௌரத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள்  z 2 z 3 

அதாவௌ ௙ண்௄ம் 0 இௌ ௳ரிவைடந்தைதக் ஶ௣க்ழறௌ    .e 
  1 இந்த காரணி 0 எனேவ நாம் ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் ௛ன்௥ சௌரம்z z z 
ௗஜ்௷யம் என்௥ ெப௥ேவாம், சமன்பா௄ ஒன்௥ மற்௥ம் இரண்ூல் இ௠ந்ௌ சமன்பா௄ இரண்௄ 
என்௥ அைழப்ேபாம், ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் ௛ன்௥ சௌரம் இௌ z z z 
என்பைதக் காண்ழேறாம்.

க்ஶ சமம்,  z1 z2 plus z2 z3 plus z3 z1 
நாம் ௚ன்௖ நி௡௔த்த ௚ன்ெமா௯ைவ இப்ேபாௌ நிைன௵ ஷரே்வாம், அதாவௌ நீங்கள் abc 
௚ைனக௬டன் ஒ௠ ௚க்ேகாணம் 
இ௠ந்தால், இௌ சமபக்க ௚க்ேகாணம் ஆஶம் சௌரம் க்ஶ சமமான c ab plus bc plus ca 
இந்த ௚ூ௳௧௠ந்ௌ 

என்பௌ சமபக்க ௚க்ேகாணம் என்பைதப் ெப௥ழேறாம், எனேவ ெகா௄க்கப்படட் ஼க்கைல t 
நி௡௔த்ௌள்ேளாம், அதாவௌ ஒ௠ இரண்௄ ௛ன்௥ இந்த சமன்பாடை்ட z z z 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ொனால், அௌ ஒ௠ சமபக்க ௚க்ேகாணம் என்பைத நி௡௔த்ேதாம் இேத d  oa 
ேபான்ற அ௑மானத்ைதக் ெகாண்ட மற்ெறா௠ ஼க்கல், அதாவௌ நமக்ஶ ௛ன்௥ கலப்௖ எண்கள் 
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ஒன்௥ இரண்௄ ௛ன்௥ ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளன, அதன் மா௄லஸ் ஒன்௥ மொப்௖டன் z z z 
சமமாக இ௠க்ஶம் மற்௥ம் அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் அல்ல, ஆனால் 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான சௌர ஷட௄்  ஒ௠ சௌரம் ஷட்டல் இரண்௄ சௌரம் ஷட்டல் z z z 3 
சௌரம் 0 க்ஶ சமம் ௔ன்னர ்2 ஐ ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம் எந்த ௚௱ 
எண் க்ஶ பவர ் ஷட்டல் க்ஶ பவர ் ஷட்டல் பவர ் என்௥ ௔ன்வ௠ம் n z 1 n z n z 3 n 
ெவளிப்பாடை்டக் க௠த்ொல் ெகாள்ள ேவண்௄ம்.
 எப்ெபா௱ௌம் 0 ௛ன்௥ சரியாக இ௠க்ஶம் அதன் அளைவக் கணக்ழ௄ங்கள், r 1 r 2 r 
எனேவ இந்த ௚ூைவ நி௡௔க்க ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ ௚த௧ல் கவனிக்ஶம் ஼க்கலான 
எண்கள் ஒ௠ சௌரம் இரண்௄ சௌரம் ௛ன்௥ சௌரம் ேவ௥படட்ைவ என்௥ z z z 
ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
 

சௌரம் சௌரத்ொற்ஶச ்சமம் என்௥ ெசான்னால்,  ௛ன்௥ சௌரங்கள் ஒ௠ சௌரத்ொன் z 1 z 2 z z 
இரண்௄ மடங்ஶ க௯த்தல் ஒ௠ சௌரத்ைத உடனூயாகக் ஷ௥ழறௌ என்பைத நாம் z 
காண்ழேறாம்.
 

சௌரம் அூப்பைட௜ல் 2 ஆஶம், இௌ ௛ன்௣ன் மா௄லஸ் ஒன்௥ சரி என்ற நமௌ ose z 
அ௑மானத்ொற்ஶ ௚ரணானௌ, 
எனேவ ெகா௄க்கப்படட் கலப்௖ எண்கள் ஒன்௥ இரண்௄ ௛ன்௥ அைவ தனித்தனியாக z z z 
இ௠ப்பைத௞ம் அைவ அலஶ வட்டத்ொல் இ௠ப்பைத௞ம் கவனிக்ழேறாம், அதாவௌ அைவ 
அப்பூ இல்ைல.
 ஒ௠ ேகாட்ூல் ப௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள், அதாவௌ நாம் என ெசங்ஶத்ௌக௬டன் ஒ௠ z1 z2 z3 
௚க்ேகாணத்ைத ைவக்கலாம் மற்௥ம் ௚ந்ைதய ௚ூ௵ 

சௌரம் சௌரம் சௌரத்ௌடன் ஷூய ஒ௠ சமபக்க ௚க்ேகாணம் என்௥ உடனூயாகச ்z1 z2 z3 
ெசால்௩ம்.
 அள௵கள் சமமாக இ௠ந்தால் , அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்சமமாக இ௠ந்தால், 

ஒ௠ ௗஜ்௷யம் இரண்௄ ௛ன்௥ என ெசங்ஶத்ௌகைளக் ெகாண்ட ௚க்ேகாணம் ஒ௠ சமபக்க z z 
௚க்ேகாணத்ைத உ௠வாக்ஶழறௌ என்பைதக் காடூ்ேனாம், இப்ேபாௌ இொ௧௠ந்ௌ t 
௚க்ேகாணம் ஒ௠ சௌரம் என ெசங்ஶத்ௌக௬டன் இ௠ப்பைதக் கவனிக்ழேறாம்.z z 
  இரண்௄ சௌரம் ௛ன்௥ சௌரம் என்பௌ ஒ௠ சமபக்க ௚க்ேகாணமாஶம் , ேம௩ம் ஒ௠வர ்z 
ஶ௣ப்ைபக் ஷ௥வைதக் கவனிக்க௵ம்.

ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் இரண்௄ சௌர சௌரம் அதன் மா௄லஸ் ஒன்௥ mod z mod z mod z3 
 அதனால் அைவ ஒ௠ ௟னிட் வட்டத்ொல் ழடக்ழன்றன மற்௥ம் ெதாடர௖்ைடய ெசங்ஶத்ௌகள் 
நமக்ஶ ஒ௠ சமபக்க ௚க்ேகாணத்ைத உ௠வாக்ஶழன்றன, அதாவௌ ஼க்கலான எண்கைள 
ஒேமகா ௛லம் இைணக்க ௚ூ௞ம், 
அதாவௌ 120 ூழரி ாழற்௥வதன் ௛லம் ஒ௠ உச஼்ைய ெபறலாம், இௌ கனசௌர ௛லத்தால் 
ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ.
 

சௌரத்ௌடன் ஒற்௥ைம மற்௥ம் z 1 
௛ன்௥ சௌரத்தால் ெப௠க்கப்ப௄ம் மற்ற உச஼்ைய நாம் ெபறலாம், ேம௩ம் ஒேமகா சௌரம் z z 

ஒ௠ சௌரமாக இ௠க்ஶம் இந்த அள௵க்ஶ ஒேமகா என்௥ ெசால்௩ங்கள், 
எனேவ ஒேமகாைவ ஒேமகா சக்ொ நான்ஶ என்௥ எ௱தலாம் என்பைத நாம் கவனிக்கலாம்.
  அேத ெவளிப்பாட்ைட ஒேமகா பவர ்ஃேபார ்என எ௱தலாம் ஒ௠ சௌரத்ௌடன் ெப௠க்கப்ப௄ம்z 
இங்ேக நாம் அைத அப்பூேய ைவத்ொ௠க்ழேறாம், இந்த தனிமத்ொன் வரக்்க ௛லத்தால் z 
இரண்௄ ெகா௄க்கப்ப௄வைதக் காண்ழேறாம், இௌ நமக்ஶ  ஷட்டல் அல்லௌ க௯த்தல் ஒேமகா 
சௌரம் ஒன் மற்௥ம் ௛ன்௥ என்பௌ ஷட்டல் ஆஶம்.z z r 
  ைமனஸ் ஒேமகா ைடம்ஸ் ஒன்௥ இப்ேபாௌ நாம் கணக்ழட ௳௠ம்௖வைத z 
நிைன௵ப௄த்ௌழேறாம் 

ஒ௠ சக்ொ ஷட்டல் இரண்௄ சக்ொ ஷட்டல் ௛ன்௥ சக்ொ க்கான மொப்ைபக் z n z n z n 
கணக்ழட ௳௠ம்௖ழேறாம் இப்ேபாௌ ெவளிப்பாடை்டக் கணக்ழ௄ழேறாம் t hat is z 1 

இௌ சமம் ஐ ெபாௌவாக ெவளிேய power nz to power n plus z 3 power n z 1 power n 
எ௄க்கலாம் எனேவ இங்ஶ 1 ௙ண்௄ம் ஷட்டல் plus psa minus omega square power n r 
க௯த்தல் ஒேமகா சக்ொ இப்ேபாௌ நாம் அதன் அளைவக் கணக்ழட ேவண்௄ம், ஏெனனில் n z 
ஒன்௣ன் மா௄லஸ் ஒன்௥, எனேவ ஒ௠ சக்ொ இன் மா௄லஸ் ஒன்௥, எனேவ  1 ஷட்டல் z n r 
ைமனஸ் ஒேமகா பவர ்2 பவர ் ஷட்டல் க௯த்தல் என்ற ௔ன்வ௠ம் கலப்௖ எண்ணின் n r 
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அளைவக் கணக்ழ௄ழேறாம்.
 ஒேமகா பவர ் எனேவ உடனூயாக இௌ ௛ன்ைற ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா n 
இ௠க்ஶம் என்௥ நாம் ஷறலாம் 
ஆனால் நமௌ எண்ணம் ௌல்௧யமாக 
0 1 2 3 சரி என்௥ காட்ட ேவண்௄ம், அதாவௌ ௚௱ எண்கைளத் த௳ர ேவ௥ எந்த உண்ைமயான 
எண்ைண௞ம் எ௄க்காௌ.
 இௌ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ ௛ன்௣ற்ஶ இைட௜ல் உள்ளௌ, எனேவ இைத எளிொல் உணர ௚ூ௞ம், 
ஏெனன்றால் எந்த மொப்௔ற்ஶம் இந்த ெவளிப்பா௄ சமமாக இ௠க்ஶம், அதாவௌ ஒேமகா சக்ொ 2 

ஒேமகா சக்ொ க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம், எனேவ இௌ எப்ேபாௌ சமமாக இ௠க்ஶம் என்௥ n n 
எங்கள் ேகள்௳ ஷ௥ழறௌ.

மட௄்ம் சமமாக இ௠க்ஶம் ஒேமகா பவர ் ஒன்௥ எனேவ நான் ஐ ௚௱ எண்  wh en n n 
மொப்௖கள் 2 3 ஆக எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , அௌ 3 மடங்ஶகளாக இ௠க்ஶம் ேபாௌ நீங்கள் இங்ேக 
அேத மொப்ைபப் ெப௥௴ரக்ள், அௌ ஒேமகா பவர ்௅ மற்௥ம் ஒேமகா பவர ் ஐப் ெப௥௴ரக்ள்.n n 
  அேத மொப்௖ ஒன்௥தான், இல்ைலெயனில் நீங்கள் எப்ேபாௌம் இங்ேகேய இ௠ப்௕ரக்ள், அௌ 
இங்ேக இ௠க்ஶம் ௳த்ொயாசமான தனிமமாஶம், அப்பூயானால் நீங்கள் ஒேமகா சௌரத்ைதப் 
ெபறலாம், அேதேபான்௥ இங்ேக ஒேமகா ஆர ்ஒன்ைறப் ெப௥௴ரக்ள், 
அதனால் பலவற்௣௧௠ந்ௌ ேவ௥படட்ால் சம உ௥ப்௖ எௌ௵ம் இ௠க்காௌ.n 
 ௛ன்௥ எனேவ இந்த அவதானிப்௔ன் ௛லம் நாம் இங்ேக சாத்ொயக்ஷ௥கைள மட௄்ேம 
ெப௥ழேறாம், எனேவ சாத்ொயக்ஷ௥கள் ஒேமகா ஒேமகா சௌரத்ௌடன் ைமனஸ் ஒேமகா 
சௌரத்ௌடன் ஷட௄் அல்லௌ ஒேமகாைவச ்ேசரக்்க ேவண்௄ம், எனேவ நான் ௙ண்௄ம் 
நிைன௵ப௄த்த ௚யற்஼த்தால் இந்த ெவளிப்பா௄களில் ஼லவற்௣ல் மட௄்ேம கவனம் 
ெச௩த்ௌழேறன், எனேவ இங்ேக ஒேமகா ஒேமகாைவக் க௯க்க௵ம்.
  சௌரம் மற்௥ம் ௔ற சாத்ொயம் க௯த்தல் ஒேமகா ைமனஸ் ஒேமகா சௌரம் எனேவ இந்த 
சாத்ொயக்ஷ௣ன் வழ் அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக எப்ேபாௌம் ௚௱ எண்ணாக இ௠க்ஶம் 
என்பைத நீங்கள் காணலாம், எனேவ நான் எல்லா இடங்களி௩ம் ஒன்ைற எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் 
அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக 0 1 2 மட௄்ேம என்பைத எளிதாகச ்
சரிபாரக்்கலாம்.
 3.
 எனேவ இந்தச ்சரிபாரப்்ைபச ்ெசய்வதற்கான ஒ௠ ப௜ற்஼யாக நான் ௳ட௄்௳௄ழேறன் , 
௔ன்வ௠ம் ெவளிப்பாடூ்ன் மொப்ைபக் கணக்ழ௄வதற்ஶ மற்ெறா௠ ஼க்கைலச ்ெசய்ேவாம் 
இங்ேக ௙ண்௄ம் ஒேமகா ஒற்௥ைம௜ன் கன ௛லமாஶம், எனேவ ஷட்டல் ெவளிப்பாட்ூற்கான 
மொப்ைபக் கணக்ழட ேவண்௄ம், எனேவ பண்௖கைள நிைன௵ப௄த்த ௚யற்஼க்க௵ம்.
 ஒேமகா ஒன் ஒன் ஒன் ௔ளஸ் ஒேமகா ஸ்ெகாயர ்இௌ ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் ஒேமகா பவர ்n 
௛ன்௣ன் ெப௠க்கமாக இ௠ந்தால் சக்ொ ௛ன்௥ அல்லௌ ௛ன்௥ ௛ன்௥ பல மடங்ஶ ௛ன்றாக 
இ௠ந்தால் , ெபாௌவாக நீங்கள் ஒன்ைறப் ெப௥௴ரக்ள், அைத ஒேமகா பவர ் என எ௱தலாம்.n 
  ௛ன்௣ன் ெப௠க்கமாஶம், அதாவௌ நான் ௛ன்௣ன் ௙ொ ௗஜ்௷யத்தால் வஶத்தால் ௙ொயானௌ 
ஒ௠ ஒேமகாவாஶம்   சரி, இப்ேபாௌ இங்ேக ஼ல வூவங்கைளப் பாரக்்க ௚யற்஼க்க௵ம், 
அதாவௌ ஒ௠ ைமனஸ் ஒேமகா சௌரம் என்ற ெவளிப்பாடை்ட நான் க௠த்ொல் ெகாண்டால், இௌ 
ைமனஸ் ஒேமகா௵க்ஶச ்சமம் மற்௥ம் 1 ௔ளஸ் ஒேமகா சௌரம் ௙ண்௄ம் ைமனஸ் ஒேமகா என 
மாற்றப்ப௄ம், எனேவ ைமனஸ் 2 ஓம் ழைடக்ஶம்  க௯த்தல் ஒேமகா சௌரம் மற்௥ம் ega , 1 
ஒேமகா பவர ்4 என்௥ நான் க௠ொனால், இௌ ஒேமகாைவத் த௳ர ேவ௣ல்ைல, எனேவ இௌ ஒ௠ 
க௯த்தல் ஒேமகா சௌரம் மற்௥ம் ஒேமகா , மொப்௖ ௙ண்௄ம் ஒ௠ ஷட்டல் ஒேமகாைவ ைமனஸ் 
ஒேமகா சௌரத்தால் மாற்௣னால், ைமனஸ் இரண்௄ ஒேமகா சௌரத்ைதப் ெப௥ேவாம்.
 நான் ௛ன்௥ ஷட்டல் ஆ௥ அ௄த்த அ௄த்த எக்ஸ்ப்ெரஷ௑க்ஶச ்ெசன்றால், உடனூயாக அௌ 
ஒன்௥ என்பைத நாம் காண்ழேறாம், எனேவ ெபாௌவான கவனிப்௖ ஒன்௥ க௯த்தல் ஒேமகா 
சக்ொ ஷட்டல் ஒேமகா சக்ொ இரண்௄ என்பௌ ௛ன்௣ன் ெப௠க்கமாக இ௠ந்தால் ஒன்௥ n n n 
மற்௥ம் க௯த்தல் ழைடக்ஶம் 2 ஒேமகா என்றால் ேமாட் 3 க்ஶம், ைமனஸ் இரண்௄ ஒேமகா n 1 
சௌரம் என்றால் ஐ ௛ன்றால் வஶக்ஶம் ேபாௌ ௙த௚ள்ள காலமானௌ இரண்டாக இ௠ந்தால், n 
இந்த கவனிப்௖டன் இப்ேபாௌ தயாரிப்௖ எளிைமயாழறௌ, எனேவ இப்ேபாௌ நாம் என்ன ெசய்ய
௚ூ௞ம் என்றால் இந்த கவனிப்௔ன் ௛லம் உங்களால் ௚ூ௞ம்  ௛ன்௥ ெசாற்கைள 
ெதாடரச்஼்யாக இைணக்க௵ம், அதாவௌ ௚தல் ௛ன்௥ ெசாற்களின் தயாரிப்ைபக் க௠த்ொல் 
ெகாள்௬ங்கள், எனேவ நாம் ெப௥ம் ௚தல் ௛ன்௥ கால தயாரிப்௖ ேவகமான ைமனஸ் இரண்௄ 
ஒேமகா மற்௥ம் அ௄த்த கால இரண்௄ ஒேமகா சௌரம் மற்௥ம் வௌ  இ அ௄த்த ெசால் ஒன்௥ 
எனேவ மொப்௖ இரண்௄ சௌரம் ௙ொ ஒேமகா க்௟ப் ஒன்௥ , நான் மற்ற ௛ன்௣ன் ெதாஶப்ைப 
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௙ண்௄ம் எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் , இந்த கவனிப்௔ன் ௛லம் நீங்கள் இரண்௄ சௌரத்ைதப் ெபறப் 
ேபாழ௤ரக்ள் , தயாரிப்௔ன் மொப்௖ ௔ன்வ௠ம் ெவளிப்பா௄ ௛லம் வழங்கப்ப௄ழறௌ என்பௌ n 
௛ன்௣ன் ெப௠க்கல் என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், 
௔றஶ ௛ன்௥ ௛ன்௥ ெசாற்கைள ஒன்ேறாெடான்௥ இைணத்ௌ, ௔றஶ நாம் 2 சௌரத்ைதப் 
ெபறப்ேபாஶம் தயாரிப்௖ 
மற்௥ம் நீங்கள் 

ஆகப் ெப௠க்கப் ேபாஶம் எண்ணிக்ைகைய 3 ஆல் ெப௠க்கப் ேபாழ௤ரக்ள்.n 
என்பௌ ௛ன்௥ ஷட்டல் ஒன்௣ன் ெப௠க்கத்ைதக் ஷ௥ம்ேபாௌ , ௛ன்௥ ௛ன்௥  n 

ெசாற்கைள௞ம் இைணக்ஶம் ேபாௌ, நாம் ஒ௠ ெசால்ைல ௳ட௄்௳௄ேவாம், இௌ ஒ௠ ைமனஸ் 
ஒேமகா ஷட்டல் ஒேமகா சௌரம் ஆஶம், எனேவ நீங்கள் ெப௥வௌ இரண்௄ சௌர சக்ொயாஶம் 
நீங்கள் 3 ஆல் வஶக்ழ௤ரக்ளா 
, அதன் ௳ழதத்ைத எ௄த்ௌக் ெகாள்௬ங்கள், ௔ன்னர ்நாம் ௛ன்௥ ெசாற்களில் இைணக்காத 
மற்ெறா௠ காரணி உள்ளௌ, இௌ 
இரண்௄ ஒேமகாைவ க௯த்தல் மற்௥ம் என்றால் n 

ஷட்டல் 2 என்௥ ஷ௣னால், இேத ேபான்ற வாதத்ௌடன் 2 சௌர ழைடக்ஶம்  அவ௠ைடய 3 k t n 
இன் ௳ஶொயானௌ 
ைமனஸ் இரண்௄ ஒேமகா மற்௥ம் ைமனஸ் 2 ஒேமகா சௌரத்ௌடன் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ 
இப்ேபாௌ இந்த ெவளிப்பாடை்ட எளிதாக்ஶவதன் ௛லம் தயாரிப்௖ காரணிக்கான மொப்ைபப் 
ெப௥ழேறாம், இப்ேபாௌ ேநரே்கா௄ ேபான்ற வூ௳யல் ெபா௠ைளப் பூக்க ௚யற்஼ப்ேபாம்.
  ஒ௠ வட்டம் எனேவ ௚த௧ல் ஼க்கலான ௳மானத்ொல் ஒ௠ ேநர ்ேகாட்ூன் சமன்பா௄ என்ன 
என்பைதப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம், எனேவ ஼க்கலான ௳மானத்ொல் உள்ள ேநரே்காடூ்ன் 
சமன்பா௄ ஆல்பா பார ் பார ்மற்௥ம் ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான z z 
ஆல்பாவால் வழங்கப்ப௄ழறௌ என்பைதக் காண்௔ப்ேபாம்.
 ௗஜ்௷யமற்ற கலப்௖ எண் மற்௥ம் ௕ட்டா ஒ௠ உண்ைமயான எண்ணாக இ௠க்க ேவண்௄ம், 
எனேவ காரட்்௃஼யன் ஒ௠ங்ழைணப்௖ அைமப்௔ல் ஒ௠ ேநரே்காடூ்ன் ெபாௌவான சமன்பா௄ 
ேகாடாரி 
ஷட்டல் மற்௥ம் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ஆல் ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ, அங்ஶ c abc 
உண்ைமயான எண்கள் ஒ௠ ேகாடை்டக் ஶ௣க்ஶம் இந்த நிபந்தைனையச ்ேசரக்்க அல்லௌ a b 
ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், ஒ௠ சௌரம் மற்௥ம் சௌரம் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், b 
எந்த ேஜாூ இந்த சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, இப்ேபாௌ காரட்்௃஼யன் xy 
௳மானத்ொல் இந்த ஐக் கண்ட௣ய௵ம், ௔றஶ ஒ௠ ஸ்டை்ர ழைடக்ஶம்  இப்ேபாௌ xy gt line 
இந்த ேஜாூ க்ஶ நாம் ஒ௠ கலப்௖ எண்ைண  இைணக்கலாம், அதாவௌ க்ஶ சமமாக xy x x z 
ஐ ப்ளஸ் என்௥ ெசால்லலாம், ௔ன்னர ் ஆனௌ ஷட்டல் படூ்யால் 2 ஆல் x iy x z z 
வழங்கப்ப௄ழறௌ மற்௥ம் என்பௌ ைமனஸ் பார ்2 ஆல் வழங்கப்ப௄ழறௌ.y z z 
  காரட்்௃஼யன் ௳மானத்ொல் உள்ள ேஜாூ தனிமத்ைத கலப்௖ எண்ேடன் இயற்ைகயாக 
இைணத்ௌக்ெகாண்ூ௠க்ழேறாம் என்பைத நான் இப்ேபாௌ நிைன௵ப௄த்ௌழேறன்.
  இப்ேபாௌ மற்௥ம் பட்ூ௜ன் அூப்பைட௜ல் இௌ என்ன, என்றால் என்ன என்பைதக் z z y  
காண ௚ூழறௌ .
 ௔ளஸ் மடங்ஶகள் ஷட்டல் பார ் ைமனஸ் பார ்2 ஷட்டல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் b z z z z i c 
மற்௥ம் பட்ூக்கான ஶணகத்ைத இைணத்தால் அௌ z 
ஒ௠ ஷட்டல் ஐ 2 ஆல் மற்௥ம் மடங்ஶ ஒ௠ க௯த்தல் ஐ இரண்௄ ஷட்டல் ெப௠க்கல் ib z ib c 
ௗஜ்யம் ஆல்பாைவ இந்த எண்ணாகக் க௠ொனால், அைத ேம௩ம் எளிைமப்ப௄த்தலாம்  
ஆல்ஃபாைவ ைமனஸ் ஆக இரண்டால் மாற்௣னால், ib 

ஐ ஆல்பா பார ்மற்௥ம் ஆல்பா ஷட்டல் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக ெப௠க்கப்ப௄ம்   z bar z c 
ௗஜ்௷யமல்லாத கலப்௖ எண் மற்௥ம் என்பௌ மற்ெறா௠ ௚ைன என்௥ கவனிப்௖ என்௥ c 
ஷ௣னால், ஆல்பாைவ ௗஜ்௷யமற்ற கலப்௖ எண் மற்௥ம் ஒ௠ உண்ைமயான எண் என்௥ c 
ா௠க்கமாகச ்ெசான்னால் 
, ஼க்கலான ௳மானத்ொல் உள்ள ேநரே்காடை்ட ௳வரிக்ஶம் ௔ன்வ௠ம் சமன்பாடை்டப் 
ெப௥ேவாம்.
  இந்தக் ேகாட்ூன் சாய்௵ என்ன என்௥ ேகடக்௵ம்  , ெகா௄க்கப்படட் ேகாடூ்ன் சாய்ைவ நீங்கள்
க௠த்ொல் ெகாண்டால், அௌ ேகாடாரி ஷட்டல் மற்௥ம் க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் , சரிைவப் c 0 
ெப௥ேவாம், அௌ ஆக ைமனஸ் ஆக உள்ளௌ, நீங்கள் என்பௌ ௗஜ்௷யமாக இல்ைல m a by b b 
என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.
  ஆல்பா அூப்பைட௜ல் இந்த சமன்பாடூ்ன் சாய்௵ என்ன என்பைத எளிதாகப் ெபறலாம், 
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எனேவ சமன்பாட்ூன் சரி௵ ஒன்௥ நமக்ஶத் ேதைவ, ஆல்பா இவ்வா௥ இ௠ப்பதால் ஆல்பா a 
மற்௥ம் ஆல்பா படூ்யால் ெபறப்படலாம் மற்௥ம் என்பௌ ஆல்பா பார ்ைமனஸ் ஆல்பாவால் b 
வழங்கப்ப௄ழறௌ.
 சரி௵ ஐ ைடம்ஸ் ஆல்பா ௔ளஸ் ஆல்பா படை்ட ஆல்ஃபா ைமனஸ் ஆல்பா படை்டயால் m 
வஶத்ொ௠ப்பைதக் காணலாம், எனேவ இந்த நிைலயான சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ ஒ௠வர ்
ேநரே்கா௄களின் பண்௖கைள எளிதாகப்  ெபறலாம்.
  ேநரே்காட்ூன் ெதாடர௖்ைடய ஶணகங்கைளப் 
பூப்பதன் ௛லம் ெசங்ஶத்ௌ ேகா௄கைளப் பூப்பதன் ௛லம் இைதச ்ெசய்யலாம் , அதாவௌ 
இரண்௄ ேநர ்ேகா௄கள் ெகா௄க்கப்படட்ால், இந்த இரண்௄ ேகா௄க௬ம் இைணயாக இ௠க்ஶம், 
இந்த சமன்பாடை்ட நீங்கள் காரட்்௃஼யனில் நிைன௵ப௄த்ொனால் மட௄்ேம.
 
இரண்௄ ேகா௄களின் இந்த சரி௵கைள நீங்கள் எ௄க்ஶம் ஒ௠ங்ழைணப்௖ அைமப்௖, ௙ ஒன்௥ 
ேகாட்ூற்ஶ ஒ௠ சாய்௵ ௙ ௅ என்௥ ைவத்ௌக் ெகாள்ேவாம், ௙ ஒன்௥ ௙ ௅க்ஶ சமமாக இ௠ந்தால் ,
இரண்௄ ேகா௄க௬ம் இைணயாக உள்ளன என்௥ நீங்கள் ஷ௥௴ரக்ள்.
 அதற்ஶ ஆல்பா 1 பார ்ஆல்ஃபா 1 என்௥ நீங்கள் அைத ஼க்கலான ௳மானத்ொன் ஒ௠௳த 
சாய்வாகக் க௠ௌழ௤ரக்ள், அைவ சமமாக இ௠ந்தால், அௌ இைணயாக இ௠ப்பைதப் 
ெப௥௴ரக்ள், அேதேபால் எங்களிடம் மற்ெறா௠ எக்ஸ்௔ரஸ் உள்ளௌ.
  அயனிைய ெசங்ஶத்தாக ௳வரிக்க, இரண்௄ ேகா௄கள் ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம் என்௥ 
ெசால்ழேறாம், 
இந்த சாய்௵க் காரணிைய ஆல்ஃபா ஒ௠ பட்ூ௜ல் ஆல்ஃபா ஒன்றால் அந்த ௳ழத௚ம் மற்ற 
சாய்௵ காரணி௞ம் அவற்௣ன் ஷட௄்த்ெதாைக ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் 
என்றால் மட௄்ேம இந்த இரண்௄ ேகா௄க௬ம் ெசங்ஶத்தாக இ௠க்ஶம்.
  ெசங்ஶத்தாக உள்ளன, எனேவ ஼க்கலான ௳மானத்ொல் உள்ள ஒ௠ வட்டத்ொன் சமன்பாடை்டப் 
பூக்க ௚யற்஼ப்ேபாம், 
எனேவ நாம் பூத்தௌ எளிைமயானௌ 
, இௌ ஼க்கலான ௳மானத்ொல் ேமாடஸ்் ௛லம் ௳வரிக்கப்பட்ட அலஶ வட்டம் ஆஶம், எனேவ 
ஆரம் நிைலயானௌ இௌ ஒன்௥ ௔ன்னர ் நாம் ெப௥ம் ௖ள்ளிகைள 
0 ஆக௵ம் ஆரம் 1 
ஆக௵ம் கண்ட௣யலாம், ேம௩ம் நாம் ஒ௠ அள௵௠ சமன்பாட்டாக எ௱த ௚யற்஼த்தால், ஐப் z 
ெப௥ேவாம், அதாவௌ மற்௥ம் மற்௥ம் cis theta cos theta i sin theta with theta 0 
௚தல் 2 வைர மா௥ப௄ம் மற்௥ம் இன் மா௄லஸ்  நான் இேதேபால் ைமயத்ைத pi z 
ேதாற்றமாக௵ம் , ஆரம் ஆக௵ம் க௠ொனால், இௌ க்ஶ சமமான ஆல் r r mod z 
௳வரிக்கப்பட்டால், இங்ேக நீங்கள் அள௵௠ைவ க்ஶ சமமான  எனப் ெப௥௴ரக்ள்  ஆரம் r z r 
ெகாண்ட ஒ௠ வட்டத்ைத ைமயமாகக் ெகாண்௄ அைத அைழக்ழேறாம்,  இப்ேபாௌ இந்த 
஼க்கலான ௳மானத்ொல் ஒ௠ ெபாௌ வட்ட 
சமன்பாடை்ட எவ்வா௥ ௳வரிப்பௌ என்௥ ஒ௠வர ்ேகடக்லாம்.
 ஶ௣ப்பாக ௛லத்ைத ைமயமாகக் ெகாண்டௌ, எனேவ இங்ேக ைமயம் நிைலயானௌ என்௥ 
ெசால்௩ங்கள், நாங்கள் எைத ௳வரித்தா௩ம் வட்டங்கள் மட௄்ேம ஆரங்கள் மா௥ப௄ம் என்௥ 
நான் ெபாௌவாக ௳வரிக்க ௚யற்஼த்தால், நான் ைமயத்ைத ேவ௥ இடத்ொற்ஶ நகரத்்த 
ேவண்௄ம்,
 அதனால் என்ன இ௠க்ஶம் என்பைத ௳வரிக்க என் ஆரவ்ம் வட்டச ்சமன்பா௄ , ௳மானத்ொன் 
எந்தப் ௖ள்ளிைய௞ம் நான் க௠த்ொல் ெகாண்டால், ஐ ைமயமாகக் ஷ௥ேவாம், ேம௩ம் z Nough 
ஆரத்ைத என அைழப்ேபாம், இதற்கான சமன்பா௄ என்ன, இௌ ேபான்ற ஒ௠ ஼க்கைல நாம் r 
பாரத்்ொ௠க்ழேறாம், அதாவௌ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட ஒன்ைற மாற்ற ேவண்௄ம் என்௥ ெசால்ல 
ேவண்௄ம்.
 ேதாற்றத்ொற்ஶ, நான் இல்லாமல் மா௣னால், ௚௱ ௖ள்ளிக௬ம் நகரந்்ௌ ெசல்௩ம், ைமயம் z 
ஆரம் ஆக இ௠க்ஶம், அதாவௌ என்ன நடக்ழறௌ என்பௌ ஒ௠ வட்டத்ொன் ெபாௌவான r 
சமன்பா௄ என்பைத உணர ௚ூ௞ம்.

ெகா௄க்கப்படட் வட்டத்ைத ஆக மாற்௣னால், இப்ேபாௌ இைத ௛லத்ொற்ஶ  ed , z 
நகரத்்ொ௞ள்ேளாம், இங்ஶ ௳வரித்தௌ என்னெவன்றால் , ைமயமாக எந்த வட்ட௚ம் இ௠ந்தால், 
அௌ இந்த அள௵௠௳ல் ெகா௄க்கப்படட்ால், இப்ேபாௌ நான் எனௌ வட்டத்ைத இதற்ஶ 
மாற்௣௞ள்ேளன்.
  ேதாற்றம் நாட் இப்ேபாௌ இந்த வட்டம் ோட்டாவால் அள௵௠வாக உள்ளௌ, இௌ z r cis 

ைமனஸ் நாட் மா௄லஸ் இங்ேக ோட்டா கள் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ இரண்௄ வைர z z r pi 
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இ௠க்ஶம் என்௥ ெசால்வௌ ேபால் உள்ளௌ.
க்ஶ சமமான ைமனஸ் நாட் இன் மா௄லைஸ இப்ேபாௌ நான் ஸ்ெகாயர ்ெசய்ேதன், இௌ r z z 

ஒன்௥ம் இல்ைல எளிய ஶ௣ப்௖டன் ஐ என்௥ ஷ௥ேவாம், z naught x naught plus iy Naught 
ேம௩ம் இந்த சமன்பாடை்ட ஆக ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் தன்னிசை்சயான ௖ள்ளி என்௥ x z 
க௠ௌேவாம்.

௔ன்னர ் க௯த்தல் நாட் சௌரத்ொன் மா௄லஸ் க௯த்தல் இல்ைல ௚௱ சௌரம்  plus iy z z x x 
மற்௥ம் க௯த்தல் நாட் ௚௱ சௌரம் சௌரத்ொற்ஶ சமம் எனேவ இந்த y y d r ok 
சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ ஼க்கலான எண்ணி௧௠ந்ௌ ெதளிவாழறௌ 
௳மானத்ௌடன் காரட்்௃஼யன் ௳மானத்ௌடன் இைணந்தால், அௌ ஒ௠ வட்டத்ொன் ெபாௌவான 
சமன்பாடை்ட ௳வரிக்ஶம் எந்த சமன்பாடை்ட௞ம் நாம் காண்ழேறாம், எனேவ இந்த 
சமன்பாடை்ட ேம௩ம் ஆராய்ேவாம், எனேவ நடச்த்ொரத்ைத ௙ண்௄ம் ைமனஸ் நாட் z z 
படூ்௞டன் ைமனஸ் நாட் தயாரிப்௖ என்௥ எ௱தலாம், எனேவ அௌ ஒவ்ெவான்௥ம்  z z r 
சௌரமாக இ௠க்ஶம் ஒ௠ இைணப்பானௌ  படூ்௜ல் ஆக இ௠க்ஶம் ெவளிப்பாடாகப் z z 
ெப௥வௌ மற்௥ம் ௔ற ெசாற்கள் இல் நாட் பார ்க௯த்தல் பார ் நாட் ௔ளஸ் ேமாட் z z z z z 
நாட் சௌரம் க௯த்தல் சௌரம் 0 க்ஶ சமம்.r 
 எனேவ இப்ேபாௌ இௌ ஼௣யதாகத் ெதரிழறௌ  

பார ்ைமனஸ் நாட் பார ்ைமனஸ் பார ் நாட் ஷட்டல் ஼ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்௥ zz zz z z 
பூவத்ொன் சமன்பா௄ பாரக்்க ௚ூ௞ம் என்௥ ெபாௌவாக பாரை்வயாளரக்ள் ஷ௥ழறாரக்ள் 
ஒ௠வர ்வட்டத்ைத ௳வரிக்ழறார ்என்றால், நாம் ஼஼௜ல் மட௄்ம் கவனம் ெச௩த்த ேவண்ூய 
நிபந்தைன என்னெவன்றால், என்பௌ ேமாட் நாட் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ஆர ்ஸ்ெகாயர ்தான்,c z 
இப்ேபாௌ நாம் இந்தச ்ெசால்ைலக் ெகாண்ூ௠க்க ேவண்௄ம் சௌரம் 0 ஐ ௳ட அொகமாக er 
இ௠க்க ேவண்௄ம், அௌதான் ெபாௌ வட்டத்ைத ைமயமாக ஆக ஆக ஆரம் ெகாண்௄ z r 
ெப௥வதற்ஶ ேதைவயான ஒேர நிபந்தைனயாஶம், எனேவ இங்ேக என்பௌ இந்த c 
ெவளிப்பாட்டால் ஶ௣க்கப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் இந்த 

சௌரத்ொ௧௠ந்ௌ சௌரம் ஆல் ெகா௄க்கப்படூ்௠ப்பைதக் காண்ழேறாம்.r r mod z 
  நாட் ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ஼ என்பௌ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், அௌ ஼ 
என்பௌ ேமாட் ஐ ௳ட ஒ௠ உண்ைமயான எண் சரி, எனேவ நான் ா௠க்கமாகச ்ெசான்னால் , z 
வட்டத்ொன் சமன்பாடை்ட ா௠க்ழனால், ஼ இந்த நிபந்தைனைய ௗரத்்ொ ெசய்ழறௌ, எனேவ ஼ 
இந்த நிபந்தைனைய ௗரத்்ொ ெசய்தால் சரி இந்த சமன்பா௄ ஐ ைமயமாகக் ெகாண்ட z 
வட்டத்ைத ௳வரிக்ழறௌ என்௥ ஷறலாம், ஆனால் ஆரம் ெப௥வதற்ஶ நாம் ைகயாள ேவண்௄ம்,
இௌ ஒ௠ எளிய ஼க்கைலப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம் , அைனத்ௌ ஼க்கலான எண்களின் ெதாஶப்௖ம் 
஼ல நிைலயான ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா மற்௥ம் ஒ௠ நிைலயான இந்த சமன்பாடை்ட 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம்.

௔ன்னர ்  k 
, ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா௳௧௠ந்ௌ சௌரம் இரண்௄ க்ஶம் ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் k 
என்றால் மட௄்ேம அௌ வட்டத்ைத ஶ௣க்ழறௌ, எனேவ ஒ௠ கலப்௖ எண் இைத 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம் இந்த ௚ூைவ நி௡௔க்க ௚யற்஼ப்ேபாம்.
 சமன்பா௄ ௔ன்னர ் ைமனஸ் ஆல்பா சௌரம் மற்௥ம் க௯த்தல் ௕ட்டா ௚௱ சௌரம் இௌ mod z z 

க்ஶ சமம், அௌ ைமனஸ் ஆல்பா௵டன் பார ்ஆல்பா படை்ட மற்௥ம் ைமனஸ் ௕ட்டா k z z z 
தயாரிப்௖டன் க௯த்தல் ௕ட்டா௵டன் ெப௠க்கப்ப௄ழறௌ  ௚ந்ைதய ௚ூைவ z 
நிைன௵ப௄த்ொக் ெகாள்௬ங்கள் , இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட வூவத்ொல் நாம் ெபற ேவண்ூய ஒ௠ 
வட்டத்ைதப் ௔ரொநிொத்ௌவப்ப௄த்த ேவண்௄ம், எனேவ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட வூவத்ொல்  
எளிைமப்ப௄த்த ௚யற்஼ப்ேபாம், எனேவ படூ்௜ல் ஒ௠ காரணிைய இங்ழ௠ந்ௌ மற்ெறா௠ z z 
காரணியாகக் ெகாண்௄ள்ேளாம்.
 இந்த ெவளிப்பா௄ படூ்௜ல் இன் இரண்௄ மடங்ஶ மற்௥ம் ைமனஸ் ஆல்பா பார ்z z z 
ைமனஸ் பார ்ஆல்பா மற்௥ம் ௔ளஸ் ேமாட் ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ௔ற ெசாற்கள் z z 
௕ட்டா பார ் பார ்௕ட்டா ௔ளஸ் ேமாட் ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்ஆஶம், இௌ க்ஶ சமம் , இப்ேபாௌ z k 
நம்௘டம் உள்ளௌ  பார ்எனேவ இன் ஶணகத்ைத ஆல்பா பார ்௔ளஸ் ௕ட்டா பார ்ைமனஸ் zz z 

பார ்ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டாைவ இைணக்க ௚யற்஼க்க௵ம், ேம௩ம் அைனத்ௌ மா௣௧கள் z 
ேமாட் ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ேமாட் ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ேக ஆழயவற்ைற 
ேசகரிப்ேபாம் இௌ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் இௌ ேபான்ற நமௌ மா௣௧.c 
 ேதான்௥ம்  ௚ந்ைதயொல் இப்ேபாௌ ைமயப்௖ள்ளியானௌ ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா ஆல் 2ஐத் d 
த௳ர ேவெறான்௥௘ல்ைல, எனேவ ைப பார ்ைமனஸ் ஆல்பா பார ்௕ட்டா படூ்௜ல் 2 z z z 
ைமனஸ் பார ்ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா 2 ஆல் இ௠ப்பைதக் காண்ழேறாம் , அைத இப்ேபாௌ z 
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மா௣௧ என அைழப்ேபாம்.c 
 இௌ ஒ௠ வட்டத்ைதக் ஶ௣க்ஶம் , அப்பூயானால் மட௄்ேம இௌ நட்சத்ொரங்களின் வட்டத்ைத 
௳வரிக்ழறௌ என்றால், நமௌ மா௣௧ c 
என்பௌ நாட ்சௌரத்ொன் மா௄லைஸ ௳ட ஶைறவாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்றால், இல்ைல z z 
இங்ேக ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா இரண்டால் ெகா௄க்கப்படட்ால், 
இௌ ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா இரண்௄ ௚௱வௌமாக இ௠க்ஶம்.
  சௌரம் எனேவ ஼ என்பௌ ஆல்பா ௔ளஸ் ௕ட்டா௳ன் மா௄லைஸ ௳ட இரண்௄ ஶைறவாக 
உள்ளௌ  ஒன்௥க்ஶ நான்ஶ ேமாட் ஆல்பா ஸ்ெகாயர ்ேமாட் ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ஆல்பா 
௕ட்டா பார ்௔ளஸ் ஆல்பா பார ்௕ட்டா இப்ேபாௌ இந்த சமத்ௌவ௘ன்ைமைய எளிதாக்ழனால், 
நாம் ெசால்வைத ௳ட ைமனஸ் ேக ஶைறவாக  ழைடக்ஶம்  வலௌ ைக ைமனஸ் ேமாட் ஆல்பா 
ஸ்ெகாயர ்ைமனஸ் ேமாட் ௕ட்டா ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ௔ளஸ் ஆல்பா ௕ட்டா பார ்௔ளஸ் ஆல்பா 
பார ்௕ட்டா இரண்௄ பக்கத்ௌக்ஶம் உள்ள ைமனஸ் அைடயாளத்தால் ெப௠க்ழனால் 
, ஆல்ஃபா ைமனஸ் ௕ட்டா௳ன் மா௄லஸ் என்ற தைலவழ் சமத்ௌவ௘ன்ைமையப் ெப௥ழேறாம், 
இௌ ஒன்௥க்ஶ ஶைறவான சௌரம் ஆஶம்.
 தவ௥ இௌ இரண்௄ ஐ ௳ட இரண்௄ ஶைறவாக உள்ளௌ எனேவ k 

இந்த சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் ேபாெதல்லாம் ௳௠ம்௔ய ௚ூ௵ மற்௥ம் ஆல்பா ௕ட்டா z k
என்ற மா௣௧ இைத ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் ேபாௌ நமக்ஶ ஒ௠ வட்டம் ழைடக்ஶம் மற்௥ம் இந்த 
ஶ௣ப்௔ட்ட சமன்பாட்ூன் ௛லம் ஒ௠ வட்டம் ழைடக்ஶம் ேபாெதல்லாம் ஆல்பா ௕ட்டா k 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்த ேவண்௄ம்  இந்த நிபந்தைன நான் உங்க௬க்ஶ ஼ல எளிய ப௜ற்஼கைள 
த௠ழேறன், இந்த சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, இொல் ஆல்பா மற்௥ம் ௕ட்டா கலப்௖ z 
எண் மற்௥ம் என்பௌ ஒ௠ ேநரம்ைற உண்ைமயான எண், இௌ ஒன்௣௧௠ந்ௌ ேவ௥படட்ௌ , k 
௔ன்னர ்அௌ ஒ௠ வட்டத்ைத ஶ௣க்ழறௌ என்௥ம் ேம௩ம் ஒ௠ உடற்ப௜ற்஼ ஒ௠ ஼க்கலான 
எண்ைணக் ஶ௣க்ழறௌ என்௥ம் காட்டலாம்.
  
வட்டத்ொல் இ௠க்ஶம் ஆல்பா , அௌ ஐ ைமயமாகக் ெகாண்ட ஒ௠ வட்டம் என்பைதக்x naught y 
கவனி௞ங்கள் 

மற்௥ம் ஆல்பா படூ்௜ல் ஒன்௥ உள்ள ஆல்பா பட்ூ மற்ற வட்டத்ொல் உள்ளௌ, ஆனால் le 
ைமயம் ஒன்௥தான் ஆனால் ஆரம் நான்ஶ சௌரம், ௔ன்னர ் நாட் சௌரத்ொன் மா௄லஸ் r z r 
சௌரம் ஷட்டல் இரண்டால் ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ, எனேவ நாம் ோரம்ானிக்க ௚ூ௞ம்.
  ஆல்ஃபா௳ன் மொப்௖,
 அதனால் நான் பொைல எ௱ௌழேறன், தய௵ெசய்ௌ அைதச ்சரிபாரக்்க௵ம் , நான் ௚த௧ல் ஒ௠ 
஼க்கலான எண் அைமப்ைப அ௣௚கப்ப௄த்ொேனாம், அங்ஶ நாங்கள் ௔ளஸ் ெசயல்பாடை்ட௞ம்
தயாரிப்௖ ெசயல்பாடை்ட௞ம் அ௣௚கப்ப௄த்ொேனாம், அதன் ௔றஶ ஒ௠ ஼க்கலான மா௄லஸ் 
என்ன என்பைத அ௣௚கப்ப௄த்ௌழேறாம் ஒ௠ கலப்௖ எண்ணின் எண் மற்௥ம் இைணத்தல், 
அதன் ௔றஶ பல ஏற்றத்தாழ்௵கைளப் பூத்ேதாம்  .
  ௳ரி௵ைர௜ல் நாம் ேநரே்காட௄் வட்டங்கள் ேபான்ற பல வூ௳யல் ெபா௠டக்ைள ஼க்கலான 
௳மானத்ொல் எவ்வா௥ ஶ௣ப்௔டலாம் என்பைதப் பற்௣ ௳வாொக்ழேறாம் , இௌ ஒ௠ வைகயான 
௳ளக்கத்ைத அளிக்ழறௌ.
 எந்தெவா௠ வூ௳யல் ஼க்கைல௞ம் ஼க்கலான ௳மானத்ொல் உணர ௚ூ௞ம் மற்௥ம் 
஼க்கலான ௳மானத்ொல் உள்ள ஼க்கல்கைள வூ௳யல் ஼க்க௩க்ஶ மாற்ற ௚ூ௞ம், ேம௩ம் இௌ 
ஒ௠ ஼க்கைல ேவ௥ பாரை்வ௜ல் ோரக்்க ஒ௠௳த ாதந்ொரத்ைத அளிக்ழறௌ, எனேவ இத்ௌடன் 
எங்கள் ௳ரி௵ைரகைள ௚ூக்ழேறாம்.
  ஼க்கலான எண்கள் நன்௣ 

Pru
tor
@
IIT
K




