
 नमˋार िवȨाȚाōचे शेवटǉा लेƁरमȯे कॉ̱ɘेƛ नंबसŊवरील लेƁसŊमȯे ˢागत आहे.
 आʉी एकतेǉा ʩा मूळǉा सम˟ांवर चचाŊ केली होती, िविशʼ घनमुळांमȯे एकतेǉा Ɛूब ŝट्सवर चचाŊ केली होती .n

जे घǰाळाǉा िवŜȠ िदशेने िदलेले असेल तर ते पुढील समीकरणाचे समाधान करते जे अिधक ओमेगा बी अिधक ओमेगा वगŊ   abc 
समान शूɊ आहे जेथे ओमेगा हे एकतेचे घनमूळ आहे आिण जर ते समभुज िũकोण असेल तर आिण जर ते या समीकरणाचे समाधान c 

करते तरच तसेच ते इतर समीकरणाचे समाधान करते जे चौरस अिधक चौरस अिधक वगŊ समान अिधक अिधक b c ab bc ca 
यासह एक साधी सम˟ा कŝ या टी िशरोिबंदू असलेला िũकोण 
आहे याला जिटल संƥांमȯे असे ʉणू या ȑांचा मापांक समान आहे आिण ȑांची बेरीज 0 आहे असा गुणधमŊ मग z1 z2 z3 
आपʞाला हा समभुज िũकोण आहे हे दाखवावे लागेल ʉणून आपʞाला जे िदले जाते ते समान पįरमाण असलेले तीन िशरोिबंदू t 
आहेत आिण ȑांची बेरीज शूɊ आहे जी ऐƐ गुणधमाŊǉा घनमूळाǉा Ţमवारीǉा जवळजवळ समान आहे परंतु आपʞाला मािहत आहे
की एकतेचे घनमूळ ȑांचे मॉǰूलस इतके समान आहे जे एक आहे परंतु येथे असे ʉटले जात नाही की ते फƅ िदले आहे मॉǰुलस 
समान आहेत जे आपʞाला मािहत नाही की ते एकक वतुŊळावर आहे की एकक वतुŊळापेƗा जाˑ आहे, ʉणून आपण आपʞाला काय 
िदले आहे ते पाहǻाचा Ůयȉ कŝया कारण ȑांचे मापांक समान आहेत ʉणून ते एका वतुŊळावर आहेत Ǜा िũǛा आपण कॉल कŝ 
शकतो.
  हे ʉणून ते एक दोन तीन वतुŊळावर िवतरीत केले जातात जे आपʞाला िदलेले आहे ȑांची बेरीज शूɊ आहे या r z z z 
समीकरणातून जो घटक िदलेला आहे ही या तीन जिटल संƥांची बेरीज शूɊ आहे जर आपण संयुƵन घेतले तर ती आहे  ȑाच 
समीकरणाचे समाधान करणार आहे ʉणून संयुƵन ƽा तरीही ते 0 आहे आिण याचा अथŊ असा आहे की ते बार अिधक दोन z 1 z 
बार अिधक तीन बार  हे शूɊ आहे.z 

ने िवभािजत करा  जर आपण वन ˍेअरने भागले तर हे मूʞ आहे तरीही ते दोन ˍेअर  mod z1 squa re mod z mod z 
तसेच तीन ˍेअरǉा बरोबरीचे असेल तर आपʞाला येथे वन बारला वन ˍेअरने भागले आहे जे असे mod z z mod z z one 
िलिहता येईल.

मȯे एक बार अिधक दोन बार भािगले एक चौरस जे दोन चौरस सारखे आहे ʉणून हे दोन मȯे दोन  z z mod z mod z z z 
बार अिधक बार ने मȯे भागले 3 पॉवर हे समान आहे  0.z 3 z 3 z 3 
 ʉणून आपण खालील समीकरणावर पोहोचू जे एक Ȫारे एक अिधक एक Ȫारे दोन अिधक एक Ȫारे तीन हे शूɊ आहे आिण z z z 
आपण 
या घटकासाठी सामाɊ गुणाकार ʉणून असलेʞा घटकाने गुणाकार कŝ शकतो आपण खालील समीकरणावर पोहोचतोz1 z2 z3 
आपʞाला येथे दोन तीन िमळतात ʉणून आपण हे समीकरण एक दोन तीन असलेʞा घटकाने गुणाकार करतो आपण z z z z z 
खालील समीकरणावर पोहोचू या समीकरण शूɊ आहे चला याला समीकरण एक आिण पुɎा मधून ʉणू या  िदलेले समीकरण 
आपʞाकडे वन अिधक अिधक चे मूʞ 0 आहे तर ȑाचा वगŊ ƽा  ते पुɎा 0 आहे याचा अथŊ असा होतो की z z 2 z 3 e 
िवˑाįरत केʞाने आपʞाला 1 वगŊ अिधक दोन चौरस अिधक तीन चौरस अिधक गुणांक जो दोन पट एक दोन अिधक z z z z z2

अिधक आहे हा अिभʩƅी 0 ǉा बरोबर आहे आिण समीकरणानुसार  1 हा घटक 0 आहे ʉणून आपʞाला एक z3 z3 z1 z 
चौरस अिधक दोन चौरस अिधक तीन वगŊ शूɊ आहे असे समजू या याला समीकरण एक आिण दोन मधून दोन असे समीकरण z z 
ʉणू या आपण पाहतो की एक चौरस अिधक दोन वगŊ अिधक तीन वगŊ हा आहे अिधक अिधक z z z z1 z2 z2 z3 z3 z1 
आता आपण आधी िसȠ केलेʞा Ůˑावाची आठवण कŝ या ʉणजे जर तुमǉाकडे िशरोिबंदू असलेला िũकोण असेल तर हा abc 
समभुज िũकोण असेल आिण जर तो चौरस अिधक वगŊ अिधक या समीकरणाचे समाधान करत असेल तरच  चौरस बरोबर b c ab 
अिधक अिधक या िनकालातून आपʞाला समजले की समभुज िũकोण आहे ʉणून आपण िदलेली सम˟ा िसȠ केली आहे bc ca t 
ती ʉणजे जर दोन तीन हे समीकरण पूणŊ करत असेल तर आपण िसȠ केले की तो समभुज िũकोण आहे चला z one z z d  oa
आणखी एक सम˟ा Ǜामȯे समान गृहीतक आहे ते ʉणजे आपʞाला तीन जिटल संƥा एक दोन तीन अशा िदʞा आहेत z z z 
Ǜांचे मॉǰूलस एक या मूʞासह समान आहेत आिण ȑांची बेरीज शूɊाǉा बरोबरीची नाही तर ȑांची चौरस बेरीज शूɊ आहे  एक z 
ˍेअर अिधक दोन ˍेअर अिधक ˍेअर बरोबर 0 तर आपʞाला दाखवायचे आहे की कोणȑाही पूणाōकासाठी पेƗा z z 3 n 2 
मोठे िकंवा बरोबरीचे 

पॉवर अिधक ते पॉवर अिधक पॉवर असे खालील अिभʩƅी िवचारात ƽा.z 1 n z n z 3 n 
 ȑाची पįरमाण मोजा जी नेहमी एकतर 0 तीन असेल ठीक आहे, तर आपण हा िनकाल िसȠ करǻाचा Ůयȉ कŝ या r 1 r 2 r 
ʉणजे आपण पिहले िनरीƗण कŝ की जिटल संƥा एक वगŊ दोन वगŊ तीन वगŊ िभɄ आहेत समजा ȑा नाहीत  काय होते ते z z z 
वेगळे करा ʉणजे चौरस ˍेअर बरोबर असे ʉणू या, तर लगेच गृहीत धरले की तीन ˍेअर वजा एक ˍेअरचे z 1 z 2 z s z 
दोन पट जे लगेच चे मॉǰूलस सांगतात.z 3 s wh 
  ओएस ˍेअर हा मुळात २ आहे जो तीनचा मापांक एक आहे या आपʞा गृहीताचा िवरोधाभास आहे, ʉणून आपण पाहतो की z 
िदलेʞा जिटल संƥा एक दोन तीन वेगʨा आहेत आिण ȑा एकक वतुŊळावर आहेत ʉणजे ते सारखे नाहीत.z z z 
 एका रेषेवर झोपा ʉणजे आपण िũकोणी िũकोण असे िशरोिबंदंूसह ठेवू शकतो आिण मागील िनकाल लगेच सांगेल की तोz1 z2 z3 
िशरोिबंदू चौरस चौरस चौरस असलेला समभुज िũकोण आहे, मला मागील िनकाल आठवू Ȩा जे आʉी दाखवले होते जर z1 z2 z3 
पįरमाण समान असतील आिण ȑांची बेरीज शूɊ असेल तर आपण दाखवले की एक शूɊ दोन तीन असे िशरोिबंदू असलेला z z 
िũकोण समभुज िũकोण बनवतो आता आपण पाहतो की यावŝन आपण िनरीƗण करतो की िũकोण िशरोिबंदू एक चौरस आहे.t z z 
  दोन ˍेअर तीन ˍेअर हा समभुज िũकोण आहे आिण लƗात ƽा की आणखी एक टीप ʉणू आपण पाहतो की एक z mod z 
ˍेअर आिण दोन ˍेअर ˍेअर Ǜाचा मॉǰूलस एक आहे  ʉणजे ते एकक वतुŊळावर पडलेले असतात आिण mod z mod z3 
संबंिधत िशरोिबंदू आपʞाला समभुज िũकोण तयार करतात याचा अथŊ असा होतो की जिटल संƥा ओमेगाȪारे जोडʞा जाऊ शकतात 
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ʉणजेच आपण 120 अंश िफरवून एक िशरोिबंदू िमळवू शकतो जो घनमूळाने गुणाकार केला जातो .
ˍेअरसह एकता आहे आिण आʉी   z 1 

तीन चौरसाने गुणाकार केलेला दुसरा िशरोिबंदू िमळवू शकतो पुढे ओमेगा या Ůमाणाला ओमेगा ˍेअर वन ˍेअर असे ʉणू z z 
शकतो,
 ȑामुळे आपʞा लƗात येईल की ओमेगाला ओमेगा पॉवर फोर असे िलिहले जाऊ शकते ʉणजे  समान अिभʩƅी ओमेगा पॉवर चार 
गुणाकार एक चौरस ʉणून िलिहली जाऊ शकते येथे आपण ते जसे आहे तसे ठेवतो मग आपण पाहतो की दोन z z 
या घटकाǉा वगŊमूळाने िदलेले आहेत जे आपʞाला ओमेगा ˍेअर वन आिण Ūी अिधक देते.z z r 
  मायनस ओमेगा टाईʈ आता आठवा आʉाला काय मोजायचे आहे आʉाला एक पॉवर अिधक दोन पॉवर अिधक z z n z n z 
Ūी पॉवर आता टी ची गणना करा हॅट ʉणजे पॉवर ते पॉवर अिधक पॉवर हे समान आहे आपण पाहतो की n z 1 nz n z 3 n z
1 पॉवर सामाɊपणे काढले जाऊ शकते ʉणून आपʞाला येथे 1 अिधक वजा ओमेगा ˍेअर पॉवर पुɎा अिधक वजा n psa n r 
ओमेगा पॉवर िमळेल आता आपʞाला ȑाचे पįरमाण मोजावे लागेल कारण चा मॉǰूलस एक आहे तर चा n z one z one 
मॉǰूलस पॉवर एक आहे ʉणून आपण फƅ खालील कॉ̱ɘेƛ नंबरचे पįरमाण मोजू जे 1 अिधक वजा ओमेगा पॉवर 2 पॉवरn n r 

अिधक वजा आहे ओमेगा पॉवर अशा Ůकारे आपण ताबडतोब काय ʉणू शकतो की हे तीन पेƗा कमी िकंवा समान आहे परंतु n r n 
आमचा हेतू 
0 1 2 3 बरोबर आहे हे दशŊिवǻाचा आहे ʉणजे पूणाōकांिशवाय इतर कोणतीही वाˑिवक संƥा घेणार नाही जे शूɊ ते तीन दरʄान 
आहे
 ȑामुळे हे सहज लƗात येऊ शकते कारण आपण पाš शकतो की कोणȑाही मूʞासाठी ही अिभʩƅी समान असेल ʉणजेच ओमेगा 
पॉवर 2 समान असेल ओमेगा पॉवर ʉणून आमचा Ůʲ आहे की हे कधी होईल हे सांगा n n 
फƅ समान असेल  ओमेगा पॉवर एक आहेwh en n 
 ȑामुळे याचा अथŊ असा की जर मी पूणाōक ʬॅʞू 2 3 आिण असेच 3 मİʐपल असताना घेतले तर तुʉाला येथे समान मूʞ िमळेलn n 
ते ओमेगा पॉवर दोन तसेच ओमेगा पॉवर तुʉाला िमळेल.n n 
  समान मूʞ जे एक आहे, अɊथा तुʉाला नेहमी येथे िमळेल जो एक वेगळा घटक आहे जो येथे आहे तुʉाला ओमेगा ˍेअर िमळू 
शकेल अशा İ̾थतीत तुʉाला येथे ओमेगा आर वन िमळेल
 ȑामुळे ǉा गुणाकारापेƗा िभɄ असʞास कोणतेही समान घटक नसतील तीन तर या िनरीƗणाने आपण पाहतो की आपʞाला येथे n 
फƅ शƐता िमळते
 ȑामुळे शƐता ʉणजे ओमेगा ओमेगा ˍेअर ʉणजे ओमेगा ˍेअरची बेरीज िकंवा ओमेगा वजा ओमेगा ˍेअर सह करणे आवʴक 
आहे, ʉणून मी पुɎा आठवǻाचा Ůयȉ केला तर मी फƅ यापैकी काही अिभʩƅीवंर लƗ कŐ िūत करत आहे
 ȑामुळे येथे ओमेगा ओमेगा वजा करा ˍेअर आिण इतर शƐता वजा ओमेगा वजा ओमेगा ˍेअर
 ȑामुळे या शƐतेखाली तुʉी पाš शकता की ȑांची बेरीज नेहमीच पूणाōक असेल ʉणून जर मी सवŊũ एक घेतले तर ȑांची बेरीज एक 
सहज पडताळू शकते की ȑांची बेरीज फƅ 0 1 2 असेल आिण  3.
 ʉणून ही पडताळणी करǻासाठी मी एक ʩायाम ʉणून सोडतो आपण दुसरी सम˟ा कŝ या येथे पुɎा खालील अिभʩƅीǉा 
मूʞाची गणना कŝया ओमेगा हे एकतेचे घनमूळ आहे ʉणून आपʞाला अिधक अिभʩƅीसाठी मूʞ मोजावे लागेल ʉणून गुणधमŊ 
आठवǻाचा Ůयȉ करा .
  ऑफ ओमेगा वन ʉणजे एक अिधक ओमेगा ओमेगा ˍेअर हे शूɊ आहे आिण ओमेगा पॉवर जर ते तीनचे मİʐपल असेल तर n 
पॉवर तीन िकंवा तीनचे तीन मʐीपल असेल तर तुʉाला सवŊसाधारणपणे एक िमळेल आʉी ȑाला ओमेगा पॉवर असे िलš शकतो जरn 
एक असेल तर तीनचा गुणाकार आहे ʉणजे शेष ʉणजे जर मी तीनने भागले तर उवŊįरत शूɊ असेल तर मूʞ एक ओमेगा असेल n  
जर तुʉी तीनने भागले तर उवŊįरत एक असेल तर n 
तुʉाला मूʞ ओमेगा ओमेगा ˍेअर िमळेल जर उवŊįरत दोन असेल तर जेʬा आपण तीनने भागतो ठीक आहे ʉणून आता येथे काही n 
पॅटनŊ पाहǻाचा Ůयȉ करा ʉणजे जर मी एक वजा ओमेगा ˍेअर हा उणे ओमेगाǉा बरोबरीचा असेल आिण 1 ɘस ओमेगा ˍेअरǉा
जागी पुɎा मायनस ओमेगा असेल तर आपʞाला उणे 2 ओम िमळेल.

जर मी पुढील अिभʩƅी िवचारात घेतली ती ʉणजे 1 वजा ओमेगा ˍेअर अिधक ओमेगा पॉवर 4 जी ओमेगािशवाय दुसरे   ega 
काहीच नाही, ʉणजे एक वजा ओमेगा ˍेअर अिधक ओमेगा हे मूʞ पुɎा एक अिधक ओमेगाला मायनस ओमेगा ˍेअरने बदलले तर 
आʉाला मायनस दोन ओमेगा ˍेअर िमळेल जर मी पुढील पुढील अिभʩƅीमȯे गेलो जी तीन अिधक सहा आहे ती लगेचच एक आहे 
असे आपण पाहतो तर सामाɊ िनरीƗण एक वजा ओमेगा पॉवर अिधक ओमेगा पॉवर दोन असे आहे n n 
जर तीनचा गुणाकार असेल तर आपʞाला एक अिभʩƅी िमळेल आिण आपʞाला वजा िमळेल 2 ओमेगा जर समान असेल तर n n 
1 मोड 3 आिण उणे दोन ओमेगा ˍेअर असेल तर उरलेली टमŊ दोन असेल जेʬा आपण ला तीन ने भागतो तेʬा या िनरीƗणाने आता n 
उȋादन आता सोपे झाले आहे
 ȑामुळे आता आपण काय कŝ शकतो हे या िनरीƗणाȪारे आपण कŝ शकता  सलग तीन संǒा एकũ करा ʉणजे पिहʞा तीन पदांǉा
उȋादनाचा िवचार करा ʉणजे पिहʞा तीन पदांचे उȋादन  जे अिधक जलद आहे ते उणे दोन ओमेगा आिण पुढील पद दोन ओमेगा वगŊ 
आिण थ  पुढील संǒा एक आहेe 
 ȑामुळे मूʞ दोन चौरस आहे उवŊįरत ओमेगा Ɛूब आहे जे एक आहे जर मी तीनचा दुसरा संच पुɎा घेतला तर तुʉाला दोन वगŊ 
िमळतील या िनरीƗणाȪारे उȋादनाचे मूʞ 
खालील अिभʩƅीȪारे िदले जाते समजा हा तीनचा गुणाकार असेल तर आपण तीन तीन संǒा एकमेकांना एकũ कŝ शकतो आिण n 
ȑानंतर आपʞाला 2 वगŊ िमळणार आहे आिण आपण ने िकती वेळा गुणाकार करणार आहोत हे जेʬा तीनचे गुणाकार असेल n 3 n 
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तेʬा घडते आिण जेʬा ʉणजे तीन अिधक एक चे गुणाकार ʉटʞावर आपण तीन तीन संǒा एकũ कŝ तेʬा आपण एक पद सोडू n 
जे एक वजा ओमेगा अिधक ओमेगा ˍेअर या पदावŝन येईल
 ȑामुळे तुʉाला जी अिभʩƅी िमळेल ती दोन चौरस घात आहे.
 तुʉी 3 ने भागलात 
तर ȑाचा भागफल ƽा आिण मग आणखी एक घटक आहे जो आपण तीन पदांमȯे एकũ केला नाही जो उणे दोन ओमेगा आहे आिण 
जर अिधक 2 असे ʉटले तर समान युİƅवादाने आपʞाला 2 वगŊ िमळेल  ȑाचा भागांक ने तीन ने गुणाकार वजा दोन n 3 k t n 
ओमेगा आिण उणे 2 ओमेगा चौरस आहे
 ȑामुळे आता ही अिभʩƅी सरलीकृत केʞाने आपʞाला उȋादन घटकाचे मूʞ िमळते आता आपण भौिमतीय वˑूचा अɷास 
करǻाचा Ůयȉ कŝया 
जी सरळ रेषेसारखी आहे आिण नंतर आपण पुढे जाऊ.
  वतुŊळ ʉणून Ůथम आपण जिटल समतलातील सरळ रेषेचे समीकरण काय आहे ते पाš या ʉणजे आपण हे दाखवू की जिटल 
समतलातील सरळ रेषेचे समीकरण अʚा बार बार अिधक अʚा ɘस बीटा समान शूɊाने िदलेले आहे जेथे अʚा  एक शूɊ z z 
नसलेली संिमŵ संƥा आहे आिण बीटा ही वाˑिवक संƥा असणे आवʴक आहे ʉणून आपण हे काढू या जेणेकŝन काटőिशयन 
समɋय Ůणालीमȯे सरळ रेषेचे सामाɊ समीकरण Ȫारे िदले जाईल ɘस बरोबर शूɊ असेल जेथे ही रेषा दशŊवǻासाठी ax c abc 
वाˑिवक संƥा आहेत ही İ̾थती जोडǻासाठी िकंवा हे शूɊ नसणे आवʴक आहे चौरस अिधक चौरस शूɊ नसणे आवʴकa b b 
आहे ची कोणतीही जोडी हे समीकरण पूणŊ करते आता हे काटőिशयन समतल मȯे शोधून काढा मग आपʞाला एक Ōː ाय xy xy 
िमळेल  ओळ आता ǉा या जोडीसाठी आपण एक जिटल संƥा जोडू शकतो जी ʉणजे ʉणजे ला अिधक ght xy x z x iy 
ǉा बरोबरीने Ȩा मग ला अिधक बार 2 ने आिण ला वजा बार 2 ने िदले आहे.x z z y z z 
  मला आता आठवत आहे की आʉी काय केले आहे आʉी फƅ काटőिशयन समतलातील घटकांǉा जोडीचा संिमŵ संƥेशी नैसिगŊक 
संबंध करत आहोत ʉणून काटőिशयन समतलातील घटक ची जोडी िदʞास आʉी अिधक ही जिटल संƥा जोडतो मग xy x iy 
आपण आहोत  हे काय आहे आिण आिण बारǉा ̊ʼीने काय आहे हे पाहǻास सƗम आहे जर घटकाची जोडी सरळ x z z y xy 
रेषेत असेल तर ते या समीकरणाचे समाधान करते ʉणून याचा अथŊ असा होतो की आपʞाला 2 ने अिधक बार िमळेल अिधक z z b 
वेळा अिधक बार वजा बार 2 अिधक शूɊ बरोबर आिण फƅ बारसाठी गुणांक एकũ केʞावर z z z z i c z 
आपण पाहतो की ते 2 अिधक आहे आिण पट 2 वजा Ȫारे दोन अिधक गुिणले शूɊ आहे जर आपण अʚाला ही संƥा ib z ib c 
मानली तर आपण पुढे सोपे कŝ शकतो अʚा ला वजा ʉणून दोन ने बदला मग आपʞाला बार अʚा बार अिधक अʚा ib z z 
अिधक सह गुणाकार केला जातो आता शूɊ आहे c 
कारण चौरस अिधक वगŊ शूɊ शूɊ आहे याचा अथŊ असा होतो की मॉड अʚा नॉनिझरो आहे जो अʚा आहे असे ʉणǻासारखे b 
आहे शूɊ नसलेली संिमŵ संƥा आिण जेथे हा दुसरा नोड आहे असे िनरीƗण आहे असे ʉणणे आहे की जर मी फƅ अʚा हा एक c 
शूɊ नसलेली संिमŵ संƥा आहे आिण ही वाˑिवक संƥा आहे, तर आपʞाला खालील समीकरण िमळेल जे जिटल समतलातील c 
सरळ रेषेचे वणŊन करते.
 या रेषेचा उतार िकती आहे हे िवचारा आिण जर तुʉी 
िदलेʞा रेषेचा उतार िवचारात घेतला जो अƗ अिधक बाय ɘस बरोबर 0 असेल तर आʉाला उतार िमळेल कारण तो वजा बायc m a 

आहे तुʉी गृहीत धŝ की शूɊ आहे.b b 
  अʚाǉा संदभाŊत या समीकरणाचा उतार काय आहे ते सहज काढा ʉणून आपʞाला समीकरणाचा उतार उतार आवʴक आहे 
कारण अʚा आहे ʉणून हा अʚा ɘस अʚा बारȪारे िमळवता येतो आिण हा अʚा बार वजा अʚा Ȫारे िदला जातो a b 
यावŝन आपण ˠोप हे वेळा अʚा अिधक अʚा बारने भािगले अʚा वजा अʚा बार िदलेले आहे हे पहा,c m i 
 ȑामुळे या मानक समीकरणावŝन सरळ रेषांचे गुणधमŊ सहज िमळू शकतात जसे की दोन सरळ रेषा समांतर कधी असतील तसेच लंब 
रेषांचा अɷास करा 
, सरळ रेषेǉा संबंिधत गुणांकांचा अɷास कŝन हे करता येते , मी एक ʩायाम ʉणून देतो की आपʞाला दोन सरळ रेषा िदʞा आहेत 
या दोन रेषा समांतर असतील तर आिण जर तुʉाला काटőिशयनमȯे आठवत असेल तरच हे समीकरण पूणŊ होते.
 कोऑिडŊनेट िसːीम तुʉी दोन ओळीǉंा या उतारांना ƽा असे ʉणूया की एक ओळी एक दोन साठी उतार आहे रेष दोन साठी m m 
उतार आहे जर एक दोन ǉा समान असेल तर तुʉी ʉणाल की दोन रेषा समांतर आहेत आता आपʞाला समान िमळत आहे ते m m 
अʚा 1 बार बाय अʚा 1 आहे असे तुʉी समजता की İƑʼ समतलांǉा Ţमवारीत काही Ůकारचा उतार समान असेल तर तुʉाला 
समजेल की ती समांतर आहे आिण ȑाचŮमाणे आपʞाकडे दुसरी एƛŮेस आहे  आयन लंबाचे वणŊन करǻासाठी ʉणून आपण ʉणतो 
की दोन रेषा लंब आहेत जर आिण फƅ जर हा उतार घटक जो आपण अʚा एक बारने अʚा एक Ȫारे दशŊिवतो ते गुणोȅर अिधक 
इतर उतार घटक ȑांची बेरीज शूɊ असेल तर आपण ʉणतो की या दोन रेषा  लंब आहेत ʉणून आपण जिटल समतलातील वतुŊळाǉा 
समीकरणाचा अɷास करǻाचा Ůयȉ कŝया 
ʉणजे आपण जे अɷासले ते सवाŊत सोपे आहे जे एकक वतुŊळ आहे Ǜाचे वणŊन जिटल समतलामȯे मोड्स Ȫारे केले जाते जेणेकŜन 
िũǛा िनिʮत केली जाते जी एक असेल  तुʉी िबंदू शोधून काढता आʉाला कŐ ū 0 आिण िũǛा 1 आहे आिण जर आपण पॅरामेिटŌ क 
समीकरण ʉणून िलिहǻाचा Ůयȉ केला तर आपʞाला बरोबर िमळते जे अिधक cis theta z cos theta i sin 

सह ते 2 आिण चे मॉǰूलस बदलते जर मी ȑाच Ůमाणे कŐ ū मूळ आिण िũǛा मानतो Ǜाचे वणŊन theta theta 0 pi z r 
समान Ȫारे केले जाते आिण येथे तुʉाला पॅरामीटरायझेशन िमळेल कारण समान िनिʮत आहे आिण mod z r z rr cis theta

जेथे थीटा शूɊ 
ते पयōत िभɄ आहे  जर आपण ȑाला मȯभागी असलेले वतुŊळ असे ʉणतो  िũǛा सह उȋȅी आहे आता या गंुतागंुतीǉा pi r r 
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समीकरणात सामाɊ वतुŊळ समीकरणाचे वणŊन कसे करायचे हे कोणी िवचाŝ शकतो 
ʉणून जर आपण ȑाला असे ʉटले तर येथे दोन Ůकरणे आपण पाहतो की ती आहे िवशेषत: मूळ कŐ ū̾थानी आहे ʉणून येथे ʉणा कŐ ū 
िनिʮत आहे आिण आʉी जे काही वणŊन केले आहे ते वतुŊळे आहेत फƅ िũǛा बदलतात जर मी कोणȑाही सामाɊ वणŊन करǻाचा 
Ůयȉ केला ʉणजे मला फƅ कŐ ū दुस̴ या िठकाणी हलवावे लागेल ठीक आहे
 ȑामुळे काय असेल याचे वणŊन करǻात माझी आवड आहे वतुŊळ समीकरण जर मी िवमानातील कोणताही िबंदू िवचारात घेतला तर 
आपण कŐ ū ʉणून नॉट ʉणूया आिण िũǛाला ʉणू या याचे समीकरण काय आहे आपण अशी एक समान सम˟ा पािहली आहे z r 
की आपʞाला हा िविशʼ ̾थान बदलǻाची आवʴकता आहे.
 उȋȅीकडे ʉणजे जर मी शूɊाने हलवले तर संपूणŊ िबंदू अशा Ůकारे हलतील की मȯभागी िũǛा आहे, ʉणजे जे घडत आहे ते z r 
फƅ वतुŊळाचे सामाɊ समीकरण समजू शकते.

ʉणून फƅ Ȫारे िदलेले वतुŊळ संपूणŊ हलवा, आता आʉी हे मूळ ̾थानावर हलवले आहे आिण आʉी येथे जे वणŊन केले आहे ते  ed z 
असे आहे की जर कोणतेही वतुŊळ मूळ ʉणून कŐ ū असेल तर ते या पॅरामीटरायझेशनमȯे िदले आहे आता मी माझे वतुŊळ येथे हलवले 
आहे.
 आता हे वतुŊळ Ȫारे पॅरामीटराइǕ केले आहे जे r cis theta 

वजा नॉटचे मॉǰूलस आहे येथे थीटा शूɊ ते दोन आता आपण हे समीकरण पुɎा पाš या वतुŊळाचे सामाɊ समीकरण z z r s pi 
वजा नॉट इƓल टू चा मोǰुलस िलिहत आहात आता मी फƅ ȑाचे वगŎकरण केले आहे हे काही नाही तर साȯा नोटेशनसह z z r 

असे ʉणूया की ʉणून अिधक आिण या समीकरणाचे समाधान करणारा अिनयंिũत िबंदू z naught x naught iy naught 
िवचार कŝया अिधक नंतर उणे शूɊ वगाŊचे मापांक िदले आहे वजा शूɊ पूणŊ वगŊ अिधक वजा शूɊ z iy z z x x y y d 

संपूणŊ वगŊ समान वगŊ ठीक आहे,r 
 ȑामुळे या समीकरणावŝन हे ˙ʼ होते की जिटल संƥेवŝन 
िवमानाǉा काटőिशयन समतलाशी संबंध आपण पाहतो की ते कोणतेही समीकरण जे वतुŊळाǉा सामाɊ समीकरणाचे वणŊन करते
 ȑामुळे आपण या समीकरणाचे आणखी परीƗण कŝ या जेणेकŝन तारा पुɎा वजा शूɊ गुणाकार वजा नॉट बारसह z z z z 
िलिहता येईल ʉणजे ते Ůȑेक  एक संयु̑ न जो ̾ ̋  वेअर आहे आिण जे ̺ य̋ तीकरण ̱ हणून जे िमळते ते ̓ या बारम̡ ये आहे आिण r z z 
इतर संǒा मधील नॉट बार वजा बार नॉट ɘस नॉट ̾ ̋  वेअर वजा ̾ ̋  वेअर  ̓ या बरोबर आहेत.z z z z mod z r 0
 तर आता हे थोडेसे िदसते दशŊकांना या अथाŊने सामाɊ ʉणा की आपण हे पाš शकतो की बार वजा नॉट बार वजा बार zz zz z z 
नॉट ɘस बेरीज समान शूɊ आहे, जे खालील İ̾थतीसह Ůदान केलेले वतुŊळ दशŊवते c 
ʉणून समीकरण आपण ȑाला ʉणू या ʉटʞाŮमाणे एकाने वतुŊळाचे वणŊन केले आहे जर पįरİ̾थती काय आहे फƅ आपʞाला cc 
वर लƗ कŐ िūत करणे आवʴक आहे ते काहीही नाही परंतु नॉट ˍेअर वजा ˍेअर आता फƅ टŌ ेस बॅक करा c mod z r 
आपʞाला फƅ ही संǒा असणे आवʴक आहे  चौरस 0 पेƗा मोठा असणे आवʴक आहे ही एकमेव अट आहे की सामाɊ वतुŊळ er 

बरोबर मȯभागी बरोबर िũǛा नाही ʉणून येथे या अिभʩƅीȪारे दशŊिवला जातो आिण आपण पाहतो की या वगाŊतील z r c r r 
वगŊ ने िदलेला आहे.mod z 
 शूɊ चौरस वजा हा शूɊापेƗा मोठा असणे आवʴक आहे ʉणजे ही वाˑिवक संƥा पेƗा कमी आहे शूɊ चौरस c c mod z 
ठीक आहे, ʉणून जर मी फƅ सारांश िदला तर एक वतुŊळाचे समीकरण दशŊवेल बशतő ही अट पूणŊ करेल ठीक आहे, जर ही अट c c 
पूणŊ करत असेल तर  आपण असे ʉणू शकतो की हे समीकरण शूɊावर कŐ ū असलेʞा वतुŊळाचे वणŊन करते परंतु आपʞाला िũǛा z 
िमळिवǻासाठी हाताळǻाची आवʴकता आहे जी आर आहे आपण एका साȯा सम˟ेवर चचाŊ कŝया समजा सवŊ जिटल संƥांचा 
संच काही िनिʮत अʚा आिण बीटा आिण İ̾थरांकासाठी या समीकरणाचे समाधान करतो.

नंतर अʚा आिण बीटा पासूनचे अंतर Ǜांचे वगŊ दोन पेƗा कमी असले पािहजे तरच ते वतुŊळाचे Ůितिनिधȕ करते, ʉणून   k k 
समजा जिटल संƥेने याचे समाधान केले तर हा िनकाल िसȠ करǻाचा Ůयȉ कŝया.
 समीकरण नंतर वजा अʚा ˍेअर अिधक वजा बीटा संपूणŊ चौरस हे ǉा बरोबरीचे आहे मग ते वजा अʚा सारखे mod z z k z 
आहे बार अʚा बारसह वजा बीटा गुणाकार वजा बीटा सह संपूणŊ बार जो आता ǉा समान आहे मागील िनकाल आठवा, z z z k 
आपʞाला या िविशʼ फॉमŊमȯे िमळǻासाठी आवʴक असलेʞा वतुŊळाचे Ůितिनिधȕ करǻासाठी आपʞाला आवʴक आहे, ʉणून
आपण या िविशʼ फॉमŊमȯे सोपी करǻाचा Ůयȉ कŝया 
ʉणजे आपʞाकडे मȯे बार एक घटक आहे येथून दुसरा घटक ही अिभʩƅी ʉणून आपʞाला ǉा दोन पट बारमȯे z z z z 
आिण वजा अʚा बार वजा बार अʚा आिण नंतर ɘस मॉड अʚा ˍेअर आिण इतर संǒा बीटा बार बार बीटा ɘस z z z z 
मॉड बीटा ˍेअर हे ǉा समान आहे आिण आता आपʞाकडे आहे  बार ʉणून चा गुणांक एकũ करǻाचा Ůयȉ करा जो k zz z 
अʚा बार अिधक बीटा बार वजा बार अʚा अिधक बीटा आहे आिण आपण सवŊ İ̾थरांक एकũ कŝ या अʚा ˍेअर z mod 
अिधक मॉड बीटा ˍेअर वजा हे शूɊाǉा बरोबरीचे आहे हे सारखे आपले İ̾थरांक आहे.k c 
 जे िदसून येते  आधीǉा मȯे आता कŐ ūिबंदू ʉणजे अʚा ɘस बीटा बाय 2 िशवाय दुसरे काहीही नाही, ʉणून आपण पाहतो की d z 
बाय बार वजा अʚा बार बीटा बार 2 वजा बार अʚा ɘस बीटा बाय 2 आिण आता आपण ȑाला İ̾थर ʉणू.z z z c 
 हे वतुŊळाचे Ůितिनिधȕ करेल जर आिण तसे असेल तरच हे तारे वतुŊळाचे वणŊन करते 
जर आिण फƅ जर आपला İ̾थरांक c 
हा नॉट ˍेअरǉा मॉǰूलसपेƗा कमी असला पािहजे जेथे नॉट येथे अʚा अिधक बीटा Ȫारे दोन िदले आहे ʉणजे अʚा अिधक z z 
बीटा पूणŊ दोन  चौरस ʉणून आपʞाकडे हा अʚा अिधक बीटा ǉा मॉǰुलस पेƗा दोन ने कमी आहे संपूणŊ वगŊ मॉड अʚा c ccs 
ˍेअर अिधक मॉड बीटा ˍेअर वजा काय आहे ते आठवा आिण आपण सवŊ अिभʩƅीसाठी दोनने भागले ʉणजे अशा Ůकारे k c 
आिण नंतर हे कमी आहे  पेƗा एक बाय चार मॉड अʚा ˍेअर मॉड बीटा ˍेअर अिधक अʚा बीटा बार अिधक अʚा बार बीटा 
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आता ही असमानता सोपी करा मग आʉाला  अʚा ˍेअर मॉड अʚा ˍेअरǉा दोनदा आिण मॉड बीटा ˍेअरǉा दोनदा 
ʉटʞापेƗा कमी िमळेल.k 
  उजवा हात  ȑा बाजूने वजा मोड अʚा ˍेअर वजा मोड बीटा ˍेअर आिण अिधक अʚा बीटा बार अिधक अʚा बार बीटा आता 
दोɎी बाजंूǉा वजा िचɎाने गुणाकार केʞास उलट असमानता िमळते जी अʚा वजा बीटाचे मापांक आहे संपूणŊ चौरस जो एकापेƗा 
कमी आहे चूक ही दोन पेƗा दोन कमी आहेk 
 ȑामुळे यावŝन असा िनʺषŊ िनघतो की जेʬाही हे समीकरण पूणŊ करेल आिण अʚा बीटा İ̾थरांक पूणŊ करेल तेʬा आपʞालाz k 
एक वतुŊळ िमळेल आिण जेʬा जेʬा आपʞाला या िविशʼ समीकरणाने वतुŊळ िमळेल तेʬा अʚा बीटा चे समाधान झाले पािहजे  ही k 
अट मी तुʉाला काही साधे ʩायाम देतो समजा या समीकरणाचे समाधान करते जेथे अʚा आिण बीटा जिटल संƥा आहेत आिण z k
ही एक सकाराȏक वाˑिवक संƥा आहे जी एकापेƗा वेगळी आहे तर आपण दशŊवू शकतो की ते वतुŊळ दशŊवते आिण आणखी एक 
ʩायाम समजा जिटल संƥा आहे 
वतुŊळात असलेला अʚा फƅ लƗात ƽा की ते वर मȯभागी असलेले वतुŊळ आहे Ǜाची िũǛा आहे x naught y naught r 
आिण अʚा वतुŊळावर आहे  आिण समजा अʚा बार एक बाय अʚा बार असलेली अʚा बार दुस̴ या वतुŊळावर आहे परंतु कŐ ū le 
समान आहे परंतु िũǛा चार चौरस आहे तर नॉट ˍेअरचे मॉǰूलस ˍेअर अिधक दोन बाय दोन िदले आहे अशी अट असेल r z r 
तर आपण ठरवू शकतो  अʚाचे मूʞ आहे ʉणून मी उȅर िलšन देईन ʉणून कृपया ते सȑािपत करा मला सारांश Ȩा आʉी Ůथम 
एक जिटल संƥा Ůणाली सादर केली िजथे आʉी ɘस ऑपरेशन तसेच उȋादन ऑपरेशन सादर करतो ȑानंतर आʉी कॉ̱ɘेƛचे 
मॉǰूलस काय आहे ते ओळखतो संिमŵ सं̏ येची सं̏ या आिण संयु̑ न आिण नंतर आ̱ ही अनेक असमानतेचा अɷास केला, ȑानंतर 
आ̱ ही ऐ̋ या̓ या न̺ या मुळाचा आिण अनेक गुणधमाōचा आिण सम̾ यांचा अɷास केला, िवशेषत: आपण ऐ̋ या̓ या घनमूळाचा आिण अनेक
भौिमितक सम̾ यांचा ȑावर आधाįरत अɷास करतो  ʩाƥानात आʉी अनेक भौिमितक वˑू जसे की सरळ रेषेतील वतुŊळे जिटल 
समतलात कशा Ůकारे दशŊिवʞा जाऊ शकतात याबȞल चचाŊ करतो आिण हे एक Ůकारचे उदाहरण देते कोणतीही भौिमतीय सम˟ा 
जिटल समतलामȯे लƗात येऊ शकते आिण जिटल समतल सम˟ा भौिमतीय सम˟ेमȯे हˑांतįरत केली जाऊ शकतात आिण यामुळे 
सम˟ा वेगʨा ̊िʼकोनातून सोडिवǻाचे काही Ůकारचे ˢातंȒ िमळते, 
ʉणून आʉी आमचे ʩाƥान समाɑ करतो.
  जिटल संƥा धɊवाद 
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