
 ഹേലാ വിദّാർ،ികൾ്ׯ സ׸ീർ؉മായ സംഖّകെളുׯറിتു׺ ْപഭാഷണ׹ളിേല്ׯ സٔാഗതം, 
കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഐകّ؋ിന്െറ റൂ؂ിെല ْപٍ׹٠ൾ ചർ׺ െചᅃٝു, ْപേതّകി്׺ nth 
ഐകّ؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂്സ്, ױാസിൽ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝ അവസാന ഫലം ഞാൻ ഓർׯെ؂, അതായത്

ഒരു സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ׸ിൽ. എതിർ ഘടികാരദിശയിൽ ഓറിയന്റഡ് െചᅃٝിരിؗുׯ t abc, 
അത് ഇനിؚറയുؗ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒേമഗ ബി ؛സ് ഒേമഗ
സ്കٔയർ ആണ്, ഇവിെട ഒേമഗ ഏകതٔ؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂ാണ്, അത് സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ׸ിൽ ,  c 
ഒരു സമചതുരവും ബി സ് കٔയറും സി സ് കٔയറും എബി ؛സ് ബിസി ؛സ് സിഎയ് ്ׯ തുലّമായ മെئാരു 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋തുേപാെല, നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ْപശ് നം െചإാം ലംബ׹ളുت t 
ഒരു ْതിേകാണമാകാം, നമു്ׯ അതിെന സ׸ീർ؉മായ സംഖّകളിൽ എ്ؗ വിളിׯാം . z1 z2 z3 
അവയുെട െമാഡّുലസ് തുലّവും അവയുെട തുക 0 ഉം ആയ േْപാؚർ؂ി ഒരു സമഭുജ t 
ْതിേകാണമാെണ്ؗ കാണിേׯ؇തു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് തുലّ 
കാؓിമാന׹ളുت മൂ്ؗ ലംബ׹ളാണ് അവയുെട ആെകു؋ക പൂജّമാണ്, അത് യൂണിئി 
േْപാؚർ؂ിയുെട കّൂബ് റൂ؂ിന് ഏതാ؇് തുലّമാണ്, എؗാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗത് ഏകതٔ؋ിന്െറ 
കّൂബ് റൂ؂് ആണ്, അവയുെട േമാഡുലസ് അْതയ്്ׯ തുലّമാണ്, എؗാൽ ഇവിെട അത് പറ؁ി؂ിب, അത്
മാْതമാണ് നൽകിയിരിؗുׯത് എ്ؗ മാْതമാണ് പറയുؗത്. െമാഡّൂളുകൾ തുലّമാണ്, അത് യൂണി്ئ 
വൃ؋؋ിലാേണാ അേതാ യൂണി്ئ സർׯിളിേനׯാൾ കൂടുതലാേണാ എ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ അറിയിب, 
അതിനാൽ അവയുെട േമാഡുലസ് തുലّമായതിനാൽ നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯത് ദൃശّവൽׯരിׯാൻ 
ْശമിׯാം, അതിനാൽ അവ നമു്ׯ വിളിׯാൻ കഴിയുؗ കുറ്׺ ദൂരമുت ഒരു വൃ؋؋ിൽ കിടുؗുׯ. 
അത്  ആയി؂ാണ് അവ വിതരണം   െചؗുإത്  ഒേര സമവാകّം തൃلിٝെؚടു؋ാൻ േപാകുؗു, r 
അതിനാൽ സംേയാജനം എടുുׯക, അത് 0 ആണ് , ഇത് ബാറും ര؇് ബാറും മൂ്ؗ ബാറും z 1 z z 
ആെണ്ؗ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ അവയുെട േമാഡുലസ് തുലّമാണ് 
എؗ വُٝു ത ഉപേയാഗിുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ വിഭജിׯാം േമാഡ് െകാ؇് ഹരിുׯക  z1 squa re 
നأൾ സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇതാണ് മൂലّം എؓായാലും ഇത് ര؇് mod z one mod z 
ചതുര؋ിനും മൂ്ؗ ചതുര؋ിനും തുലّമാണ്, അേؚാൾ നമു്ׯ ഇവിെട ലഭിുׯം mod z z one bar mod 

െകാ؇് ഹരി׺ാൽ എ്ؗ എഴുതാം ഒരു ബാർ ؛സ് ര؇് ബാർ ഒരു z one square z one z z mod z 
സ്കٔയർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അത് ര؇് ചതുര؋ിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇത് ര؇് എ്ؗ mod z z 
എഴുതാം ര؇് ബാർ ؛സ് ബാർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ പവർ ഇത് തുലّമാണ്  0. അതിനാൽ z z 3 z 3 z 3 
നأൾ ഇനിؚറയുؗ സമവാകّ؋ിേല്ׯ എുؗു؋, ഇത് ഒ്ؗ ൈബ വൺ ؛സ് വൺ ൈബ ടു ؛സ് z z 
വൺ ൈബ ْതീ ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് , കൂടാെത ഈ ഘടക؋ിന് ഒരു െപാതു ഗുണിതമായി z z1 z2

ആയ ഘടകം െകാ؇് നമു്ׯ ഗുണിׯാം. താെഴയുت സമവാകّ؋ിേല്ׯ ഞ׹ൾ എ؋ിേ׺രുؗു, z3 
ഇവിെട ര؇് മൂ്ؗ, അതിനാൽ ഈ സമവാകّെ؋ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ എؗ ഘടകം െകാ؇് z z z z z 
ഗുണി׺ാൽ ഞ׹ൾ ഇനിؚറയുؗ സമവാകّ؋ിേല്ׯ എുؗു؋, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇതിെന 
സമവാകّം ഒ്ؗ എ്ؗ വിളിׯാം.  നൽകിയിരിؗുׯ സമവാകّം നമു്ׯ വൺ ؛സ് ؛സ് z z 2 z 3 
മൂലّം 0 ആെണ׸ിൽ അതിന്െറ ചതുരം എടുുׯക  അത് വീ؇ും 0 ആണ്, ഇത് വികസിؚി׺ത് e 
സൂചിؚിുؗുׯ, നമു്ׯ എ٧്ْعപഷൻ െസ1 ്ئ സ്കٔയർ ؛സ് ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് മൂ്ؗ സ്കٔയർ ؛സ് z z 
ഫാعർٚ ര؇് മട്׹ ഒ്ؗ ര؇് ؛സ് ؛സ് ആണ് ഇത് 0 ന് തുലّവും സമവാകّം z z z2 z3 z3 z1 
അനുസരി1  ്׺ ഈ ഘടകം 0 ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒരു ചതുരവും ര؇് ചതുരവും മൂ്ؗ z z z 
ചതുരവും പൂജّമാെണ്ؗ നമു്ׯ ലഭിുׯം, നമു്ׯ ഇതിെന ഒ്ؗ, ര؇് സമവാകّ׹ളിൽ നി്ؗ 
സമവാകّം ര؇് എ്ؗ വിളിׯാം, ഒരു ചതുരവും ര؇് സമചതുരവും മൂ്ؗ ചതുരവും ഇതാണ് z z z z1 

 ാം , z2 z2 z3 z3 z1ׯിأഓർ ׯനിർേؐശം നമു് ׺െതളിയി ؋ൾ േനരെ׹സ് ന് തുലّമാണ്, ഞ؛ സ്؛
നി׹ൾ്ׯ ലംബ׹ളുت ഒരു ْതിേകാണമുെ؇׸ിൽ ഇത് സമചതുര ْതിേകാണമാണ് , അത് abc 
സമവാകّവും സമചതുരവും കൂടിയാൽ മാْതം മതി  ഈ ഫല؋ിൽ നി്ؗ ؛സ് ؛സ് യ്്ׯ ab bc ca 
തുലّമായ ചതുരം, സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ നൽകിയിരിؗുׯ c t 
ْപٍ٠ം ഞ׹ൾ െതളിയിു׺, അതായത് ഈ സമവാകّെ؋ z one z two z three 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ׸ിൽ, അത് ഒരു സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ െതളിയിു׺, നമു്ׯ d  oa 
സമാനമായ അനുമാനം ഉت മെئാരു ْപٍ٠ം , അതായത് നമു്ׯ മൂ്ؗ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ ഒ്ؗ ര؇് z z z
മൂ്ؗ നൽകിയിരിുؗുׯ, അതായത് അതിന്െറ േമാഡുലസ് ഒؗിന്െറ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ് , അവയുെട
ആെകു؋ക പൂജّ؋ിന് തുലّമب, എؗാൽ അവയുെട ചതുര തുക പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്  ഒരു z 
സ്കٔയർ ؛സ് ര؇് സ്കٔയർ ؛സ് ചതുരം 0 ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ 2- േനׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാz z 3 
ആയ ഏെതാരു പൂർ؉സംഖّയ്ുׯം പവർ ؛സ് മുതൽ പവർ ؛സ് പവർ വെരയുت z 1 n z n z 3 n 
ഇനിؚറയുؗ പദْപേയാഗം പരിഗണിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിേׯ؇തു؇്. അതിന്െറ വّാلിٝ 
കണׯാുׯക , അത് എبായ്േؚാഴും ഒؗുകിൽ 0 മൂ്ؗ ശരിയാകും, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ r 1 r 2 r 
ഫലം െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ആദّം നأൾ നിരീײിؗുׯത് ഒരു ചതുരം ര؇് z z 
ചതുരْശ മൂ്ؗ ചതുരം എؗ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ വّതّസ് തമാെണ്ؗ കരുതുക. എؓാണ് z 
സംഭവിؗുׯത് എؗതിനർ،ം ചതുരം ചതുര؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ പറയുകയാെണ׸ിൽ , z 1 z 2 
അനുമാന؋ിൽ നി്ؗ മൂ്ؗ ചതുരം ൈമനസ് ഒരു ചതുര؋ിന്െറ ര؇് മട്׹ എ്ؗ നമു്ׯ z s z 
കാണാം, അത് ന്െറ േമാഡുലസ് ഉടൻ പറയുؗു  സ്കٔയർ അടിرാനപരമായി 2 ആണ് , z 3 s wh ose 
ഇത് ْതീയുെട േമാഡുലസ് ഒ്ؗ ശരിയാെണؗ ഞ׹ളുെട അനുമാന؋ിന് വിരുؑമാണ്, അതിനാൽ z 
നൽകിയിരിؗുׯ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ ഒ്ؗ ര؇് മൂ്ؗ അവ വّതُّമٝാെണؗും അവ യൂണി്ئ z z z 
സർׯിളിൽ കിടുؗുׯെവؗും ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ, അതായത് അവ 
അ׹െനയب. ഒരു വരിയിൽ കിടുׯക, അതിനർ،ം നമു്ׯ ആയി ലംബ׹ളുت ഒരു z1 z2 z3 
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ْതിേകാണം رാപിׯാം എؗാണ് , മുآെ؋ ഫലം അത് ചതുരം ചതുരം ചതുരം ഉت ഒരു z1 z2 z3 
സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ ഉടൻ തെؗ പറയും , ഞ׹ൾ കാണി׺ മുൻ ഫലം ഞാൻ ഓർׯെ؂ 
കാؓിമാന׹ൾ തുലّമാെണ׸ിൽ അവയുെട തുക പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ , ഒ്ؗ പൂജّം ര؇് z z 
മൂ്ؗ എؗ ശീർഷക׹ളുت ْതിേകാണം ഒരു സമഭുജ ْതിേകാണമായി മാറുؗുെവ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിു׺, 
ഇേؚാൾ ഇതിൽ നി്ؗ ْതിേകാണം ഒരു ചതുരം ആയി നിരീײിؗുׯത് ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ. t z z 
ര؇് ചതുരം മൂ്ؗ ചതുരം ഒരു സമഭുജ ْതിേകാണമാണ് , ഒ്ؗ കൂടി ഒരു കുറി്ؚ പറയുؗത് ْശؑിുׯക, z 

ഒരു ചതുരവും ര؇് ചതുര േമാഡ് ചതുരവും അതിന്െറ േമാഡുലസ് ഒؗാണ് അവ ഒരു mod z mod z z3 
യൂണി്ئ വൃ؋؋ിൽ കിടുؗുׯ എؗർ،ം , അനുബؖ ലംബ׹ൾ നമു്ׯ ഒരു സമഭുജ 
ْതിേകാണ؋ിന് കാരണമാകുؗു, അതായത് സ׸ീർ؉ സംഖّകെള ഒേമഗയിലൂെട ബؖിؚിׯാം , 
അതായത് കّൂബ് റൂ؂് െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ 120 ഡിْഗി കറׯി നമു്ׯ ഒരു ശീർഷകം ലഭിുׯം. z 1 
ചതുരേ؋ാടുകൂടിയ ഐകّ؋ിന്െറ , മെئാരു ശീർഷകം മൂ്ؗ ചതുരം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ z 
ലഭിുׯം, ഒേമഗ ചതുരം ഒരു ചതുരം ആയ ഈ അളവിൽ ഒേമഗ എ്ؗ പറയുക, അതിനാൽ ഒേമഗെയ z 
ഒേമഗ പവർ േഫാർ എ്ؗ എഴുതാം, അതായത് ഒേമഗെയ ഒേമഗ പവർ േഫാർ എ്ؗ എഴുതാം .  അേത 
പദْപേയാഗം ഒേമഗ പവർ നാലായി എഴുതാം, വൺ സ്കٔയർ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഇവിെട നأൾ z 
സൂײിുؗുׯ, അേؚാൾ നമു്ׯ കാണുؗത് ഈ മൂലക؋ിന്െറ വർ״മൂല؋ാൽ ര؇് z 
നൽകിയിരിുؗുׯ, അത് നമു്؛ ׯസ് അെ׸بിൽ ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ വ؉ും ْതീ ؛സ് z z r 
ആണ്.  ൈമനസ് ഒേമഗ തവണ ഒ്ؗ ഇേؚാൾ നأൾ കണׯാׯാൻ ആْഗഹിؗുׯത് ഓർുׯക , z z 
വൺ പവർ ؛സ് ര؇് പവർ ؛സ് ْതീ പവർ എؗതിന്െറ മൂലّം കണׯാׯാൻ ഞ׹ൾ n z n z n 
ആْഗഹിുؗുׯ, ഇേؚാൾ എؗ പദْപേയാഗം കണׯാുׯക എؗത് t hat z 1 power nz to power n 
 ാൻ കഴിയുെമ്ؗ z 3 power n z 1 power nׯടു؋സ് എؗതിന് തുലّമാണ് , സാധാരണയായി പുറെ؛
ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇവിെട ലഭിുׯം 1 ؛സ് ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ പവർ psa n 
വീ؇ും ؛സ് ൈമനസ് ഒേമഗ പവർ ഇേؚാൾ നأൾ അതിന്െറ മാ׵ിറ്റّൂഡ് കണׯാേׯ؇തു؇്, r n 
കാരണം വ؉ിന്െറ േമാഡുലസ് ഒؗാണ്, അതിനാൽ വൺ പവർ ന്െറ േമാഡുലസ് ഒؗാണ്, z z n 
അതിനാൽ ഇനിؚറയുؗ സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട 1 ؛സ് ൈമനസ് ഒേമഗ പവർ 2 പവർ ؛സ് r n r 
ൈമനസ് കണׯാുׯക. ഒേമഗ പവർ ഇത് മൂؗിൽ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ നമു്ׯ െപെ؂്ؗ n , 
പറയാൻ കഴിയും , എؗാൽ മൂലّം കൃതّമായി ഒؗുകിൽ 0 1 2 3 ശരിയാെണ്ؗ കാണിുׯക എؗതാണ്, 
അതായത് പൂർ؉സംഖّകളبാെത മെئാരു യഥാർ، സംഖّയും എടുׯിب എؗാണ്. ഇത് പൂജّ؋ിനും 
മൂؗിനും ഇടയിലുتതിനാൽ ഇത് എളുؚ؋ിൽ മനشിലാׯാൻ കഴിയും, കാരണം ഏത് മൂലّ؋ിനും 
ഈ പദْപേയാഗം തുലّമായിരിുׯം, അതായത് ഒേമഗ പവർ 2 ഒേമഗ പവർ ന് തുലّമായിരിുׯം, n n 
അതിനാൽ ഇത് എേؚാൾ തുലّമാകുെമ്ؗ പറയുക എؗതാണ് ഞ׹ളുെട േചാദّം. മാْതം wh 
തുലّമായിരിുׯം ഒേമഗ പവർ ഒؗാണ്, അതിനാൽ അതിനർ،ം ഞാൻ 2 3 എؗ പൂർ؉ en n 
മൂലّ׹ളായി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് 3 ഗുണിതമാകുേآാൾ, ഒേമഗ പവർ ര؇് ഒേമഗ പവർ n n, n
എؗി׹െനയുت അേത മൂലّം നി׹ൾ്ׯ ഇവിെട ലഭിുׯം.  ഒേര മൂലّം ഒؗാണ്, അبാ؋പײം, 
ഇവിെടയുت മെئാരു മൂലകമാണ് നി׹ൾ്ׯ എبായ്േؚാഴും ഇവിെട ലഭിؗുׯത് , 
അ׹െനെയ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ ഒേമഗ സ്കٔയർ ലഭിേׯ׺ാം, 
അ׹െനെയ׸ിൽ ഒേമഗ ഒ്ؗ ഇവിെട ലഭിുׯം, അതിനാൽ പലതിൽ നി്ؗ വّതُّമٝാെണ׸ിൽ r n 
തുലّ ഘടകെമാؗും ഉ؇ാകിب.  മൂ്ؗ അതിനാൽ ഈ നിരീײണ؋ിലൂെട നമു്ׯ ഇവിെട സാّؑത 
മാْതേമ ലഭിൂتുؗുׯ, അതിനാൽ സാധّതകൾ ഒേമഗ ഒേമഗ സ്കٔയർ ആണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ സം അെ׸بിൽ ഒേമഗ േവണം, അതിനാൽ ഞാൻ വീ؇ും 
ഓർׯാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ ഈ പദْപേയാഗ؋ിൽ ചിലതിൽ മാْതമാണ് ഞാൻ ْശؑ 
േകْؕീകരിؗുׯത്, അതിനാൽ ഇവിെട ൈമനസ് ഒേമഗ ഒേമഗ ചതുരവും മ്ئ സാധّതയും ൈമനസ് 
ഒേമഗ ൈമനസ് ഒേമഗ ചതുരവും അതിനാൽ ഈ സാധّതയ്്ׯ കീഴിൽ അവയുെട തുക എبായ്േؚാഴും 
ഒരു പൂർ؉സംഖّയായിരിുׯെമ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഞാൻ എبായിടു؋ം ഒ്ؗ 
എടു؋ാൽ അവയുെട തുക 0 1 2 മാْതമായിരിുׯെമ്ؗ എളുؚ؋ിൽ പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും. 3. 
അതിനാൽ ഈ പരിേശാധന നടؗു؋തിനുت ഒരു വّായാമമായി ഞാൻ ഇത് ഉേപײിുؗുׯ , 
ഇനിؚറയുؗ പദْപേയാഗ؋ിന്െറ മൂലّം ഇവിെട വീ؇ും കണׯാׯാൻ നമു്ׯ മെئാരു ْപٍ٠ം െചإാം, 
ഒേമഗയാണ് ഐകّ؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂്, അതിനാൽ ؛സ് എ٧്ْعപഷനുت മൂലّം ഞ׹ൾ കണׯാׯണം,
അതിനാൽ േْപാؚർ؂ികൾ തിരിു׺വിളിׯാൻ ْശമിുׯക. ഒേമഗ വ؉ിന്െറ വൺ ؛സ് ഒേമഗ ഒേമഗ 
സ്കٔയർ ഇതാണ് പൂജّം , ഒേമഗ പവർ ഇത് മൂؗിന്െറ ഗുണിതമാെണ׸ിൽ പവർ മൂേؗാ മൂേؗാ n 
മൾ؂ിؚിൾ മൂേؗാ ആണ്, അേؚാൾ നി׹ൾ്ׯ െപാതുവായി ഒ്ؗ ലഭിുׯം, നമു്ׯ അതിെന ഒേമഗ പവർ 

എ്ؗ എഴുതാം ആെണ׸ിൽ മൂؗിന്െറ ഗുണിതമാണ്, അതായത് , ബാׯിയുت പൂജّെ؋ മൂؗായി n n 
ഹരി׺ാൽ, എ׸ിൽ , മൂലّം ഒരു ഒേമഗയാണ്  ശരി, ഇേؚാൾ ഇവിെട ചില പാേئൺ കാണാൻ ْശമിുׯക, n 
അതായത് ഒരു ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ എؗ പദْപേയാഗം ഞാൻ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് 
ൈമനസ് ഒേമഗയ്്ׯ തുലّമാണ് , കൂടാെത 1 ؛സ് ഒേമഗ സ്കٔയർ വീ؇ും ൈമനസ് ഒേമഗ ഉപേയാഗി്׺ 
മാئി, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് 2 ഓം ലഭിുׯം  ഞാൻ അടു؋ പദْപേയാഗം ega 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, 1 ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ ؛സ് ഒേമഗ പവർ 4 അത് ഒേമഗയبാെത 
മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ ؛സ് ഒേമഗയാണ് മൂലّം വീ؇ും വൺ ؛സ് 
ഒേമഗെയ ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ െകാ؇് മാئിرാപിുׯക, 
അ׹െന നമു്ׯ ൈമനസ് ര؇് ഒേമഗ സ്കٔയർ ലഭിുׯം അടു؋ പദْപേയാഗം മൂ്ؗ ؛സ് 
സിക് സിേല്ׯ േപായാൽ, അത് ഉടനടി ഒؗാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ െപാതുവായ 
നിരീײണം ഒ്ؗ ൈമനസ് ഒേമഗ പവർ ؛സ് ഒേമഗ പവർ ര؇് ആണ്, മൂؗിന്െറ n n n 
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ഗുണിതമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ൈമനസ് ലഭിുׯകയാെണ׸ിൽ ഒ്ؗ എؗ പദْപേയാഗം ലഭിുׯം. 2 ഒേമഗ 
എ׸ിൽ 1 േമാഡ് 3 നും ൈമനസ് ര؇് ഒേമഗ സ്കٔയറിനും തുലّമാെണ׸ിൽ, െന മൂؗായി n 
ഹരിുׯേآാൾ േശഷിؗുׯ പദം ര؇ാണ്, അതിനാൽ ഈ നിരീײണ؋ിലൂെട ഇേؚാൾ ഉൽؚؗം 
ലളിതമാകും, അതിനാൽ ഇേؚാൾ നമു്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് ഈ നിരീײണ؋ിലൂെട നി׹ൾ്ׯ 
കഴിയും  മൂ്ؗ പദ׹ൾ തുടർ׺യായി സംേയാജിؚിുׯക, അതായത് ആദّെ؋ മൂ്ؗ േടം ഉൽؚؗം 
പരിഗണിുׯക, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ ആദّെ؋ മൂ്ؗ േടം ഉൽؚؗം േവഗതേയറിയ േടം 
ൈമനസ് ര؇് ഒേമഗയും അടു؋ േടം ര؇് ഒേമഗ ചതുരവും ഉം ആണ്  അടു؋ േടം ഒؗാണ്, th e 
അതിനാൽ മൂലّം ര؇് ചതുരമാണ് , ബാׯിയുتത് ഒേമഗ കّൂബ് ആണ് , അത് മൂؗിന്െറ മേئ െസ്ئ 
എടു؋ാൽ ഒ്ؗ, ഈ നിരീײണ؋ിലൂെട നി׹ൾ്ׯ ര؇് ചതുരം ലഭിുׯം , ഉൽؚؗ؋ിന്െറ മൂലّം 
ഇനിؚറയുؗ പദْപേയാഗ؋ിലൂെട നൽകുؗു എؗത് മൂؗിന്െറ ഗുണിതമാെണ്ؗ കരുതുക, തുടർ്ؗ n 
നമു്ׯ മൂ്ؗ മൂ്ؗ പദ׹ൾ പരُ١രം സംേയാജിؚിׯാം, തുടർ്ؗ നമു്2 ׯ ചതുരം ലഭിׯാൻ േപാകുؗ 
ഉൽؚؗവും നി׹ൾ ആയി എْത തവണ ഗുണിׯണം എؗതും മൂؗിന്െറ ഗുണിതമാകുേآാൾ ഇത്n n 
സംഭവിുؗുׯ. എؗത് ْതീ ؛സ് വ؉ിന്െറ ഗുണിതം എ്ؗ പറയുേآാൾ, മൂ്ؗ മൂ്ؗ പദ׹ൾ n 
കൂ؂ിേ׺ർുׯേآാൾ, നأൾ ഒരു പദം ഒഴിവാുׯം, അത് ഒരു ൈമനസ് ഒേമഗ ؛സ് ഒേമഗ സ്കٔയർ എؗ 
പദ؋ിൽ നി്ؗ വരുؗതാണ്, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯ പദْപേയാഗം ര؇് സ്കٔയർ പവർ ആണ് 
നി׹ൾ 3 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ അതിന്െറ ഘടകെമടുുׯക , തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ മൂ്ؗ പദ׹ളിൽ 
സംേയാജിؚിׯാ؋ ഒരു ഘടകം കൂടിയു؇്, അത് ൈമനസ് ര؇് ഒേമഗയാണ് , എؗത് 3 ؛സ് 2 എ്ؗ n k 
പറ؁ാൽ , സമാനമായ വാദ؋ിൽ നമു്2 ׯ ചതുരْശ ടി ലഭിുׯം  ന്െറ ഘടകമാണ് ൈമനസ് ര؇് n 
ഒേമഗയും ൈമനസ് 2 ഒേമഗ ചതുരവും െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, ഇേؚാൾ ഈ പദْപേയാഗം 
ലളിതമാؗുׯതിലൂെട നമു്ׯ ഉൽؚؗ ഘടക؋ിന്െറ മൂലّം ലഭിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നമു്ׯ േനർേരഖ 
േപാെലയുت ജّാമിതീയ വُٝു വിെന പഠിׯാൻ ْശമിׯാം , തുടർ്ؗ നമു്ׯ േപാകാം  ഒരു വൃ؋ം 
അതിനാൽ ആദّം നമു്ׯ സ׸ീർ؉മായ തല؋ിെല ഒരു േനർേരഖയുെട സമവാകّം എؓാെണ്ؗ ചർ׺ 
െചإാം, അതിനാൽ സ׸ീർ؉ തല؋ിെല േനർേരഖയുെട സമവാകّം ആൽഫ ബാർ ബാറും ആൽഫ z 
ഇസഡ് ؛സ് ബീئയും ആൽഫയിൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ് എ്ؗ കാണിുׯം. പൂജّമبാ؋ േകാം٧്ع؛ 
സംഖّയാണ് , ബീئ ഒരു യഥാർ، സംഖّയായിരിׯണം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് കെ؇؋ാം, 
അതിനാൽ കാർ؂ീഷّൻ േകാർഡിേന്ئ സി؋زിെല ഒരു േനർേരഖയുെട െപാതുവായ സമവാകّം 
േകാടാലിയും ؛സ് സിയും േചർ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അവിെട യഥാർ، സംഖّകളാണ് ഒരു abc 
േരഖെയ ْപതിനിധീകരിׯാൻ ഈ അവر േചർׯാൻ അെ׸بിൽ പൂജّമبാതായിരിׯണം ഒരു a b 
ചതുരവും ചതുരവും പൂജّമبാതാകണം ഏെത׸ിലും േജാഡി ഈ സമവാകّെ؋ b xy 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, ഇേؚാൾ ഈ കാർ؂ീഷّൻ തല؋ിൽ കെ؇ു؋േآാൾ നമു്ׯ ഒരു സ് ൈْട xy 
ലഭിുׯം  ൈലൻ ഇേؚാൾ ഈ േജാഡി യ് ׯായി നമു്ׯ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّെയ ബؖെؚടു؋ാം ,gt xy 
അതായത് എ്ؗ പറയെ؛ ؂സ് ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ന് ؛സ് ബാർ 2 ഉം ന് ൈമനസ് x z x iy x z z y z 

ബാർ 2 ഉം നൽകുؗു  കാർ؂ീഷّൻ തല؋ിെല ഒരു േജാടി മൂലകെ؋ സ׸ീർ؉ സംഖّയുമായി z 
ബؖിؚിുׯക മാْതമാണ് ഞ׹ൾ െചᅃٝെത്ؗ ഞാൻ ഇേؚാൾ ഓർുؗുׯ , അതിനാൽ കാർ؂ീഷّൻ 
തല؋ിെല ഒരു േജാടി മൂലകം നൽകിയാൽ ഞ׹ൾ ؛സ് എؗ സ׸ീർ؉ സംഖّെയ xy x iy 
ബؖെؚടുുؗു؋. ഇേؚാൾ ബാറിന്െറ അടിرാന؋ിൽ ഈ എؓാെണؗും എؓാെണؗും z, z x y 
കാണാൻ കഴിയുؗു  ؛സ് തവണ ؛സ് ബാർ ൈമനസ് ബാർ 2 ؛സ് പൂജّ؋ിന് തുലّം b z z z z i c 
എ്ؗ പറയൂ , ബാറിന്െറ ഗുണകം സംേയാജിؚി׺ാൽ അത് ഒരു ؛സ് ആെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാം    z ib 
ഞ׹ൾ ആൽഫെയ ഈ സംഖّയായി കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ, നമു്ׯ അത് കൂടുതൽ ലളിതമാׯാം  
ആൽഫെയ ൈമനസ് ര؇ായി മാئിرാപിുׯക, അേؚാൾ നമു്ׯ ബാർ ആൽഫ ബാറും ആൽഫ ib z z
 കാരണം ഒരു ചതുരവും ബി ചതുരവും ,ുؗുׯിന് തുലّമായി ഗുണി؋സ് സിയും പൂജّ؛
പൂജّമبാ؋തിനാൽ , േമാഡ് ആൽഫ പൂജّമെ്ؗب സൂചിؚിുؗുׯ, ഇത് ആൽഫയാെണ്ؗ പറയുؗതിന് 
തുലّമാണ് . പൂജّമبാ؋ േകാം؛ക് സ് സംഖّയും സി എؗത് മെئാരു േനാഡും നിരീײണമാെണ്ؗ 
പറയുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ ആൽഫ പൂജّമبാ؋ േകാം٧്ع؛ സംഖّയും ഒരു യഥാർ، സംഖّയുമാണ്,c 
അതിനാൽ നമു്ׯ ഇനിؚറയുؗ സമവാകّം ലഭിുׯം, അത് സ׸ീർ؉മായ തല؋ിെല േനർേരഖെയ 
വിവരിുؗുׯ.  ഈ േരഖയുെട ചരിവ് എؓാെണ്ؗ േചാദിുׯക  , നൽകിയിരിؗുׯ വരിയുെട ചരിവ് 
നി׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, േകാടാലി ؛സ് ൈബ ؛സ് സി 0 ന് തുലّമാണ്, ഞ׹ൾ്ׯ ചരിവ് 
ലഭിുׯം, അത് ആയതിനാൽ ൈമനസ് എ ൈബ ബി ആയി നി׹ൾ എؗത് പൂജّമെ്ؗب നി׹ൾ m b 
അനുമാനിׯാം.  ആൽഫയുെട അടിرാന؋ിൽ ഈ സമവാകّ؋ിന്െറ ചരിവ് എؓാെണ്ؗ 
എളുؚ؋ിൽ മനشിലാׯാം, അതിനാൽ സമവാകّ؋ിന്െറ ചരിവ് ഒ്ؗ നമു്ׯ ആവശّമാണ് , ആൽഫ 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ ആൽഫ ؛സ് ആൽഫ ബാർ ഉപേയാഗി്׺ ലഭിുׯം , എؗത് ആൽഫ ബാർ a b 
ൈമനസ് ആൽഫയിൽ നി്ؗ ലഭിുׯം. ചരിവ് എؗത് ഐ ൈടംസ് ആൽഫ ؛സ് ആൽഫ ബാർ m 
െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ആൽഫ ൈമനസ് ആൽഫ ബാർ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഈ زാൻേഡർഡ് 
സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ര؇് േനർേരഖകൾ എേؚാൾ സമാؓരമാകുെമؗത് േപാെലയുت 
േനർേരഖകളുെട ഗുണവിേശഷതകൾ എളുؚ؋ിൽ കെ؇؋ാനാകും.  േനർേരഖയുെട അനുബؖ 
ഗുണക׹ൾ പഠിു׺െകാ؇് ഇത് െചإാൻ കഴിയുؗ ലംബ േരഖകൾ പഠിുׯക  ര؇് വരികളുت ഈ 
ചരിവുകൾ നി׹ൾ എടുؗുׯ േകാർഡിേന്ئ സിزം നമു്ׯ പറയാം ഒ്ؗ ൈലനിന്െറ ഒരു ചരിവാണ് m 

ര؇് , ഒ്ؗ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ , ര؇് വരികൾ സമാؓരമാെണ്ؗ നി׹ൾ പറയും, ഇേؚാൾ m m m2 
നമു്ׯ സമാനമായി ലഭിുؗുׯ ആൽഫ 1 ബാർ ൈബ ആൽഫ 1 ആണ് , സ׸ീർ؉മായ തലം 
േപാെലയുت ഒരു തരം ചരിവായി നി׹ൾ അതിെന കണׯാുؗുׯ, അവ തുലّമാെണ׸ിൽ, അത് 
സമാؓരമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ ലഭിുׯം , അതുേപാെല തെؗ ഞ׹ൾ്ׯ മെئാരു എ٧്ْعപസ് ഉ؇് 
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ലംബമായി വിവരിؗുׯതിന് അേയാൺ ര؇് വരികൾ ലംബമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു,  ആൽഫ ഒരു 
ബാർ ആൽഫ ഒ്ؗ െകാ؇് സൂചിؚിؗുׯ ഈ ചരിവ് ഘടകം ആ അനുപാതവും മേئ ചരിവ് ഘടകവും 
അവയുെട ആെകു؋ക പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ മാْതേമ ഈ ര؇് വരികളും ലംബമാെണ്ؗ 
ഞ׹ൾ പറയുؗത്. ലംബമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ സ׸ീർ؉മായ തല؋ിെല ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ 
സമവാകّം പഠിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ പഠി׺ത് ഏئവും ലളിതമാണ്, ഏത് യൂണി്ئ 
സർׯിളാണ് സ׸ീർ؉മായ തല؋ിൽ േമാഡുകൾ ഉപേയാഗി്׺ വിവരി׺ിരിؗുׯത്, അതിനാൽ ആരം 
നിحയി׺ിരിുؗുׯ, അത് പിؗീട് ഒ്ؗ നമു്ׯ ലഭിؗുׯ േപായിന്റുകൾ േകْؕം 0 ആയും ആരം 1 
ആയും നി׹ൾ കെ؇ുؗു؋, ഒരു പാരാെമْടിക് സമവാകّമായി എഴുതാൻ ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ, 
നമു്ׯ എؗത് തീئയ്്ׯ തുലّമാണ്, അതായത് ؛സ് z cis cos theta i sin theta with theta 0 
മുതൽ 2 വെരയും ന്െറ േമാഡുലസും വّതّാസെؚടുؗു.  ഞാൻ സമാനമായി േകْؕം ഉ؍വമായും pi z r
ആയും കണׯാׯിയാൽ ഒؗാണിത്   േറഡിയസ് ഉت ഒരു വൃ؋മായതിനാൽ നأൾ ഇതിെന r 
വിളിുؗുׯ,  ഇേؚാൾ ഈ സ׸ീർ؉മായ തല؋ിൽ ഒരു െപാതു വൃ؋ സമവാകّം എ׹െന 
വിവരിׯണെമ്ؗ ഒരാൾ്ׯ േചാദിׯാം , അതിനാൽ ഞ׹ൾ അതിെന 
അ׹െന വിളിുׯകയാെണ׸ിൽ ര؇് സؕർഭ׹ളിൽ നأൾ കാണുؗത് അതാണ് ْപേതّകമായി 
ഉ؍വرാന്؋ േകْؕീകൃതമായതിനാൽ ഇവിെട പറയൂ, േകْؕം നിحയി׺ിരിുؗുׯ , ഞ׹ൾ 
വിവരി׺െതؓും സർׯിളുകൾ േറഡിയസ് മാْതമായിരിുׯം, ഞാൻ െപാതുവായി വിവരിׯാൻ 
ْശമിുׯകയാെണ׸ിൽ, അതിനർ،ം എനി്ׯ മെئവിെടെയ׸ിലും േകْؕം മാേئ؇തു؇്, അതിനാൽ 
എؓായിരിുׯെമ്ؗ വിവരിׯാനുت എന്െറ താൽؚരّം  സർׯിൾ സമവാകّം ഞാൻ വിമാന؋ിെല 
ഏെത׸ിലും േപായിന്റ ്പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ നമു്ׯ നൗ؂് േകْؕമായി പറയാം, നമു്ׯ z 
ആരെ؋ എ്ؗ വിളിׯാം, ഇതിനുت സമവാകّം എؓാണ്, ഇ؋രെമാരു ْപٍ٠ം ഞ׹ൾ ക؇ി؂ു؇്, r 
ഈ ْപേതّക ഒ്ؗ മാേئ؇തു؇്. ഒറിജിനിേല്ׯ, ഞാൻ നൗ؂് വഴി മാറിയാൽ, മുഴുവൻ േപായിന്റുകളുംz 
നീ׹ാൻ േപാകുؗു, േകْؕം എؗ േറഡിേയാടുകൂടിയാണ് ഉ؍വിؗുׯത്, അതായത് എؓാണ് r 
സംഭവിؗുׯെത്ؗ അർ،മാؗുׯത് ഒരു സർׯിളിന്െറ െപാതു സമവാകّം മാْതമാണ്. ed , 
തؗിരിؗുׯ സർׯിളിെന ഒؗുമെ്ؗب പറയുക, ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ ഇത് ഒറിജിനിേല്ׯ മാئി , ഞ׹ൾz 
ഇവിെട വിവരി׺ത് േകْؕം േകْؕമായി ഉت ഏെത׸ിലും വൃ؋മാെണ׸ിൽ അത് ഈ 
പാരാമീئൈറേസഷനിൽ നൽകിയിരിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഞാൻ എന്െറ സർׯിളിേല്ׯ മാئി  ഉ؍വം z 

ഇേؚാൾ ഈ വൃ؋ം പരാമീئർ െചയ് തിരിുؗുׯ , ഇത് ൈമനസ് ന്െറ Naught r cis theta z z Nough 
േമാഡുലസ് ഇവിെട തീئയാണ് പൂജّം മുതൽ ര؇് വെര എ്ؗ പറയുؗതിന് സമാനമാണ്, ഇേؚാൾ r pi 
നമു്ׯ ഈ സമവാകّം വീ؇ും വൃ؋؋ിന്െറ െപാതുവായ സമവാകّ؋ിേല്ׯ േനാׯാം എؗതിന് r 
തുലّമായ ൈമനസ് ന്െറ േമാഡുലസ് എഴുതുؗു, ഇേؚാൾ ഞാൻ ഇത് സ്കٔയർ െചയ് തിരിുؗുׯ, z z 
ഇത് മെئാؗുമب , ലളിതമായ െനാേ؂ഷൻ ഉപേയാഗി്׺ നമു്؛ ׯസ് എ്ؗ z nough x naught iy Naught 
പറയാം, കൂടാെത ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ എؗ ഏകപײീയ േപായിന്റ ് ആയി z x 
കണׯാׯാം.  ؛സ് പിെؗ ൈമനസ് നൗ؂് ചതുര؋ിന്െറ േമാഡുലസ് നൽകിയിരിؗുׯത് iy z z x 
ൈമനസ് അبാ؋ത് മുഴുവൻ ചതുരവും ؛സ് ൈമനസ് അب പൂർ؉ ചതുരവും ചതുര؋ിന് x y y d r 
തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ സ׸ീർ؉ സംഖّയിൽ നി്ؗ അത് വّװമാണ് 
കാർ؂ീഷّൻ തലം എؗ വിമാനവുമായി ബؖെؚടുു؋േآാൾ, ഒരു വൃ؋؋ിന്െറ 
െപാതുസമവാകّെ؋ വിവരിؗുׯ ഏത് സമവാകّവും നമു്ׯ കാണാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഈ 
സമവാകّം കൂടുതൽ പരിേശാധിׯാം, അതിനാൽ നْײതെ؋ ൈമനസ് നാ؂് ബാർ ഉപേയാഗി്׺ z z 
വീ؇ും ൈമനസ് നാ؂് ഉൽؚؗമായി എഴുതാം, z z 
അ׹െന അത് ഓേരാؗും സ്കٔയർ ആയ ഒരു സംേയാജനവും എؗ പദْപേയാഗമായി നമു്ׯ r z 
ലഭിؗുׯത് ബാറിേല്ׯ വരുؗതും മ്ئ പദ׹ൾ േല്ׯ നാ؂് ബാറും ൈമനസ് ബാർ z z z z z z Naught
 സ് േമാഡ് സ്കٔയർ ൈമനസ് ചതുരവും 0 ന് തുലّമാണ്. അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഇത് വളെര z nough r؛
െചറുതായി േതാؗുؗു  ബാർ ൈമനസ് നൗ؂് ബാർ ൈമനസ് ബാർ നൗ؛ ؂്സ് തുക സി zz zz z z 
പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും എؗ അർ،؋ിൽ കാٌٗׯാർ െപാതുവായി 
പറയുؗു, അതിനാൽ ഇനിؚറയുؗ വّവرയിൽ നൽകിയിരിؗുׯ ഒരു വൃ؋െ؋ സൂചിؚിുؗുׯ 
അതിനാൽ സമവാകّം അതിെന വിളിׯാം  ഒരാൾ സർׯിളിെന വിവരിؗുׯതുേപാെല, നأൾ 
സിസിയിൽ മാْതം ْശؑ േകْؕീകരിേׯ؇ അവر മെئാؗുമب, എؗാൽ എؗത് േമാഡ് നാ؂് c z 
സ്കٔയർ ൈമനസ് ആർ സ്കٔയർ ആണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഈ പദം മാْതേമ ലഭിൂׯ  ചതുരം er 
0-േനׯാൾ വലുതായിരിׯണം, അത് അب എؗ ദൂരമുت െപാതു വൃ؋ം ലഭിؗുׯതിന് z r 
ആവശّമായ ഒേരെയാരു വّവرയാണ്, അതിനാൽ ഇവിെട എؗത് ഈ പദْപേയാഗ؋ാൽ c 
സൂചിؚിുؗുׯ, കൂടാെത ഈ ചതുര؋ിൽ നിؗുت ചതുരം നൽകുؗതായി ഞ׹ൾ r r mod z 
കാണുؗു.  സ്കٔയർ ൈമനസ് പൂജّേׯ؋ാൾ വലുതായിരിׯണം അത് ആണ് Nough c c mod z 

എؗതിേനׯാൾ ഒരു യഥാർ، സംഖّ കുറവാണ്, അതിനാൽ ഞാൻ ഒ്ؗ Naught square ok 
സംْഗഹി׺ാൽ വൃ؋؋ിന്െറ സമവാകّം സൂചിؚിുؗുׯ, നൽകിയിരിؗുׯത്  ഈ അവرെയ c 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഈ അവرെയ തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ׸ിൽ ഈ സമവാകّം c z 
നൗ؂ിൽ േകْؕീകരി׺ിരിؗുׯ വൃ؋െ؋ വിവരിുؗുׯ എ്ؗ നമു്ׯ പറയാം, എؗാൽ ആയ ആരം r 
ലഭിׯാൻ നأൾ കൃْതിമം നടേ؋؇തു؇്, നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ْപٍ٠ം ചർ׺ െചإാം , എبാ സ׸ീർ؉
സംഖّകളുെടയും കൂ؂ം ചില നിحിത ആൽഫയ്ുׯം ബീئയ്ുׯം ഈ സമവാകّെ؋ 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋.  അേؚാൾ അത് വൃ؋െ؋ ْപതിനിധീകരിുؗുׯ , ആൽഫയിൽ നിؗും k 
ബീئയിൽ നിؗുമുت ദൂരം ര؇് െകയിൽ കുറവായിരിׯണം, അതിനാൽ ഈ ഫലം െതളിയിׯാൻ 
ْശമിׯാം, ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ ഇതിെന തൃلിٝെؚടുുؗു؋. സമവാകّം പിؗീട് ൈമനസ് mod z 
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ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് ൈമനസ് ബീئ മുഴുവൻ ചതുരം ഇത് ന് തുലّമാണ്, തുടർ്ؗ ൈമനസ് z k z 
ആൽഫെയ ബാർ ആൽഫ ബാർ ഉപേയാഗി്׺ ഗുണി׺ാൽ ൈമനസ് ബീئ ഉൽؚؗം ൈമനസ് ബീئ z z z 
ഉപേയാഗി്׺ ൈമനസ് ബീئ ഉൽؚؗം ഇേؚാൾ ന് തുലّമായ മുഴുവൻ ബാറും മുآെ؋ ഫലം z k 
ഓർുׯക,  ഈ ْപേതّക രൂപ؋ിൽ നമു്ׯ ലഭിേׯ؇ ഒരു സർׯിളിെന ْപതിനിധീകരിേׯ؇തു؇്, 
അതിനാൽ ഈ ْപേതّക രൂപ؋ിൽ  ലളിതമാׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ േല്ׯ ബാറിൽ z- z 
ഒരു ഘടകം ഇവിെട നി്ؗ മെئാരു ഘടകം ഈ പദْപേയാഗം ബാറിേലുׯം ൈമനസ് ആൽഫ z z 
ബാറിേലുׯം ൈമനസ് ബാർ ആൽഫയിേലുׯം ന്െറ ര؇് മട്׹ ലഭിുؗുׯ , തുടർ്ؗ ؛സ് േമാഡ് z z 
ആൽഫ സ്കٔയർ , മ്ئ പദ׹ൾ ബീئ ബാർ ബാർ ബീ؛ ئസ് േമാഡ് ബീئ സ്കٔയർ എؗിവയാണ് ഇത് z z 

ന് തുലّമാണ് , ഇേؚാൾ നമുുׯ؇്  ബാർ , ആൽഫ ബാറും ബീئ ബാർ ൈമനസ് ബാർ ആൽഫ k zz z 
 ാ zبഎ ׯക, കൂടാെത നമു്ുׯാൻ ْശമിׯയും ആയ ന്െറ ഗുണകം സംേയാജിؚിئസ് ബീ؛
 ാം, ഇത്ׯസ്കٔയർ ൈമനസ് െകയും േശഖരി ئസ് േമാഡ് ബീ؛ ളും േമാഡ് ആൽഫ സ്കٔയർ׹׸ിരാر
പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇത് േപാെലയുت നുأെട رിരാ׸മാണ് ദൃശّമാകുؗ  മുآേ؋തിൽ c d 
ഇേؚാൾ െസന്റർ േപായിന്റ് ആൽഫ ؛സ് ബീ2 ئ െകാ؇് മെئാؗുമب, അതിനാൽ ൈബ ബാർ z z 
ൈമനസ് ആൽഫ ബാർ ബീئ ബാർ 2 ൈമനസ് ബാർ ആൽഫ ؛സ് ബീ2 ئ ൈബ 2 എ്ؗ ഞ׹ൾ z z 
കാണുؗു , നമു്ׯ ഇേؚാൾ അതിെന رിരമായ എ്ؗ വിളിׯാം. ഇത് ഒരു വൃ؋െ؋ c 
ْപതിനിധീകരിുׯം , 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ മാْതേമ ഇത് നْײത വൃ؋െ؋ ْപതിനിധീകരിുׯകയുൂت എ׸ിൽ മാْതേമ 
നുأെട رിരമായ ചതുര؋ിന്െറ േമാഡുലസിേനׯാൾ കുറവായിരിׯണം എ׸ിൽ c z Naught 
മാْതമാണ്  സ്കٔയർ ആയതിനാൽ എؗത് ആൽഫ ؛സ് ബീئയുെട േമാഡുലസിേനׯാൾ ര؇ായി c 
കുറവാണ്, മുഴുവൻ ചതുരവും േമാഡ് ആൽഫ സ്കٔയർ ؛സ് േമാഡ് ബീئ സ്കٔയർ ൈമനസ് െക ccs 
എؓാണ് എ്ؗ ഓർുׯക , എبാ എ٧്ْعപഷനും നأൾ ര؇ായി ഹരി׺ാൽ c 
അ׹െനയാണ് , തുടർ്ؗ ഇത് കുറവാണ്  ഒേؗാ രേ؇ാ േമാഡ് ആൽഫ സ്കٔയർ േമാഡ് ബീئ സ്കٔയർ 
 അേؚാൾ ,ുؗുׯഇേؚാൾ ഈ അസമതٔം ലളിതമാ ئസ് ആൽഫ ബാർ ബീ؛ ാ ബാർئസ് ആൽഫ ബീ؛
നأൾ പറയുؗതിേനׯാൾ ൈമനസ് െക കുറവ് ലഭിുׯം  വലതു ൈക  ൈമനസ് േമാഡ് ആൽഫ 
സ് കٔയർ ൈമനസ് േമാഡ് ബീئാ സ് കٔയറും ؛സ് ആൽഫ ബീئ ബാറും ആൽഫ ബാർ ബീئയും ഇേؚാൾ 
ര؇് വശു؋മുت ൈമനസ് ചി؋صാൽ ഗുണി׺ാൽ നമു്ׯ റിേവഴ് സ് അസമതٔം ലഭിുؗുׯ , ആൽഫ 
ൈമനസ് ബീئയുെട െമാഡّൂളായ സൂآർ؉ സ് കٔയർ ഒؗിൽ താെഴയാണ്. ഇത് ര؇് െകയിൽ ര؇് 
കുറവാെണؗത് െതئാണ്, അതിനാൽ ഈ സമവാകّവും ആൽഫ ബീئ െക رിരാ׹׸ളും z 
തൃلിٝെؚടുു؋േآാെഴبാം ആവശّമുت ഫലം ലഭിുׯെമ്ؗ ഇത് നിഗമനം െചുؗുإ, തുടർ്ؗ നമു്ׯ 
ഒരു വൃ؋ം ലഭിുׯം, ഈ ْപേതّക സമവാകّം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഒരു വൃ؋ം ലഭിുׯേآാൾ ആൽഫ 
ബീئ െക തൃلിٝെؚടു؋ണം  ആൽഫയും ബീئയും േകാം٧്ع؛ സംഖّയും എؗത് ഒരു േപാസിئീവ് k 
റിയൽ സംഖّയും ആയ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ്ؗ കരുതുക, ഈ അവر ഞാൻ z 
നി׹ൾ്ׯ കുറ്׺ ലളിതമായ വّായാമ׹ൾ നൽകെ؂, അത് ഒؗിൽ നി്ؗ വّതُّമٝായ ഒരു േപാസിئീവ് 
യഥാർ، സംഖّയാണ്.   സർׯിളിൽ കിടؗുׯ ആൽഫ, അത് എؗതിൽ x naught y 
േകْؕീകരി׺ിരിؗുׯ ഒരു വൃ؋മാെണ്ؗ ْശؑിുׯക ആൽഫ ബാർ ഒؗുت ആൽഫ ബാർ le , 
മെئാരു സർׯിളിൽ കിടുؗുׯെവ്ؗ കരുതുക, എؗാൽ മധّഭാഗം ഒؗുതെؗയാണ്, എؗാൽ ആരം 
നാല് ചതുരമാണ്, പിെؗ ചതുര؋ിന്െറ േമാഡുലസ് സ്കٔയർ ؛സ് ടു ൈബ ര؇് r z Naught r 
നൽകുؗു എؗ വّവرേയാെടാؚം നമു്ׯ നിർ؉യിׯാനാകും.  ആൽഫയുെട മൂലّം, അതിനാൽ 
ഞാൻ ഉ؋രം എഴുതാം, അതിനാൽ ദയവായി ഇത് പരിേശാധിׯാം, ഞ׹ൾ ആദّം ഒരു േകാം٧്ع؛ നآർ 
സിزം അവതരിؚിു׺, അവിെട ഞ׹ൾ ؛സ് ഓؚേറഷനും ഉൽؚؗ ْപവർ؋നവും അവതരിؚിുؗുׯ, 
അതിനുേശഷം ഞ׹ൾ ഒരു സമു׺യ؋ിന്െറ േമാഡുലസ് എؓാെണ്ؗ അവതരിؚിുؗുׯ ഒരു 
സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട സംഖّയും സംേയാജനവും തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ നിരവധി അസമതٔ׹ൾ പഠിു׺, 
അതിനുേശഷം ഞ׹ൾ ഏകതയുെട റൂ؂ും അതിന്െറ അടിرാന؋ിൽ നിരവധി ഗുണ׹ളും nth 
ْപٍ׹٠ളും പഠിു׺ , ْപേതّകിു׺ം ഐകّ؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂ും അതിെന അടിرാനമാׯിയുت 
നിരവധി ജّാമിതീയ ْപٍ׹٠ളും ഞ׹ൾ പഠിുؗുׯ. േനർേരഖാ വൃ׹؋ൾ േപാലുت നിരവധി 
ജّാമിതീയ വُٝു  ׺ൾ ചർ׹ാെമ്ؗ ഞׯെന ْപതിനിധീകരി׹ിൽ എ؋ീർ؉മായ തല׸െള സׯ
െചുؗുإ , ഇത് ഒരുതരം ദൃذാؓം നൽകുؗു സ׸ീർ؉മായ തല؋ിൽ ഏത് ജّാമിതീയ ْപٍ٠വും 
മനشിലാׯാനും സ׸ീർ؉മായ തല؋ിെല ْപٍ׹٠ൾ ഒരു ജّാമിതീയ ْപٍ؋٠ിേല്ׯ മാئാനും കഴിയും , 
ഇത് മെئാരു വീײണേകാണിൽ ഒരു ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ ഒരുതരം സٔാതّْؓം നൽകുؗു, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ ഞ׹ളുെട ْപഭാഷണ׹ൾ അവസാനിؚിുؗുׯ.  സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ നؕി Pru

tor
@
IIT
K




