
 ಹสೕ เർ౲ ൮ბಗำ ಕึದ ಉಪක౲ ಸದย౵  ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗಳ ಀคൡ ಉಪක౲ ಸಗัಡ ๬౷ ಗൟ๯൤౨ ೕๅ කโ ಏಕ൤ಯ ඡ n 
෩ಲದ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  ಚ೉ბ๭ං౪ ೕๅ ඛൽბಷౣ ฿ಜ ಏಕ൤ಯ ಘನ ෎ฆಗำ කโ ತರಗൟಯย౵  ಚ೉ბ๭ದ ಆචಯ 
ಫย൞ಂಶವඝ౬  චನඪ๭ಆ ౶ู ೕಣ, ಅಂದฉ ๓ಂಗಗูಂൽಡ ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನ฿ಜದ౪ ฉ  ಅಪ౳ ದ౾౹ ൏౽ರ ൽ౾ౙ ನย౵  t 
ಆඋคತ฿ಜฆವ ඦತರ ಅൿ ಈ ಃಳಜನ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๯ತ౨ ං ಅൿ ಪ౵ ๺ ಒ෫ಛ ෈ ೯൤ಡ ಒ෫ಛ ಚದರ abc c 
๒ನ౲ ಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං, ಅย౵  ಒ෫ಛ ಏಕ൤ಯ ಘನ෩ಲ฿ಜං ಮൡ౨  ಅൿ ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನ฿ಜದ౪ ฉ ಮൡ౨  ಈ 
ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๭ದฉ ෥ತ౳  ๻ಡ෻ ಇൿ ಇತರ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ൣඪ౨ ಪല๯ತ౨ ං, ಅൿ ಒಂൿ ವಗბ ಮൡ౨  ವಗბ b 
ಮൡ౨  ವಗბโ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං, කโ ಸರಳ฿ದ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ෥ഺೕಣ ๓ಂಗಗูಂൽಡ c ab bc ca t 
ൟ౳ ಆೕನ฿ಜರย, ಅದඝ౬  ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗಳย౵  ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ ಅโಗಳ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං z1 z2 z3 
ಮൡ౨  ಅโಗಳ ෮ತ౨ โ 0 ಆಜฆವ ಆ๭౨ ಯ ඦತರ කโ ಒಂൿ ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನ ಎಂൿ ൧ೕคಸ෎ಀ t 
ಆದ౪ คಂದ ನಮಡ ඛೕലฆโൿ ಸ෥ನ ಪค෥ಣಗูಂൽಡ ෩ฆ ๓ಂಗಗำ ಮൡ౨  ಅโಗಳ ෮ತ౨ โ ๒ನ౲ ฿ಜฆತ౨ ං, ಇൿ 
ಏಕ൤ಯ ಆ๭౨ ಯ ಘನ෩ಲದ เಧಃౙ  ಬ๾൥ಕ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಆದฉ ನಮಡ ൟัൽฆโൿ ಏಕ൤ಯ ಘನ෩ಲ฿ಜං, 
ಅโಗಳ ෥ഴ౲ ಲ๺ ൡಂ෇ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಆದฉ ಇย౵  ಅದඝ౬  ຂಳมಜಲ౵ , ಅದඝ౬  ෥ತ౳  ඛೕಡมಜං ಎಂൿ 
ຂಳมಞತ౨ ං. ෥ഴ౲ ಲ๺ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಅൿ ෷ඛഡ ไತ౨ ದ ෬ว ಇං෻ ಅಥ฿ ෷ඛഡ ไತ౨ ౾ౙ ಂತ ກ೉౞ ರย 
ಎಂൿ ನಮಡ ൟัൽಲ౵ , 
ಆದ౪ คಂದ ಅโಗಳ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಸ෥ನ฿ಜฆโದคಂದ ನಮಡ ಏඝ ඛೕಡมಜං ಎಂ්ದඝ౬  ඁ๏౲ ೕಕคಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಕฉಯಬ๾ർದ ಃಲโ ൟ౳ ಜ౲ ದ ไತ౨ ದ ෬ว ಅโ ಮಲಜฆತ౨ ๅ. ಅದඝ౬  ಎಂൿ ಒಂൿ ಎರഴ r z z z z 
෩ฆ ไತ౨ ದ ෬ว เತคಸมಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ನಮಡ ඛೕಡมದ ෮ತ౨ โ ಈ ಸ෦ೕಕರಣൽಂದ ๵ච౬ ෴ಜං, ಈ ಅಂಶโ ಈ ෩ฆ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ ๒ನ౲ ಗಳ
෮ತ౨ ฿ಜං, කโ ๸෽ೕಗವඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಅൿ ಇඞ౬   ಅඃ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซಸฤ ຄೕಞತ౨ ං, 
ಆದ౪ คಂದ ๸෽ೕಗವඝ౬  ൤ಡൿಆ ౶ั  ಅൿ 0 ಆಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇൿ ෇ฑ ೯൤ಡ ಎರഴ ෇ฑ ೯൤ಡ ෩ฆ z 1 z z 
෇ฑ ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං, ಇൿ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜං ಈಗ ಅโಗಳ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂಬ ಅಂಶವඝ౬  ಬಳ๭ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ූಜಸಬ๾ൿ ඛಂದ ූಜ๭ කโ ಒಂൿ ೓ಕൽಂದ ූಜ๭ದฉ ಇൿ ෰ಲ౲ โ mod z1 squa re mod z 
ຂಛದง ಎರഴ ೓ಕ ಮൡ౨  ෩ฆ ೓ಕಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ඦತರ කโ ಇย౵  ಅඝ౬  mod z mod z z one bar mod 

ඛಂದ ූಜ๭ർಗ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಒಂൿ ෇ฑ ೯൤ಡ ಎರഴ ෇ฑ ಅඝ౬  z one square z one z z mod z 
ಒಂൿ ೓ಕൽಂದ ූಜಸมಜං ಇൿ ಎರഴ ೓ಕඈ൤෻ ಇฆತ౨ ං mod z 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ಎರഴ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಎರഴ ෇ฑ ೯൤ಡ  ෇ฑ ಅඝ౬   คಂದ  ಪವฑ ಡ ූಜ๭ z z z 3 z 3 z 3
ಇൿ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං  0. 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಃಳಜನ ಸ෦ೕಕರಣಃౙ  ಬฆ൤౨ ೕๅ ಅൿ ಒಂದคಂದ ಒඨ ಪ౵ ๺ ಒඨ ා ഖ ಪ౵ ๺ ಒඨ ಝി ൮౳ ೕ ಇൿ z z 
๵ච౬ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  කโ ಈ ಅಂಶಃౙ  ๬෥ನ౲  ಞಣಕ฿ಜ ಆಜฆವ ಅಂಶൽಂದ ಞ൐ಸಬ๾ൿ z1 z2 z3 
කโ ಈ ಃಳಜನ ಸ෦ೕಕರಣಃౙ  ಬฆ൤౨ ೕๅ ಎರഴ ෩ฆ z z 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಎಂಬ ಅಂಶൽಂದ ಞ൐๯൤౨ ೕๅ කโ ಈ ಃಳಜನ z z z 
ಸ෦ೕಕರಣಃౙ  ತฤඬ൤౨ ೕๅ ಇൿ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಇದඝ౬  ಸ෦ೕಕರಣ ಒಂංಂൿ ಕฉ෽ೕಣ  ಆഔౣ ฆವ 
ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ෰ಲ౲ โ 0 ಆಜฆತ౨ ං ඦತರ ಅದರ ವಗბವඝ౬  z one z 2 z 3 
൤ಡൿಆ ౶ั   ಅಂದฉ ಮ൤౨  0 ಇൿ เಸ౨ ค๭ං ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං කโ ಅ෗ವ౲ ౾౨  ๲ഡ 1 ಚದರ ೯൤ಡ ಎರഴ ಚದರ e z 
೯൤ಡ ෩ฆ ಚದರ ೯൤ಡ ම౲ ಕౣ ฑ ಎರഴ ෇ค ಒಂൿ ಎರഴ ೯൤ಡ ೯൤ಡ ಇൿ 0 ಡ z z z z2 z3 z3 z1 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಸ෦ೕಕರಣದ ෩ಲಕ  1 ಈ ಅಂಶโ 0 ಆಜฆโದคಂದ කโ ಒಂൿ ಚದರ ೯൤ಡ ಎರഴ z z 
ಚದರ ೯൤ಡ ෩ฆ ೓ಕโ ๒ನ౲  ಎಂൿ කโ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅದඝ౬  ಸ෦ೕಕರಣದ ಸ෦ೕಕರಣൽಂದ ಎರഴ ಎಂൿ z 
ಕฉ෽ೕಣ ಮൡ౨  ಎರಡคಂದ කโ ಒಂൿ ಚದರ ೯൤ಡ ಎರഴ ಚದರ ೯൤ಡ ෩ฆ ೓ಕ ಇൿ ಎಂൿ ඣೕഴ൤౨ ೕๅz z z 

೯൤ಡ ೯൤ಡ ಡ ಸ෥ನ฿ಜං ಈಗ කโ ಈ ๼ಂං ๬෈ೕൡಪല๭ದ ಪ౳ ൟඩದචಯඝ౬  z1 z2 z2 z3 z3 z1 
චನඪ๭ಆ ౶ู ೕಣ, ಅಂದฉ ඛೕโ ๓ಂಗಗูಂൽಡ ൟ౳ ಆೕನವඝ౬  ຄಂൽದ౪ ฉ ಇൿ ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನ฿ಜං ಮൡ౨  ಅൿabc 
ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๭ದฉ ಮൡ౨  ಅൿ ವಗბ ಮൡ౨  ಚದರ ಪ౵ ๺ ಆಜฆತ౨ ං  ಈ ಫย൞ಂಶൽಂದ ಪ౵ ๺ ೯൤ಡ b ab bc ca 
ಡ ಸ෥ನ฿ದ ವಗბโ ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನ ಎಂൿ කโ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ c t 
ಆದ౪ คಂದ කโ ඛೕലದ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ๬෈ೕൡಪല๭ං౪ ೕๅ ಅಂದฉ ෩ฆ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  z one z two z 
තซ๭ದฉ ಅൿ ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನ ಎಂൿ කโ ๬෈ೕൡಪല๭ං౪ ೕๅ ಮ൧౨ ಂൿ ಸಮ๲౲ ෷ ಇඃ คೕൟಯ d  oa 
ಊກಯඝ౬  ຄಂൽං ಅಂದฉ ನಮಡ ෩ฆ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ඛೕಡมಜං ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಅಂದฉ z z z 
ಅದರ ෥ഴ౲ ಲ๺ ෰ಲ౲ โ ಒಂದฏ൤ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಅโಗಳ ෮ತ౨ โ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸಮකಜฆโൽಲ౵  ಆದฉ ಅโಗಳ 
ವಗბದ ෮ತ౨ โ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං  ಒಂൿ ಚದರ ೯൤ಡ ಎರഴ ಚದರ ೯൤ಡ ಚದರ 0 ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං z z z 3 
ඦತರ කโ ෴โඃ ත൏ბಂಕ ಡ 2 ౾ౙ ಂತ ກೋ౞  ಅಥ฿ ಸಮකಜದ౪ ฉ ಃಳಜನ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯඝ౬  ಪคಗ൐๭ ಎಂൿ n 
൧ೕคಸ෎ಀ ಅൿ ಪವฑ ೯൤ಡ ಡ ಪವฑ ಪ౵ ๺ ಪವฑ ෴฿ಗล 0 ෩ฆ ಸค z 1 n z n z 3 n r 1 r 2 r 
ಎಂൿ ಅದರ ಪ౳ ෥ಣವඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ല 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಫย൞ಂಶವඝ౬  ๬෈ೕൡಪലಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෥ഴವ ෮ದಲ ಅವสೕಕನๅಂದฉ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗำ ಒಂൿ ಚದರ ಎರഴ ಚದರ ෩ฆ z z z 
೓ಕಗำ เ෗ನ౬ ฿ಜๅ ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ เ෗ನ౬ ฿ಜ ಏකಞತ౨ ං ಎಂದฉ ೓ಕโ ೓ಕಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං z 1 z 2 
ಎಂൿ ຂัದฉ ತౘಣๆ ಊກ෵ಂದ කโ ෩ฆ ಚದರ ෭ನ๺ ಎರഴ ෇ค ಒಂൿ ೓ಕವඝ౬  ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಅൿz s z 

ನ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಅඝ౬  ತౘಣๆ ຂำತ౨ ං ೓ಕโ ෩ಲ൫ 2 ಆಜං, ಇൿ ෩ฆ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಒಂൿ ಸค z 3 s wh ose z 
ಎಂಬ ನಮ౱  ಊກಡ เฌೕඋූಸ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ඛೕലฆವ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗำ ಒಂൿ ಎರഴ ෩ฆ ಅโ เ෗ನ౬ ฿ಜๅ ಮൡ౨  ಅโ ಘಟಕ ไತ౨ ದ z z z 
෬ว ಇฆತ౨ ๅ ಎಂൿ කโ ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ. ಒಂൿ ชಒಯ ෬ว ಮಲಜ ಅಂದฉ කโ ඦ൤ ๓ಂಗಗูಂൽಡ z1 z2 z3 
ൟ౳ ಆೕನವඝ౬  ಇคಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  ๼ಂൽನ ಫย൞ಂಶโ ಚದರ ಚದರ ಚದರ ๓ಂಗಗูಂൽಡ ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನ z1 z2 z3 
ಎಂൿ ತౘಣ ຂำತ౨ ං කโ ൧ೕค๭ದ ๼ಂൽನ ಫย൞ಂಶವඝ౬  චನඪ๭ಆ ౶ู ೕಣ ಪค෥ಣಗำ ಸ෥ನ฿ಜದ౪ ฉ ಮൡ౨  
ಅโಗಳ ෮ತ౨ โ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜದ౪ ฉ , ಒಂൿ ๒ನ౲  ಎರഴ ෩ฆ ๓ಂಗಗಳඝ౬  ຄಂൽฆವ ൟ౳ ಆೕನโ z z 
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ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನವඝ౬  งඪ๯ತ౨ ං ಎಂൿ කโ ൧ೕค๭ං౪ ೕๅ ಈಗ කโ ಒಂൿ ಚದರ ๓ಂಗಗಳඝ౬  ຄಂൽฆವ z z 
ൟ౳ ಆೕನ ಅඝ౬  ಗಮඛ๯൤౨ ೕๅ.  ಎರഴ ಚದರ ෩ฆ ೓ಕโ ಒಂൿ ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನ฿ಜං ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ t z 
ഔಪ౭ ൐ಯඝ౬  ຂำโದඝ౬  ಗಮඛ๭ කโ ಒಂൿ ೓ಕ ಮൡ౨  ಎರഴ ಚದರ ೓ಕವඝ౬  mod z mod z mod z3 
ඣೕഴ൤౨ ೕๅ, ಅದರ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಒಂർಜฆತ౨ ං  ಅಂದฉ ಅโ ಒಂൿ ಘಟಕದ ไತ౨ ದ ෬ว ಇฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  ಅඝಞಣ฿ದ 
๓ಂಗಗำ ನಮಡ ಸಮ෇๾ ൟ౳ ಆೕನವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ಅಂದฉ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗಳඝ౬  ಒ෫ಛ ෩ಲಕ ๸ಪ౾ბಸಬ๾ൿ 
ಅಂದฉ කโ 120 ലಜ౳ ಗಳඝ౬  ൟฆಜ๯ವ ෩ಲಕ ಒಂൿ ๓ಂಗವඝ౬  ಪഷಯಬ๾ൿ ಅൿ ಘನ ෩ಲൽಂದ ಞ൐๯ತ౨ ං z 1 
೓ಕඅಂൽಡ ಏಕ൤ ಮൡ౨  කโ ಇඣ౬ ಂൿ ๓ಂಗವඝ౬  ಪഷಯಬ๾ൿ ಅൿ ෩ฆ ೓ಕൽಂದ ಞ൐๭ർಗ ಒ෫ಛವඝ౬  z 
ಒ෫ಛ ಚದರ ಒಂൿ ವಗბ ಎಂൿ ຂัದฉ ಒ෫ಛವඝ౬  ಒ෫ಛ ಪವฑ කฤౙ  ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ z 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಗಮඛಸಬ๾ൿ  ಅඃ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯඝ౬  ಒ෫ಛ ಪವฑ ශೕฑ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ಒඨ ๲ౙ ౷ ೕฑ ඣಂൽಡ z 
ಞ൐๭ർಗ ಇย౵  කโ ๻ಡ෻ ಇค๭ಆำ౶ ൤౨ ೕๅ ඦತರ ನಮಡ ಪ౵ ๺ ಅಥ฿ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಒඨ ಮൡ౨  ෩ฆz z 
ಪ౵ ๺ ಆฑ ಅඝ౬  ඛೕഴವ ಈ ಅಂಶದ ವಗბ෩ಲൽಂದ ಎರഴ ඛೕಡมಜං ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ.  ෭ನ๺ ಒ෫ಛ z 
෇ค ಒඨ ಈಗ කโ ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ ಬಯ๯โದඝ౬  චನඪ๭ಆ ౶ั   ಎಂ්ൿ ಪವฑ ಡ ಪವฑ ಪ౵ ๺ z hat z 1 nz n 

ಪವฑ ಡ ಇൿ ಸ෥ನ฿ಜං ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಪವฑ ಅඝ౬  ๬෥ನ౲ ฿ಜ ຄರ൤ಡಯಬ๾ൿ z 3 n z 1 n 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇย౵   ಪ౵ ๺ ඪಎ๺ ಎ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಪವฑ ಅඝ౬  ಮ൤౨  ಪ౵ ๺ ಆฑ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ಪವฑ 1 n n 
ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಈಗ කโ ಅದರ ಪ౳ ෥ಣವඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡ෎౽ಜං ಏಃಂದฉ ಒಂದರ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಒಂർಜං z 
ಆದ౪ คಂದ ಒಂൿ ಪವฑ ನ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಒಂൿ z n 
ಆದ౪ คಂದ කโ  1 ಪ౵ ๺ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ಪವฑ 2 ಪವฑ ಪ౵ ๺ ಆฑ ෭ನ๺ ಆಜฆವ ಃಳಜನ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ r n 
ಪค෥ಣವඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ഴ൤౨ ೕๅ ಒ෫ಛ ಪವฑ ๼ೕಡ ತౘಣๆ කโ ຂಳಬ๾ൿ ಇൿ ෩ರ౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಅಥ฿ n 
ಸಮකಜฆತ౨ ං ಆದฉ ෰ಲ౲ โ ඛಖರ฿ಜ 0 1 2 3 ಸค ಎಂൿ ൧ೕค๯โൿ ನಮ౱  ಉං౪ ೕಶ฿ಜං, ಅಂದฉ ಅൿ 
ත൏ბಂಕಗಳඝ౬  ຄರൡಪല๭ ෎ฉ ෴โඃ ජಜ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ൤ಡൿಆำ౶ โൽಲ౵  ಇൿ ๵ච౬ ෵ಂದ ෩ರರ ನഴๅ 
ಇං 
ಆದ౪ คಂದ ಇದඝ౬  ๯ಲಭ฿ಜ ಅคൡಆಳ౶ ಬ๾ൿ ಏಃಂದฉ ෴โඃ ෰ಲ౲ ಃౙ  ಈ ಅ෗ವ౲ ౾౨  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ කโ
ඣೕಡಬ๾ൿ ಅൿ ಒ෫ಛ ಪವฑ 2 ಒ෫ಛ ಪವฑ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං n n 
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ෴฿ಗ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ຂำโൿ ನಮ౱  ಪ౳ ๔౬ ෴ಜං ෥ತ౳  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං  ಒ෫ಛ ಪವฑen 

ಒಂൿ n 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಅඝ౬  ත൏ბಂಕ ෰ಲ౲ ಗำ 2 3 ಎಂൿ ൤ಡൿಆಂಡฉ ಮൡ౨  ಅൿ 3 ಮยౣ ಪฯ ಆಜฆ฿ಗ ඛೕโ ಇย౵  n 
ಅඃ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಪഷ෷ൟ౨ ೕค ಅൿ ಒ෫ಛ ಪವฑ ഖ ๻ಡ෻ ಒ෫ಛ ಪವฑ ಅඝ౬  ඛೕโ ಪഷ෷ൟ౨ ೕค  ಅඃ n n 
෰ಲ౲ โ ಒಂർಜฆತ౨ ං, ಇಲ౵ ൽದ౪ ฉ ඛೕโ ෴฿ಗล ಇย౵ ෻ ಇฆൟ౨ ೕค ಅൿ ಇย౵ ฆವ เ෗ನ౬  ಅಂಶ฿ಜං ඛೕโ ಒ෫ಛ 
๲ౙ ౷ ೕฑ ಅඝ౬  ಪഷಯಬ๾ൿ ಆ ๸ದಭბದย౵  ඛೕโ ಒ෫ಛ ಒಂದඝ౬  ಇย౵  ಪഷ෷ൟ౨ ೕค r 
ಆದ౪ คಂದ ಬ๾เಧ౾ౙ ಂತ ෗ನ౬ ฿ಜದ౪ ฉ ෴โඃ ಸ෥ನ ಅಂಶ ಇฆโൽಲ౵  ෩ฆ n 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಅವสೕಕನඅಂൽಡ කโ ಇย౵  ಄ವಲ ๬ಧ౲ ൤ಯඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ๬ಧ౲ ൤ಗำ ಒ෫ಛ ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಆಜฆโದคಂದ කโ ෮ತ౨  ಅಥ฿ ಒ෫ಛವඝ౬  ෭ನ๺ ಒ෫ಛ 
๲ౙ ౷ ೕฑ ඣಂൽಡ ๳คಸ෎౽ಜං, ๻ಛಜ කඝ ಮ൤౨  චನඪ๭ಆಳ౶ ฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๭ದฉ කඝ ಈ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯ ಃಲโ ෬ว ෥ತ౳  
ಗಮನಹค๯ൟ౨ ං౪ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ಒ෫ಛ ಒ෫ಛವඝ౬  ಕല෫ ෥ല ೓ಕ ಮൡ౨  ಇತರ ๬ಧ౲ ൤ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ๬ಧ౲ ൤ಯ ಅലಯย౵  ඛೕโ ಅವರ ෮ತ౨ โ ෴฿ಗล ත൏ბಂಕ฿ಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ඛೕโ ඣೕಡಬ๾ൿ 
๻ಛಜ කඝ ಎว౵ ഷ ಒಂದඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ ಅโಗಳ ෮ತ౨ โ ಅವರ ෮ತ౨ โ ಄ವಲ 0 1 2 ಆಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ๯ಲಭ฿ಜ 
ಪค๏ೕยಸಬ๾ൿ.  3. 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಈ ಪค๏ೕಲචಯඝ౬  ෥ಡฤ ಒಂൿ ฿౲ ෴ಮ฿ಜ ෈ഴ൤౨ ೕච , ಈ ಃಳಜನ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯ ෰ಲ౲ ವඝ౬  
ಮ൧౨ ෫౱  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡฤ කโ ಇඣ౬ ಂൿ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ෥ഺೕಣ ಒ෫ಛ ಏಕ൤ಯ ಘನ ෩ಲ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಪ౵ ๺ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಡ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ว౽ౙ ೈರ ෥ಡ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ ಞಣಲౘಣಗಳඝ౬  ಮฆಪഷಯฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๭  ಒ෫ಛ ಒඨ ಒඨ ಪ౵ ๺ ಒ෫ಛ ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಇൿ ๵ච౬  ಮൡ౨  
ಒ෫ಛ ಪವฑ ಅൿ ෩ರರ ಞಣ฿ಜದ౪ ฉ ಪವฑ ෩ฆ ಅಥ฿ ෩ฆ ಮยౣ  ಮยౣ ಪฯ ෩ฃಜದ౪ ฉ ඛೕโ n 
๬෥ನ౲ ฿ಜ ಒಂದඝ౬  ಪഷ෷ൟ౨ ೕค කโ ಅದඝ౬  ಒ෫ಛ ಪವฑ ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ ෩ರರ ಞ൏౽ರ฿ಜං n n  
ಆದ౪ คಂದ කඝ ෩ฆ ๕ಷ ๒ನ౲ ൽಂದ ූಜ๭ದฉ ๕ಷโ ಒಂൿ ಒ෫ಛ ಆಜฆತ౨ ං, ඛೕโ ෩ರคಂದ ූಜ๭ದฉ ๕ಷโn 
ಒಂർಜದ౪ ฉ ඛೕโ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಪഷ෷ൟ౨ ೕค ಒ෫ಛ ಒ෫ಛ ೓ಕโ කโ ಅඝ౬  ෩ರคಂದ ූಜ๭ർಗ ๕ಷโ ಎರഴ n 
ಆಜದ౪ ฉ ಸค 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಇย౵  ಃಲโ ෥ದคಯඝ౬  ඣೕಡฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๭ ಅಂದฉ කඝ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯඝ౬  ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ 
ಎಂൿ ಪคಗ൐๭ದฉ ಇൿ ෭ನ๺ ಒ෫ಛಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  1 ಪ౵ ๺ ಒ෫ಛ ೓ಕವඝ౬  ಮ൤౨  ෭ನ๺ ಒ෫ಛൽಂದ 
ಬದม෵ಸมಞತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෭ನ๺ 2 ಓෳ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ කඝ ෨ಂൽನ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯඝ౬  ಪคಗ൐๭ದฉ ಅൿ 1 ෭ನ๺ ega 
ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ ೯൤ಡ ಒ෫ಛ ಪವฑ 4 ಅൿ ಒ෫ಛ ຄರൡ ෎ชඞ ಅಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ ಇൿ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಪ౵ ๺ ಒ෫ಛ ෰ಲ౲ โ ಮ൧౨ ෫౱  ಒಂൿ ಪ౵ ๺ ಒ෫ಛವඝ౬  ෭ನ๺ ಒ෫ಛ 
๲ౙ ౷ ೕฑ ඛಂದ ಬದม෵๭ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෭ನ๺ ಎರഴ ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ කඝ ෨ಂൽನ ෨ಂൽನ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಡ ຄೕದฉ ಅൿ 
෩ฆ ಪ౵ ๺ ಆฆ ಆಜದ౪ ฉ ಅൿ ತౘಣๆ ಒಂൿ ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ๬෥ನ౲  เೕౘൕ෷ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ಪವฑ ಪ౵ ๺ ಒ෫ಛ ಪವฑ ಎರഴ ಆಜದ౪ ฉ කโ ෩ฆ n n n 
ಞ൐๭ർಗ ಮൡ౨  කโ ෭ನ๺ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ 2 ಒ෫ಛ ๆึ ෥ി 3 ಮൡ౨  ෭ನ๺ ಎರഴ ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಆಜದ౪ ฉ n 1 
ಉัದ ಪದโ ಎರഴ ಆಜದ౪ ฉ කโ ಅඝ౬  ෩ರคಂದ ූಜ๭ർಗ ಈ เೕౘൕ෽ಂൽಡ ಈಗ ಉತ౭ ನ౬ โ ಸರಳ฿ಞತ౨ ං n 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ කโ ಏඝ ෥ಡಬ๾ൿ ಎಂ්ದඝ౬  ಈ เೕౘൕ෵ಂದ ඛೕโ ෥ಡಬ๾ൿ  ෩ฆ ಪದಗಳඝ౬  ಸತತ฿ಜ 
๸෽ೕ೧๭ ಅಂದฉ ෮ದಲ ෩ฆ ಪದಗಳ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಪคಗ൐๭ 
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ಆದ౪ คಂದ කโ ಪഷ෷ವ ෮ದಲ ෩ฆ ಅವඌಯ ಉತ౭ ನ౬ โ ๆಗ฿ದ ಪದโ ෭ನ๺ ಎರഴ ಒ෫ಛ ಮൡ౨  ෨ಂൽನ 
ಪದโ ಎರഴ ಒ෫ಛ ಚದರ ಮൡ౨  ඡ  ಇ ෨ಂൽನ ಪದโ ಒಂൿ 
ಆದ౪ คಂದ ෰ಲ౲ โ ಎರഴ ೓ಕ฿ಜං ಉัದโ ಒ෫ಛ ౲ಁ ෕ ಆಜං , කඝ ಇඣ౬ ಂൿ ෩ฆ ๲ഡ ಅඝ౬  ൤ಡൿಆಂಡฉ 
ಅൿ ಒಂൿ ಈ เೕౘൕ෵ಂದ ඛೕโ ಎರഴ ೓ಕವඝ౬  ಪഷಯยൽ౪ ೕค ಈ ಃಳಜನ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ෵ಂದ ಉತ౭ ನ౬ ದ ෰ಲ౲ ವඝ౬  
ඛೕಡมಞತ౨ ං ෩ರರ ಞ൏౽ರ ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ඦತರ කโ ෩ฆ ෩ฆ ಪದಗಳඝ౬  ಪರಸ౭ ರ n 
๸෽ೕ೧ಸಬ๾ൿ ಮൡ౨  ඦತರ කโ 2 ೓ಕವඝ౬  ಪഷಯยฆವ ಉತ౭ ನ౬ ವඝ౬  ಮൡ౨  ඛೕโ คಂದ ಞ൐ಸยฆವ ෇ค n 3 
๸ಒ౲ ෷ ෩ฆ ಞ൐๭ർಗ ๸ಭเ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಅඝ౬  ෩ฆ ಪ౵ ๺ ಒಂದರ ಞಣಲ෕ ಎಂൿ ຂัർಗ කโ n n 
෩ฆ ෩ฆ ಪದಗಳඝ౬  ๸෽ೕ೧๭ർಗ කโ ಒಂൿ ಪದವඝ౬  ෈ഖౣ ෈ഴ൤౨ ೕๅ ಅൿ ಒಂൿ ෭ನ๺ ಒ෫ಛ ಮൡ౨  
ಒ෫ಛ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಆಜฆವ ಪದൽಂದ ಬฆತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ඛೕโ ಪഷ෷ವ ಅ෗ವ౲ ౾౨  ಎರഴ ಚದರ ಶ౾౨ ෴ಜං ඛೕโ 3 คಂದ ූಜ๭ದฉ ಅದರ ಅಂಶವඝ౬  ൤ಡൿಆ ౶ั  ಮൡ౨  
ඦತರ කโ ෩ฆ ಪದಗಳย౵  ๸෽ೕ೧ಸದ ಇඣ౬ ಂൿ ಅಂಶเං ಅൿ ෭ನ๺ ಎರഴ ಒ෫ಛ ಮൡ౨  ಅඝ౬  3 ಃ ಪ౵ ๺ 2 n 
ಎಂൿ ຂัದฉ ಇඃ คೕൟಯ ฿ದඅಂൽಡ කโ 2 ಚದರ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ  ಅವನ ಅಂಶโ ನ ಅಂಶವඝ౬  ෩ฆ t n 
෭ನ๺ ಎರഴ ಒ෫ಛ ಮൡ౨  ෭ನ๺ 2 ಒ෫ಛ ೓ಕൽಂದ ಞ൐๭ർಗ ಈಗ ಈ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಯඝ౬  ಸರಳತั๯โದคಂದ කโ 
ಉತ౭ ನ౬ ದ ಅಂಶದ ෰ಲ౲ ವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಈಗ කโ ಸರಳ ชಒ฀ತಹ ೦౲ ෦ൟೕಯ ವ๯౨ ವඝ౬  ಅಧ౲ ಯನ ෥ಡฤ 
ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ ಮൡ౨  ඦತರ කโ ຄೕಞ൤౨ ೕๅ  ಒಂൿ ไತ౨  
ಆದ౪ คಂದ ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದย౵  ಸರಳ ชಒಯ ಸ෦ೕಕರಣ ಏඝ ಎಂൿ ಚ೉ბ๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದย౵  ಸರಳ ชಒಯ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಆม౮  ෇ฑ ෇ฑ ೯൤ಡ ಆม౮  ಪ౵ ๺ ෈ೕഓ z z 
๒ನ౲ ಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂൿ ൧ೕค๯൤౨ ೕๅ. ๒ನ౲ ವಲ౵ ದ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ಮൡ౨  ෈ೕഓ ජಜ ๸ಒ౲  ಆಜರ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಇದඝ౬  ಪഷ෽ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ౽ഔბ๭ಯඨ ඛඃბ๎ಂಕ ವ౲ ವ๲౩ ಯย౵  ಸರಳ ชಒಯ ๬෥ನ౲  ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಆಡย෵ಂದ ಆಡมಞತ౨ ං 
೯൤ಡ ๭ ೯൤ಡ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං, ಅย౵  ජಜ ๸ಒ౲ ಗำ ชಒಯඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ๅ ಈ ๭౩ ൟಯඝ౬  ๳คಸฤ abc 

ಅಥ฿ ๒ನ౲ ವಲ౵ ൽರ෎ಀ ಒಂൿ ೓ಕ ಮൡ౨  ೓ಕโ ๒ನ౲ ವಲ౵ ൽರ෎ಀ ෴โඃ ೯ೕല ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬a b b xy 
ൣඪ౨ ಪല๯ತ౨ ං ಈಗ ಈ ಅඝ౬  ౽ഔბ๭ಯඨ ಸಮತಲದย౵  ಪ൤౨ ಹ೉౞  ඦತರ කโ ๲ౣ იೖ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ  ษඨ ಈಗ xy gt 
ಈ ೯ೕല ಛಜ කโ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ๸෽ೕ೧ಸಬ๾ൿ ಅಂದฉ ಅඝ౬  ಅඝ౬  ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂൿ xy x x x 
ຂูೕಣ ඦತರ ಅඝ౬  ೯൤ಡ ෇ฑ ඛಂದ  คಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಅඝ౬  ෭ನ๺ ෇ฑ ඛಂದ iy x z z 2 y z z 2 
คಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං  ౽ഔೕბ๭ಯඨ ಸಮತಲದย౵ ನ ಅಂಶದ ೯ೕലಯඝ౬  ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಡ ජಸಜბಕ ๸෽ೕಜචಯඝ౬  
෥ഴൟ౨ ං౪ ೕๅ ಎಂ්ದඝ౬  කඝ ಈಗ චನඪ๭ಆำ౶ ൤౨ ೕච , 
ಆದ౪ คಂದ ౽ഔბ๭ಯඨ ಸಮತಲದย౵  ಅಂಶದ ೯ೕലಯඝ౬  ඛೕലದฉ කโ ಪ౵ ๺ ಆಜฆವ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  xy x iy 
๸෽ೕ೧๯൤౨ ೕๅ. ಮൡ౨  ෇ฑ ನ ಪคූ๣ಯย౵  ಈ ಮൡ౨  ಏචಂൿ ಈಗ ඣೕಡฤ ๬ಧ౲ ฿ಞತ౨ ං ಅಂಶದ z z x y xy 
೯ೕല෷ ಸರಳ ชಒಯย౵ ದ౪ ฉ ಅൿ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ೯൤ಡ ෇ฑ ಅඝ౬  2 คಂದ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಎಂൿ ಇൿ ๰೉๯ತ౨ ං ಪ౵ ๺ ෇ค ಪ౵ ๺ ෇ฑ z z b z z z 
෭ನ๺ ෇ฑ ಪ౵ ๺ ๵ච౬ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ෇ฑ ಡ ಞ൏ಂಕವඝ౬  ಒഖౣ ಟല๭ದฉ ಅൿ ಪ౵ ๺ z 2 i c z ib 
ಅඝ౬  2 คಂದ ಮൡ౨  ෇ค ಒಂൿ ෭ನ๺ ಅඝ౬  ಎರഴ ಪ౵ ๺ ෇ค ๒ನ౲  ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ කโ z ib c 
ಆม౮ ವඝ౬  ಈ ๸ಒ౲  ಎಂൿ ಪคಗ൐๭ದฉ, කโ ಅದඝ౬  ಇನ౬ ๠ౣ  ಸರಳತัಸಬ๾ൿ  ಆม౮ ವඝ౬  ෭ನ๺ ಎರಡคಂದ ib 
ಬದย෴ಜ ඦತರ කโ ෇ฑ ಅඝ౬  ಆม౮  ෇ฑ ೯൤ಡ ಆม౮  ಪ౵ ๺ ๭ ๵ච౬ ಡ ಸ෥ನ฿ಜ ಞ൐๯൤౨ ೕๅ ಏಃಂದฉ z z 
ಈಗ ಒಂൿ ೓ಕ ಮൡ౨  ෈ ೓ಕโ ๒ನ౲ ವಲ౵ ದ ౽ರಣ ෮ೕി ಆม౮  ๒ನ౲ ವಲ౵  ಎಂൿ ๰೉๯ತ౨ ං, ಇൿ ಆม౮  ಎಂൿ 
ຂำ๋൤෻ ಇฆತ౨ ං ๒ನ౲ ವಲ౵ ದ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ಮൡ౨  ಎಂ්ൿ ಇඣ౬ ಂൿ ඣೕി ಎಂൿ ຂำโർದฉ, කඝ c 
ಆม౮  ๒ನ౲ ವಲ౵ ದ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ಮൡ౨  ಒಂൿ ජಜ ๸ಒ౲  ಎಂൿ ๸౾౹ ಪ౨ ತั๭ದฉ කโ ಈ ಃಳಜನ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  c 
ಪഷ෷൤౨ ೕๅ, ಅൿ ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದย౵  ಸರಳ ชಒಯඝ౬  เವค๯ತ౨ ං  ಈ ชಒಯ ಇั೦ฆ ಏඝ ಎಂൿ ಄ั ಮൡ౨  
ඛೕโ ಆഔౣ ฆವ ชಒಯ ಇั೦ರඝ౬  ಪคಗ൐๭ದฉ ಅൿ 0 ಡ ಸಮකಜฆವ ಆಡย ಪ౵ ๺ ಮൡ౨  ๭ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂൿ 
කโ ಇั೦ರඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅൿ ඦ൤ ෭ನ๺ ಎಂൿ ඛೕโ ූเ๭ದฉ ๒ನ౲ ವಲ౵  ಎಂൿ කโ m a by b b 
ූเ๯൤౨ ೕๅ  ಆม౮  ಪคූ๣ಯย౵  ಈ ಸ෦ೕಕರಣದ ಇั೦ฆ ಏඝ ಎಂ්ದඝ౬  ๯ಲಭ฿ಜ ಪഷൿಆ ౶ั  
ಆದ౪ คಂದ ಸ෦ೕಕರಣದ ಇั೦คನ ಇั೦ฆ ನಮಡ ෎౽ಜฆโದคಂದ ಆม౮  ๼ೕಡ ಆಜฆโದคಂದ ಅඝ౬  ಆม౮  ೯൤ಡ a 
ಆม౮  ෇ฑ ඛಂದ ಪഷಯಬ๾ൿ ಮൡ౨  ಅඝ౬  ಆม౮  ෇ฑ ෭ನ๺ ಆม౮ ൽಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං කโ ๭ ಇั೦ฆ b m 
ಅඝ౬  ෇ค ಆม౮  ಮൡ౨  ಆม౮  ෇ฑ ඛಂದ ಆม౮  ෭ನ๺ ಆม౮  ෇ฑ ඛಂದ ූಜ๭ ඛೕಡมಜං ಎಂ්ದඝ౬  i 
ඣೕಡಬ๾ൿ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಪ౳ ෥൐ತ ಸ෦ೕಕರಣൽಂದ  ಎರഴ ಸರಳ ชಒಗำ ෴฿ಗ ಸ෥කಂತರ฿ಜฆತ౨ ๅ ಮൡ౨  ಇಷౣ ಪഴ๋ತಹ 
ಸರಳ ชಒಗಳ ಞಣಲౘಣಗಳඝ౬  ๯ಲಭ฿ಜ ಪഷಯಬ๾ൿ.  ඡರ ชಒಯ ಅඝಞಣ฿ದ ಞ൏ಂಕಗಳඝ౬  ಅಧ౲ ಯನ 
෥ഴವ ෩ಲಕ ಇದඝ౬  ෥ಡಬ๾ർಜං อಬ฿ಜฆವ ชಒಗಳඝ౬  ಅಧ౲ ಯನ ෥ಡฤ කඝ ಅದඝ౬  ฿౲ ෴ಮ฿ಜ 
ඛೕഴ൤౨ ೕච ಅಂದฉ ನಮಡ ಎರഴ ಸರಳ ชಒಗಳඝ౬  ඛೕಡมಜං ಈ ಎರഴ ๬ฤಗำ ಸ෥කಂತರ฿ಜದ౪ ฉ ಮൡ౨  ඛೕโ 
౽ഔბ๭ಯನ౬ ย౵  චನඪ๭ಆಂಡฉ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๭ದฉ ෥ತ౳  ಎರഴ ๬ฤಗಳ ಈ ಇั೦ฆಗಳඝ౬  ඛೕโ 
൤ಡൿಆำ౶ ವ ඛඃბ๎ಂಕ ವ౲ ವ๲౩ ෷ ಒಂൿ ๬ยಡ ಒಂൿ ಇั೦ฆ ಎಂൿ ຂูೕಣ ಒಂൿ ಎರഴ ๬ยಡ ಒಂൿ m m 
ಇั೦ฆ ಎಂൿ ຂูೕಣ, ಒಂൿ ಎರഴ ಡ ಸಮකಜದ౪ ฉ ಎರഴ ๬ฤಗำ ಸ෥කಂತರ฿ಜๅ ಎಂൿ ඛೕโ ຂำൟ౨ ೕคm m 
ಈಗ කโ ಒಂඃ คೕൟ ಪഷ෷ൟ౨ ං౪ ೕๅ ಆม౮  1 คಂದ ಆม౮  1 ෇ฑ ಎಂൿ ඛೕโ ಅದඝ౬  ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದย౵  ಃಲโ 
คೕൟಯ ಇั೦ฆ ಎಂൿ ಪคಗ൐๯ൟ౨ ೕค, ಅโಗำ ಸ෥ನ฿ಜದ౪ ฉ, ಅൿ ಸ෥කಂತರ฿ಜං ಮൡ౨  ಅඃ คೕൟ කโ 
ಇඣ౬ ಂൿ ಎಋ౺  ද౳ ๺ ಅඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಅ෴ඝ อಬ฿ಜ เವคಸฤ කโ ಎರഴ ๬ฤಗำ อಬ฿ಜฆತ౨ ๅ ಎಂൿ 
කโ ຂำ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨   කโ ๰೉๯ವ ಈ ಇั೦คನ ಅಂಶโ ಆม౮  ಒಂൿ ෇ฑ ඛಂದ ಆม౮  ಒಂದคಂದ ಆ ಅඝඩತ 
ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ಇั೦คನ ಅಂಶൽಂದ ಅโಗಳ ෮ತ౨ โ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸಮකಜರ෎ಀ ඦತರ කโ ಈ ಎರഴ ๬ฤಗำ ಎಂൿ 
ຂำ൤౨ ೕๅ อಬ฿ಜฆತ౨ ๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದย౵  ไತ౨ ದ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಅಧ౲ ಯನ ෥ಡฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅಧ౲ ಯನ ෥ലൿ౪  ಸರಳ฿ದൿ౪  ಅൿ ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದย౵  ಒಂದಃౙ  ಸ෥ನ฿ದ ෮ೕി ಗัಂದ 
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เವคಸมದ ಘಟಕ ไತ౨ ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ඛಗൽಪലಸมಜං ಅൿ ඦತರ ಒಂർಜං කโ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  0 ಎಂൿ ಮൡ౨  ൟ౳ ಜ౲  1 ಎಂൿ ඛೕโ 
෈ಂൿಗಳඝ౬  ಪ൤౨ ಹ೉౞  ಮൡ౨  කโ ඩ౲ ฃ෫ഔ౳ ಋ ಸ෦ೕಕರಣ฿ಜ ಬฉಯฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๭ದฉ කโ ൮ೕഓಡ ಸ෥ನ฿ದcis 

ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅൿ ಮൡ౨  คಂದ 2 ಮൡ౨  ನ ෥ഴ౲ ಲ๺ z cos theta i sin theta with theta 0 pi z 
ಬದมಞತ౨ ං  කඝ ಅඃ คೕൟ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ෩ಲ฿ಜ ಮൡ౨  ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ಎಂൿ ಪคಗ൐๭ದฉ, ಇದඝ౬  ෥ി ඛಂದ r z r 
ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಇย౵  ඛೕโ ඩ౲ ฃ෦ೕಟซ๳ಶඨ ಅඝ౬  ಪഷ෷ൟ౨ ೕค ಸ෥ನ฿ಜ ಅඝ౬  ඛಗൽಪലಸมಜං z rr 
ಮൡ౨  ๭๺ ൮ೕഓದย౵  ൮ೕഓ ๒ನ౲ ൽಂದ ಡ ಬದมಞತ౨ ං ൟ౳ ಜ౲ අಂൽಡ ෩ಲವඝ౬  ຄಂൽฆವ pi r 
ไತ౨ ฿ಜฆโದคಂದ කโ ಅದඝ౬  ಕฉ෷൤౨ ೕๅ  ಈಗ ಈ ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದย౵  ๬෥ನ౲  ไತ౨ ದ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ຂಡ 
เವค๯โൿ ಎಂൿ ಒಬ౯ ฆ ಄ಳಬ๾ൿ , 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಅದඝ౬  ಇย౵  ಕฉದฉ කโ ඣೕഴವ ಎರഴ ಪ౳ ಕರಣಗำ ಅൿ ඛൽბಷౣ ฿ಜ ෩ಲದย౵  ಄ಂൽ౳ ೕಂತ฿ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ຂำโൿ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ๭౩ ರ฿ಜං ಮൡ౨  කโ เವค๭ದ ෴โඃ ไತ౨ ಗำ ෥ತ౳  ൟ౳ ಜ౲ ಗำ ෥ತ౳  කඝ 
෴โඃ ๬෥ನ౲ ವඝ౬  เವคಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๭ದฉ ෥ತ౳  ൟ౳ ಜ౲ ಗำ ಬದมಞತ౨ ๅ ಅಂದฉ කඝ ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ෎ฉ ಸ౩ ಳಃౙ  
ಸคಸ෎౽ಜං 
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಏකಗಬ๾ൿ ಎಂ්ದඝ౬  เವคಸฤ ನನ౬  ಆಸ౾౨  ไತ౨ ದ ಸ෦ೕಕರಣโ ಸಮತಲದย౵  ෴โඃ ෈ಂൿವඝ౬
කඝ ಪคಗ൐๭ದฉ කโ කഡ ಅඝ౬  ಄ಂದ౳ ๅಂൿ ຂูೕಣ ಮൡ౨  ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ ಇದಃౙ  ಸ෦ೕಕರಣ z r 
ಏඝ ಎಂൿ කโ ಇඃ คೕൟಯ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ඣೕലං౪ ೕๅ ಅಂದฉ කโ ಈ ඛൽბಷౣ ฿ದದඝ౬  ಬದม෵ಸ෎౽ಜං 
෩ಲಃౙ  කඝ කഔ෵ಂದ ಬದม෵๭ದฉ , ๸තಣბ ෈ಂൿಗำ ಚย๯ವ คೕൟಯย౵  ಄ಂದ౳ โ ൟ౳ ಜ౲ අಂൽಡ z r 
෩ಲ฿ಜං, ಅಂದฉ ಅൿ ಏකಞൟ౨ ං ಎಂ්ൿ ไತ౨ ದ ๬෥ನ౲  ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಅคൡಆಳ౶ ಬ๾ൿ  ಎಂൿ ed 
ຂำโർದฉ, ಆഔౣ ฆವ ไತ౨ ವඝ౬  කഡ ಡ ಬದม෵๭ ಈಗ කโ ಇದඝ౬  ෩ಲಃౙ  ಸค๭ංโ ಮൡ౨  කโ ಇย౵  z 
เವค๭ฆโൿ ෴โർದง ಄ಂದ౳ ವඝ౬  ෩ಲ฿ಜ ຄಂൽದ౪ ฉ ಅದඝ౬  ಈ ඩ౲ ฃ෦ೕಟซ๳ಶඨ ನย౵  ඛೕಡมಜං ಈಗ 
කඝ ನನ౬  ವಲಯವඝ౬  ಇದಃౙ  ಬದม෵๭ං౪ ೕච  ෩ಲൽಂದ ಈಗ ಈ ไತ౨ ವඝ౬  ඛಂದ z naught r cis theta 
ඩ౲ ฃ෦ೕಟฑ ෥ಡมಜං, ಇൿ ෭ನ๺ ನ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಇย౵  ൮ೕഓ ๵ච౬ ෵ಂದ ಎರഴ ವฉಡ z z naught r s pi 
ಈಗ කโ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ไತ౨ ದ ๬෥ನ౲  ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ๼ಂൟฆಜ ඣೕഺೕಣ ෭ನ๺ ನ z z naught 
෥ഴ౲ ಲ๺ ಅඝ౬  ಡ ಸ෥ನ฿ಜ ಬฉ෷ൟ౨ ං౪ ೕච ಈಗ කඝ ಇದඝ౬  ವಜೕბಕค๭ං౪ ೕච ಆದฉ ಇൿ ෎ชඞ ಅಲ౵  , ಅಂದฉ r 

ಅඝ౬  ೯൤ಡ ಎಂൿ ຂูೕಣ ಮൡ౨  ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಎಂൿ ൣඪ౨ ಪല๯ವ z naught x naught iy naught x z 
ಅඛ฀ൟ౳ ತ ෈ಂൿವඝ౬  ಪคಗ൐๵ೕಣ ೯൤ಡ ඦತರ ෭ನ๺ කഡ ๲ౙ ౷ ೕฑ ನ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಅඝ౬  ෭ನ๺ iy z z x x 
කഡ ๲ౙ ౷ ೕฑ ඛಂದ ඛೕಡมಜං ೯൤ಡ ෭ನ๺ කഡ ๸තಣბ ೓ಕವඝ౬  ವಗბಃౙ  ಸಮකಜฆತ౨ ං ಸค y y d r 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಸ෦ೕಕರಣൽಂದ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ෵ಂದ ಸ౭ ಷౣ ฿ಞತ౨ ං ಸಮತಲಃౙ  ౽ഔბ๭ಯඨ ಸಮತಲದ ๸෽ೕಜච෷ 
ไತ౨ ದ ๬෥ನ౲  ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  เವค๯ವ ෴โඃ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ಮತ౨ ๠ౣ  ಪค๏ೕย๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ ನౘತ౳ ವඝ౬  ෭ನ๺ කഡ ෇ฑ ඣಂൽಡ ෭ನ๺ කഡ ಉತ౭ ನ౬  ಎಂൿ ಬฉಯಬ๾ൿ z z z z 
ಆದ౪ คಂದ ಅൿ ಪ౳ ൟ  ಒಂൿ ๸෽ೕಗโ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಆಜං ಮൡ౨  කโ ಆಜ ෇ฑ ಮൡ౨  ಇತರ ಪದಗำ ಆಜ කഡ r z z z z 
෇ฑ ෭ನ๺ ෇ฑ කഡ ಪ౵ ๺ ෥ി කഡ ๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ಆฑ ๲ౙ ౷ ೕฑ 0 ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං. z z z 
ಆದ౪ คಂದ ಈಗ ಇൿ ಸ౷ ಲ౭ ಮഔౣ ಡ ౽൒ತ౨ ං  ෇ฑ ෭ನ๺ කഡ ෇ฑ ෭ನ๺ ෇ฑ කഡ ಪ౵ ๺ ಸෳ ๭ zz zz z z 
๵ච౬ ಡ ಸಮකಜฆತ౨ ං ಎಂൿ เೕౘಕฆ ๬෥ನ౲  ಅಥბದย౵  ຂำ൞౨ ฉ 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಃಳಜನ ๭౩ ൟ෽ಂൽಡ ಒದಜಸมದ ไತ౨ ವඝ౬  ๰೉๯ತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ ಸ෦ೕಕರಣโ ಅದඝ౬  ಕฉ෽ೕಣ  ಒಬ౯ ฆ ไತ౨ ವඝ౬  เವค๭ඈ൤, කโ ๭๭ ෬ว ಄ಂൽ౳ ೕಕคಸ෎౽ದ ๭౩ ൟ෷ 
෎ชඞ ಅಲ౵  ಆದฉ ๭ ෥ി කഡ ๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ಆฑ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಆಜං, ಈಗ කโ ಈ ಪದವඝ౬  ຄಂൽರ෎ಀ  z er 
೓ಕโ 0 ౾ౙ ಂತ ກೈ౞ ಜರ෎ಀ, ಇൿ ๬෥ನ౲  ไತ౨ ವඝ౬  ಄ಂದ౳ අಂൽಡ ൟ౳ ಜ౲ අಂൽಡ ඦ൤ ಪഷಯฤ z nough r 
ಅಗತ౲ เฆವ ಏಅಕ ಷರൡ౨  
ಆದ౪ คಂದ ಇย౵  ಅඝ౬  ಈ ಅ෗ವ౲ ౾౨ ෵ಂದ ๰೉ಸมಞತ౨ ං ಮൡ౨  ಈ ೓ಕൽಂದ ೓ಕವඝ౬  ඛಂದ c r r mod z 
ඛೕಡมಜං ಎಂൿ කโ ඣೕഴ൤౨ ೕๅ කഡ ๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ๭ ๵ච౬ ಜಂತ ກೈ౞ ಜರ෎ಀ ಅಂದฉ ๭ ಎಂ්ൿ ෮ೕി ಝി 
ಜಂತ ಕല෫෵ฆವ ජಜ ๸ಒ౲  ಸค. ๻ಛಜ කඝ ಄ವಲ ಒಂൿ ไತ౨ ದ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  ๰೉๭ದฉ ๭ ಈ ๭౩ ൟಯඝ౬  
තซ๭ದฉ ಸค 
ಆದ౪ คಂದ ๭ ಈ ๭౩ ൟಯඝ౬  තซ๭ದฉ ಈ ಸ෦ೕಕರಣโ ไತ౨ ವඝ౬  ಅಲ౵ ย౵  ಄ಂൽ౳ ೕಂತ฿ಜ เವค๯ತ౨ ං ಎಂൿ කโ z 
ຂಳಬ๾ൿ ಆದฉ ಆಜฆವ ൟ౳ ಜ౲ ವඝ౬  ಪഷಯฤ කโ ෥౲ ඛඬศഡ ෥ಡ෎౽ಜං, කโ ಸರಳ฿ದ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  r 
ಚ೉ბ๵ೕಣ , ಎม౵  ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗಳ ๲ഡ ಃಲโ ๭౩ ರ ಆม౮  ಮൡ౨  ෈ೕഓ ಮൡ౨  ๭౩ ರಃౙ  ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๯ತ౨ ං 
ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ.  ඦತರ ಅൿ ไತ౨ ವඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಆม౮  ಮൡ౨  ෈ೕഓದ ಅಂತರโ ಎರഴ ಜಂತ ಕല෫ k k 
ಇರ෎ಀ 
ಆದ౪ คಂದ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ෷ ಇದඝ౬  තซ๯ತ౨ ං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ ಈ ಫย൞ಂಶವඝ౬  ๬෈ೕൡಪലಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ
ಸ෦ೕಕರಣ ඦತರ ෭ನ๺ ಆม౮  ๲ౙ ౷ ೕฑ ೯൤ಡ ෭ನ๺ ෈ೕഓ ๸තಣბ ೓ಕ ಇൿ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං mod z z k 
ඦತರ ಇൿ ෭ನ๺ ಆม౮  ෇ฑ ಆม౮  ෇ฑ ೯൤ಡ ෭ನ๺ ෈ೕഓ ಉತ౭ ನ౬ අಂൽಡ ಞ൐๭ർಗ ෭ನ๺ ෈ೕഓ z z z z 
೯൤ಡ ෭ನ๺ ෈ೕഓ ಉತ౭ ನ౬ ದ ๸තಣბ ෇ฑ ಈಗ ಡ ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ๼ಂൽನ ಫย൞ಂಶವඝ౬  චನඪ๭ಆ ౶ั , z k 
කโ ಈ ඛൽბಷౣ  งಪದย౵  ಪഷಯ෎౽ದ ไತ౨ ವඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ವ ಅಗತ౲ เං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಈ ඛൽბಷౣ  งಪದย౵  ಸರัೕಕคಸฤ ಪ౳ ಯൟ౬ ๵ೕಣ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ಡ ෇ฑ ಡ ಒಂൿ ಅಂಶವඝ౬  ಇย౵ ಂದ ಇඣ౬ ಂൿ ಅಂಶವඝ౬  ຄಂൽං౪ ೕๅ ಈ ಅ෗ವ౲ ౾౨  z z 
ಆದ౪ คಂದ කโ ෇ฑ ಡ ಎರഴ ಪഖౣ  ಮൡ౨  ෭ನ๺ ಆม౮  ෇ฑ ෭ನ๺ ෇ฑ ಆม౮  ಮൡ౨  ඦತರ ಪ౵ ๺ ෥ി z z z z 
ಆม౮  ๲ౙ ౷ ೕฑ ಮൡ౨  ಇತರ ಪದಗำ ෈ೕഓ ෇ฑ ෇ฑ ෈ೕഓ ಪ౵ ๺ ෥ി ෈ೕഓ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಆಜൿ౪  ಇൿ ಡ z z k 
ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಈಗ කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ  ෇ฑ zz 
ಆದ౪ คಂದ ಆม౮  ෇ฑ ೯൤ಡ ෈ೕഓ ෇ฑ ෭ನ๺ ෇ฑ ಆม౮  ಪ౵ ๺ ෈ೕഓ ಆಜฆವ ನ ಞ൏ಂಕವඝ౬  ๸෽ೕ೧ಸฤz z 
ಪ౳ ಯൟ౬ ๭ ಮൡ౨  කโ ಎม౵  ๭౩ ฃಂಕಗಳඝ౬  ๸ಗ౳ ๼๵ೕಣ ෥ി ಆม౮  ๲ౙ ౷ ೕฑ ೯൤ಡ ෥ി ෈ೕഓ ๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ಃ 
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ಇൿ ๒ನ౲ ಃౙ  ಸ෥ನ฿ಜฆತ౨ ං ಇൿ ๭ ඦತಹ ನಮ౱  ๭౩ ರ฿ಜฆತ౨ ං ಇൿ ౽൐๭ಆำ౶ ತ౨ ං  ๼ಂൽನದರย౵  ಈಗ ಄ಂದ౳  d 
෈ಂൿโ ಆม౮  ಪ౵ ๺ ෈ೕഓ 2 คಂದ ෎ชඞ ಅಲ౵  
ಆದ౪ คಂದ කโ ා ෇ฑ ෭ನ๺ ಆม౮  ෇ฑ ෈ೕഓ ෇ฑ ಅඝ౬  2 ෭ನ๺ ෇ฑ ಆม౮  ಪ౵ ๺ ෈ೕഓ 2 คಂದ z z z z 
ඣೕഴ൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಅದඝ౬  ಈಗ ๭౩ ರ ๭ ಎಂൿ ಕฉ෽ೕಣ ಇൿ ไತ౨ ವඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ๻ಜದ౪ ย౵  ෥ತ౳  ಇൿ 
ನౘತ౳ ಗಳ ไತ౨ ವඝ౬  เವค๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ನಮ౱  ๭౩ ರ฿ದ කഡ ๲ౙ ౷ ೕನბ ෥ഴ౲ ಲ๭౛ ಂತ ಕല෫෵ದ౪ ฉ ෥ತ౳  ಇย౵  c z z 
කഡ ಇย౵  ಆม౮  ಪ౵ ๺ ෈ೕഓൽಂದ ಎರಡคಂದ ඛೕಡมಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಆม౮  ೯൤ಡ ෈ೕഓ ಎರഴ තಣბ฿ಜฆತ౨ ං  ಚದರ 
ಆದ౪ คಂದ කโ ຄಂൽං౪ ೕๅ 
ಆದ౪ คಂದ ಆม౮  ಪ౵ ๺ ෈ೕഓದ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಜಂತ ಕല෫ ಎರಡคಂದ ಇലೕ ೓ಕโ ෥ി ಆม౮  ๲ౙ ౷ ೕฑ ಪ౵ ๺ ෥ി c ccs 
෈ೕഓ ๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ಎಂ්ದඝ౬  චನඪ๭ಆ ౶ั  ಮൡ౨  ಎม౵  ಅ෗ವ౲ ౾౨ ಡ කโ ಎರಡคಂದ ූಜ๭ං౪ ೕๅ k 
ಆದ౪ คಂದ ๼ೕಡ ಮൡ౨  ඦತರ ಇൿ ಕല෫  ಒಂದคಂದ කฤౙ  ෥ി ಆม౮  ๲ౙ ౷ ೕฑ ෥ി ෈ೕഓ ๲ౙ ౷ ೕฑ ೯൤ಡ ಆม౮  c 
෈ೕഓ ෇ฑ ೯൤ಡ ಆม౮  ෇ฑ ෈ೕഓ ಈಗ ಈ ಅಸ෥ನ൤ಯඝ౬  ಸರಳತั๭ ඦತರ කโ ಎರഴ ෇ค ಆม౮  ๲ౙ ౷ ೕฑ 
෥ി ಆม౮  ๲ౙ ౷ ೕฑ ಮൡ౨  ಎರഴ ෇ค ෥ി ෈ೕഓ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಅඝ౬  කโ ຂำโದ౾ౙ ಂತ ಕല෫ ෭ನ๺ ಃ ಪഷ෷൤౨ ೕๅ  
ಬಲಣ  ಬൽಯย౵  කโ ෭ನ๺ ෥ി ಆม౮  ๲ౙ ౷ ೕฑ ෭ನ๺ ෥ി ෈ೕഓ ๲ౙ ౷ ೕฑ ಅඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಆม౮  ෈ೕഓ 
෇ฑ ೯൤ಡ ಆม౮  ෇ฑ ෈ೕഓವඝ౬  ಈಗ ಎರവ ಬൽಡ ෭ನ๺ ೉ກ౬ ෵ಂದ ಞ൐๭ർಗ කโ คವ๺ბ ಅಸ෥ನ൤ಯඝ౬  
ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಅൿ ಆม౮  ෭ನ๺ ෈ೕഓದ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಆಜฆವ ๸තಣბ ೓ಕโ ಒಂದ౾ౙ ಂತ ಕല෫ ಇฆತ౨ ං ತඩ౭ ಜ ಇൿ 
ಎರഴ ಃ ಜಂತ ಎರഴ ಕല෫෴ಜං 
ಆದ౪ คಂದ ಈ ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๭ർಗ ಬಯ๭ದ ಫย൞ಂಶ ಮൡ౨  ಆม౮  ෈ೕഓ ಃ ๭౩ ฃಂಕಗำ ಇದඝ౬  තซ๭ದฉ z 
කโ ไತ౨ ವඝ౬  ಪഷ෷൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಈ ඛൽბಷౣ  ಸ෦ೕಕರಣൽಂದ කโ ไತ౨ ವඝ౬  ಪഷർಗ ಆม౮  ෈ೕഓ ಃ ൣඪ౨ ಪലಸ෎ಀ 
ಎಂൿ ಇൿ ൟೕ෥ბඛ๯ತ౨ ං  ಈ ๭౩ ൟ෷ කඝ ඛಮಡ ಃಲโ ಸರಳ฿ದ ฿౲ ෴ಮಗಳඝ౬  ඛೕഴ൤౨ ೕච, ಅย౵  ಈ z 
ಸ෦ೕಕರಣವඝ౬  තซ๯ತ౨ ං ಎಂൿ ූเ๵ೕಣ, ಅย౵  ಆม౮  ಮൡ౨  ෈ೕഓ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲  ಮൡ౨  ಃ ಧකತ౱ ಕ ජಜ 
๸ಒ౲ ෴ಜൿ౪  ಅൿ ಒಂದ౾ౙ ಂತ ෗ನ౬ ฿ಜฆತ౨ ං, ඦತರ ಅൿ ไತ౨ ವඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಮൡ౨  ಇඣ౬ ಂൿ ฿౲ ෴ಮโ 
๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯඝ౬  ಪ౳ ൟඛඌ๯ತ౨ ං ಎಂൿ කโ ൧ೕคಸಬ๾ൿ.  ವൡბಲದย౵  ಇฆವ ಆม౮  ಇൿ  x naught y 

ನย౵  ಄ಂൽ౳ ೕಂತ฿ಜฆವ ไತ౨ ฿ಜං ಎಂൿ ಗಮඛ๭ ಮൡ౨  ಆม౮  ไತ౨ ದ ෬ว ಇฆತ౨ ං ಮൡ౨  ಆม౮  ෇ฑnaught r le 
ಒಂದคಂದ ಆม౮  ෇ฑ ಇඣ౬ ಂൿ ไತ౨ ದ ෬ว ಇฆತ౨ ං ಆದฉ ಄ಂದ౳ โ ಒಂඃ ಆದฉ ൟ౳ ಜ౲ โ කฤౙ  ೓ಕ฿ಜං ඦತರ r 

කഡ ๲ౙ ౷ ೕನბ ෥ഴ౲ ಲ๺ ಅඝ౬  ๲ౙ ౷ ೕฑ ಮൡ౨  ಎರಡคಂದ ಎರಡคಂದ ඛೕಡมಞತ౨ ං ಎಂಬ ಷರൟ౨ ನ ೯൤ಡ කโ z r 
ඛಧბคಸಬ๾ൿ  ಆม౮ ದ ෰ಲ౲  
ಆದ౪ คಂದ කඝ ಉತ౨ ರವඝ౬  ಬฉ෷൤౨ ೕච 
ಆದ౪ คಂದ ದಯเഖౣ  ಅದඝ౬  ಪค๏ೕย๵ೕಣ, කโ ෮ದฤ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ ವ౲ ವ๲౩ ಯඝ౬  ಪคಚ෵๭ං౪ ೕๅ, ಅย౵  
කโ ಪ౵ ๺ ౽෴ბಚರൕಯඝ౬  ಮൡ౨  ಉತ౭ ನ౬ ದ ౽෴ბಚರൕಯඝ౬  ಪคಚ෵๭ದ ඦತರ කโ ๸౾ೕಣბದ ෥ഴ౲ ಲ๺ 
ಏචಂൿ ಪคಚ෵๯൤౨ ೕๅ ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಯ ๸ಒ౲  ಮൡ౨  ๸෽ೕಗ ಮൡ౨  ඦತರ කโ ಹಲ฿ฆ ಅಸ෥ನ൤ಗಳඝ౬  
ಅಧ౲ ಯನ ෥ലං౪ ೕๅ ඦತರ කโ ಏಕ൤ಯ ඡ ෩ಲ ಮൡ౨  ಅದರ ಆඋರದ ෬ว ಹಲ฿ฆ ಞಣಲౘಣಗำ ಮൡ౨  n 
ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  ಅಧ౲ ಯನ ෥ലං౪ ೕๅ, ඛൽბಷౣ ฿ಜ කโ ಏಕ൤ಯ ಘನ෩ಲ ಮൡ౨  ಹಲ฿ฆ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  
ಅದರ ಆඋರದ ෬ว ಮൡ౨  ಅದರย౵  ಆචಯದඝ౬  ಅಧ౲ ಯನ ෥ഴ൤౨ ೕๅ.  ಉಪක౲ ಸದย౵  කโ ಸರಳ ชಒಯ 
ವಲಯಗ฼ತಹ ಹಲ฿ฆ ೦౲ ෦ൟೕಯ ವ๯౨ ಗಳඝ౬  ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದย౵  ຂಡ ಪ౳ ൟඛඌಸಬ๾ൿ ಎಂ්ದඝ౬  
ಚ೉ბ๯൤౨ ೕๅ ಮൡ౨  ಇൿ ಒಂൿ คೕൟಯ เವರൕಯඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං ෴โඃ ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ๸౾ೕಣბ 
ಸಮತಲದย౵  ಅคൡಆಳ౶ ಬ๾ൿ ಮൡ౨  ๸౾ೕಣბ ಸಮತಲದย౵ ನ ಸಮ๲౲ ಗಳඝ౬  ೦౲ ෦ൟೕಯ ಸಮ๲౲ ಡ ವಛბ෵ಸಬ๾ൿ 
ಮൡ౨  ಇൿ เ෗ನ౬  ඁ๞ౣ ಆೕನದย౵  ಸಮ๲౲ ಯඝ౬  ಪคಹคಸฤ ಒಂൿ คೕൟಯ ๬౷ ൪ತ౳ ౲ ವඝ౬  ඛೕഴತ౨ ං 
ಆದ౪ คಂದ කโ ನಮ౱  ಉಪක౲ ಸಗಳඝ౬  ಆචತั๯൤౨ ೕๅ  ๸౾ೕಣბ ๸ಒ౲ ಗำ ಧನ౲ ฿ದಗำ 
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