
 हैलो छाũो ं, िपछले ʩाƥान मŐ जिटल संƥाओ ंपर ʩाƥान मŐ आपका ˢागत है हमने 
िवशेष ŝप से एकता की घन जड़ो ंमŐ एकता की जड़ पर सम˟ाओ ंपर चचाŊ की, मुझे उस अंितम पįरणाम को याद करने दŐ  nth 
िजसकी हमने कƗा मŐ चचाŊ की थी 
िक यिद कोने के साथ एक समबाŠ िũभुज है एबीसी जो वामावतŊ िदशा मŐ उɉुख है तो यह िनɻिलİखत समीकरण को संतुʼ करता है t 
जो िक एक ɘस ओमेगा बी ɘस ओमेगा वगŊ सी बराबर शूɊ है जहां ओमेगा एकता का घनमूल है और यिद यह समबाŠ िũभुज है यिद 
और केवल अगर यह इस समीकरण को संतुʼ करता है  साथ ही यह दूसरे समीकरण को संतुʼ करता है जो एक वगŊ जोड़ बी वगŊ ɘस सी
वगŊ एबी ɘस बीसी ɘस सीए के बराबर है आइए हम एक साधारण सम˟ा करते हœ टी िशखर के साथ िũभुज बनŐ आइए हम इसे जिटल 
संƥाओ ंमŐ के ŝप मŐ कॉल करŐ  z1 z2 z3 
गुण है िक उनके मापांक समान हœ और उनका योग 0 है तो हमŐ यह िदखाना होगा िक एक समबाŠ िũभुज है,t 
 इसिलए हमŐ जो िदया गया है वह 
समान पįरमाण के तीन शीषŊ हœ और उनका योग शूɊ होता है जो लगभग एकता गुण के घनमूल के बराबर होता है लेिकन हम जो जानते 
हœ वह है एकता का घनमूल उनका मापांक इतना बराबर जो एक है लेिकन यहाँ यह नही ंकहा जाता है िक यह केवल िदया गया है मापांक 
समान होते हœ िजɎŐ हम नही ंजानते हœ िक यह इकाई वृȅ पर İ̾थत है या इकाई वृȅ से अिधक है,
 इसिलए आइए कʙना करने का Ůयास करŐ  िक हमŐ Ɛा िदया गया है Ɛोिंक उनके मापांक समान हœ
 इसिलए वे कुछ िũǛा वाले एक वृȅ पर İ̾थत हœ िजसे 
हम कॉल कर सकते हœ  यह के ŝप मŐ हैr 
 इसिलए वे सकŊ ल एक दो तीन पर िवतįरत िकए जाते हœ जो हमŐ िदया जाता है िक उनका योग शूɊ है इस समीकरण से िदया z z z 
गया है कारक इन तीन जिटल संƥा शूɊ का योग है यिद हम संयुƵन लेते हœ तो भी यह है  एक ही समीकरण को संतुʼ करने के िलए जा
रहे हœ,
 इसिलए संयुƵन अभी भी 0 है और इसका मतलब है िक यह बार ɘस दो बार ɘस तीन बार यह शूɊ के बराबर है अब z 1 z z 
इस तȚ का उपयोग करŐ  िक उनके मापांक बराबर हœ
 इसिलए हम िवभािजत कर सकते हœ आधुिनक वगŊ Ȫारा िवभािजत करŐ  यिद हम एक वगŊ से िवभािजत करते हœ तो यह मान z1 mod z 
वैसे भी है यह दो वगŊ के साथ-साथ तीन वगŊ के बराबर है तो हम यहां एक बार को एक वगŊ से िवभािजत mod z mod z z mod z 
करते हœ िजसे एक के ŝप मŐ िलखा जा सकता है जेड वन बार ɘस जेड टू बार मॉड जेड वन ˍायर से िवभािजत होता है जो मॉड z 
जेड टू ˍायर के समान होता है
 इसिलए इसे जेड टू गुणा जेड टू बार ɘस जेड 3 बार के ŝप मŐ जेड 3 से जेड 3 पावर मŐ िवभािजत िकया जा सकता है यह बराबर है  0.
 तो हम िनɻिलİखत समीकरण पर पŠँचते हœ जो एक बटा एक जोड़ एक बटा दो जोड़ एक बटा तीन यह शूɊ के बराबर है औरz z z 
हम 
इस कारक के िलए एक सामाɊ गुणक के ŝप मŐ के कारक से गुणा कर सकते हœ तो हम िनɻिलİखत समीकरण पर z1 z2 z3 
पŠंचते हœ, हम यहां दो तीन Ůाɑ करते हœ,z z 
 इसिलए हम इस समीकरण को उस कारक से गुणा करते हœ जो एक दो तीन है, हम िनɻिलİखत समीकरण पर पŠंचते हœ यह z z z 
शूɊ के बराबर है इसे समीकरण एक के ŝप मŐ कॉल करŐ  और िफर से  िदए गए समीकरण मŐ हमारे पास एक जमा जमा z z 2 z 3
का मान 0 है तो इसका वगŊ लŐ  ई जो िफर से 0 है इसका मतलब है िक िवˑाįरत हमŐ अिभʩİƅ सेट 1 वगŊ ɘस जेड दो वगŊ ɘस जेड 
तीन वगŊ ɘस गुणनखंड िमलता है जो दो गुना है जेड एक जेड दो ɘस जेड 2 जेड 3 ɘस जेड 3 जेड 1 यह 0 के बराबर है और 
समीकरण से  1 यह गुणनखंड 0 है तो हम पाते हœ िक एक वगŊ जमा दो वगŊ जमा तीन वगŊ शूɊ है आइए हम इसे समीकरण दो z z z 
के ŝप मŐ कहते हœ समीकरण एक और दो से हम देखते हœ िक एक वगŊ जमा दो वगŊ जमा तीन वगŊ यह है जमा z z z z1 z2 z2 

जमा के बराबर अब हम उस Ůˑाव को याद करते हœ िजसे हमने पहले सािबत िकया था िक यिद आपके पास शीषŘ वाला z3 z3 z1 
िũभुज है तो यह समबाŠ िũभुज है यिद और केवल यिद यह समीकरण को संतुʼ करता है जो एक वगŊ ɘस बी वगŊ ɘस है  वगŊ बराबरc 

जमा जोड़ इस पįरणाम से हम पाते हœ िक समबाŠ िũभुज हैab bc ca t 
 इसिलए हमने दी गई सम˟ा को सािबत कर िदया है िक यिद एक दो तीन इस समीकरण को संतुʼ करते हœ तो हमने सािबत z z z 
िकया िक यह एक समबाŠ िũभुज है आइए हम ओए एक और सम˟ा है िजसकी समान धारणा है िक हमŐ तीन जिटल संƥाएं जेड d  
एक जेड दो जेड तीन इस तरह दी जाती हœ िक िजनके मापांक एक के मान के बराबर हœ और उनका योग शूɊ के बराबर नही ंहै, लेिकन 
उनका वगŊ योग शूɊ के बराबर है  एक वगŊ जोड़ दो वगŊ जोड़ वगŊ 0 के बराबर है तो हमŐ यह िदखाना होगा िक िकसी भी z z z 3 
पूणाōक के िलए 2 से बड़ा या उसके बराबर n 
िनɻिलİखत ʩंजक पर िवचार करŐ  जो िक घात जमा से घात जमा घात है इसके पįरमाण की गणना करŐ  जो z 1 n z n z 3 n 
हमेशा या तो 0 तीन ठीक होगा तो आइए हम इस पįरणाम को सािबत करने का Ůयास करŐ ,r 1 r 2 r 
 इसिलए पहला अवलोकन जो हम करŐ गे वह यह है िक जिटल संƥा एक वगŊ दो वगŊ तीन वगŊ अलग हœ मान लीिजए िक वे नही ंz z z 
हœ  अलग Ɛा होता है इसका मतलब है िक अगर हम कहŐ िक वगŊ वगŊ के बराबर है तो तुरंत धारणा से हम देखते हœ िक z 1 z 2 z 
तीन वगŊ घटा एक वगŊ का दो गुना है जो तुरंत का मापांक बताता है  वगŊ मूल ŝप से 2 है जो हमारी धारणा के s z z 3 s ose 
िवपरीत है िक तीन का मापांक एक ठीक हैz 
 इसिलए हम देखते हœ िक दी गई सİʃŵ संƥाएँ एक दो तीन अलग हœ और वे इकाई वृȅ पर İ̾थत हœ िजसका अथŊ है िक वे z z z 
समान नही ंहœ एक रेखा पर लेटŐ, िजसका अथŊ है िक हम एक िũ िũभुज को शीषŘ के साथ के ŝप मŐ रख सकते हœ और z1 z2 z3 
िपछला पįरणाम तुरंत बताएगा िक यह एक समबाŠ िũभुज है िजसका शीषŊ वगŊ वगŊ वगŊ है , मुझे िपछले पįरणाम को याद z1 z2 z3 
करने दŐ  जो हमने िदखाया था िक यिद पįरमाण समान हœ और उनका योग शूɊ के बराबर है, तो हमने िदखाया िक एक िũभुज िजसका 
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शीषŊ एक शूɊ दो तीन है, एक समबाŠ िũभुज बनाता है, अब हम देखते हœ िक इससे हम देखते हœ िक िũभुज िजसका शीषŊ z z t z 
एक वगŊ है  दो वगŊ तीन वगŊ एक समबाŠ िũभुज है और ȯान दŐ  िक एक और एक नोट कहते हœ, हम देखते हœ िक एक वगŊz z mod z 
और दो वगŊ वगŊ िजसका मापांक एक है तो जो  इसका मतलब है िक वे एक इकाई सकŊ ल पर झठू बोलते हœ और mod z mod z3 
संबंिधत िशखर हमŐ एक समबाŠ िũभुज को जɉ देते हœ िजसका अथŊ है िक जिटल संƥाओ ंको ओमेगा के माȯम से जोड़ा जा सकता है 
यानी हम एक शीषŊ को 120 िडŤी घुमाकर Ůाɑ कर सकते हœ जो िक घनमूल से गुणा होता है वगŊ के साथ एकता का और हम दूसरेz 1 
शीषŊ को Ůाɑ कर सकते हœ जो िक तीन वगŊ गुणा है और आगे ओमेगा को इस माũा मŐ ओमेगा वगŊ एक वगŊ कहते हœ,z z 
 इसिलए हम देख सकते हœ िक ओमेगा को ओमेगा शİƅ चार के ŝप मŐ िलखा जा सकता है, िजसका अथŊ है  एक ही ʩंजक को ओमेगा 
पावर फोर गुणा एक वगŊ के ŝप मŐ िलखा जा सकता है यहाँ हम इसे वैसे ही रखते हœ िफर हम देखते हœ िक दो z z 
इस तȕ के वगŊमूल Ȫारा िदया गया है जो हमŐ ɘस या माइनस देता है ओमेगा वगŊ एक और तीन ɘस है  माइनस ओमेगा z z r 
टाइʈ जेड वन अब याद करŐ  िक हम Ɛा गणना करना चाहते हœ हम जेड वन पावर एन ɘस जेड टू पावर एन ɘस जेड Ūी पावर एन के 
मूʞ की गणना करना चाहते हœ अब अिभʩİƅ टी की गणना करŐ   हैट जेड 1 पावर एनजेड टू पावर एन ɘस जेड 3 पावर एन यह 
बराबर है िक हम देखते हœ िक जेड 1 पावर एन को आमतौर पर िनकाला जा सकता है
 इसिलए हमŐ यहां 1 ɘस पीएसए माइनस ओमेगा ˍायर पावर एन िफर से ɘस आर माइनस ओमेगा पावर एन िमलता है।
 अब हमŐ इसके पįरमाण की गणना करने की आवʴकता है Ɛोिंक का मापांक एक हैz 
 इसिलए का मापांक एक शİƅ एक हैz n 
 इसिलए हम अंत 
मŐ िनɻिलİखत जिटल संƥा के पįरमाण की गणना करते हœ जो िक 1 ɘस आर माइनस ओमेगा पावर 2 पावर एन ɘस आर माइनस है।
 ओमेगा पावर एन इस Ůकार तुरंत हम कह सकते हœ िक यह तीन से कम या बराबर है लेिकन हमारा इरादा यह िदखाना है िक मान ठीक 
या तो 0 1 2 3 ठीक है, िजसका अथŊ है िक यह पूणाōक के अलावा कोई अɊ वाˑिवक संƥा नही ंलेगा जो शूɊ से तीन के बीच है
 इसिलए इसे आसानी से महसूस िकया जा सकता है Ɛोिंक हम देख सकते हœ िक िकसी भी मूʞ के िलए यह अिभʩİƅ बराबर होगी 
यानी ओमेगा पावर 2 एन ओमेगा पावर एन के बराबर होगी
 इसिलए हमारा सवाल यह है िक यह कब बराबर होगा  बराबर होगा जो केवल  ओमेगा पावर एक है तो इसका मतलब है िक hi n 
अगर मœ को पूणाōक मान 2 3 के ŝप मŐ लेता šं और इसी तरह जब यह 3 गुणक होता है तो आपको यहां वही मान िमलता है जो n 
ओमेगा पावर दो और साथ ही ओमेगा पावर आपको िमलेगा  वही मूʞ जो एक है, अɊथा आप हमेशा यहां िमलते हœ जो एक अलगn n 
तȕ है जो यहां है िक आपको ओमेगा वगŊ िमल सकता है उस İ̾थित मŐ आप यहां ओमेगा आर एक समान ŝप से Ůाɑ कर सकते हœ,
 इसिलए कोई समान तȕ नही ंहोगा यिद कई से अलग है  तीन तो इस अवलोकन के साथ हम देखते हœ िक हमŐ यहां केवल संभावना n 
िमलती है
 इसिलए संभावनाएं हœ ओमेगा ओमेगा वगŊ हमŐ 
माइनस ओमेगा वगŊ के साथ योग या ओमेगा की आवʴकता है
 इसिलए यिद मœ िफर से याद करने की कोिशश करता šं तो मœ केवल इस अिभʩİƅ मŐ से कुछ पर ȯान कŐ िūत कर रहा šं
 इसिलए यहां माइनस ओमेगा ओमेगा  वगŊ और अɊ संभावना माइनस ओमेगा माइनस ओमेगा ˍायर
 इसिलए इस संभावना के तहत आप देख सकते हœ िक उनका योग हमेशा एक पूणाōक होगा,
 इसिलए यिद मœ हर जगह एक को लेता šं तो उनका योग आसानी से सȑािपत कर सकता है िक उनका योग केवल 0 1 2 होगा और  3.

 इसिलए मœ इसे इस सȑापन के िलए एक अɷास के ŝप मŐ छोड़ देता šं आइए हम एक और सम˟ा करते हœ िनɻिलİखत अिभʩİƅ 
के मूʞ की गणना यहां िफर से करŐ  ओमेगा एकता का घनमूल है
 इसिलए हमŐ ɘस अिभʩİƅ के िलए मूʞ की गणना करनी होगी
 इसिलए गुणो ंको याद करने का Ůयास करŐ  ओमेगा का एक ɘस ओमेगा ओमेगा वगŊ है यह शूɊ है और ओमेगा शİƅ यिद यह तीन n 
का गुणक है तो घात तीन या तीन मŐ से तीन गुणक है तो आपको सामाɊ ŝप से एक िमलता है हम इसे ओमेगा शİƅ के ŝप मŐ िलखn 
सकते हœ जैसे िक तीन का गुणज है, िजसका अथŊ है िक शेष यिद मœ तीन शेष शूɊ से िवभािजत करता šं तो मान एक ओमेगा होता है n 
यिद आप तीन से िवभािजत करते हœ यिद शेष एक है तो आपको मान ओमेगा ओमेगा वगŊ िमलता है यिद शेष दो है जब हम को तीनn n 
से िवभािजत करते हœ ठीक है तो अब यहां कुछ पैटनŊ देखने की कोिशश करŐ  , अगर मœ अिभʩİƅ पर िवचार करता šं तो एक माइनस 
ओमेगा ˍायर यह माइनस ओमेगा के बराबर है और 1 ɘस ओमेगा ˍायर को िफर से माइनस ओमेगा से बदल िदया जाता है
 इसिलए हमŐ माइनस 2 ओम िमलता है  ईगा अगर मœ अगली अिभʩİƅ पर िवचार करता šं जो िक 1 माइनस ओमेगा ˍायर ɘस 
ओमेगा पावर 4 है जो ओमेगा के अलावा और कुछ नही ंहै तो जो िक एक माइनस ओमेगा ˍायर ɘस ओमेगा है , वैʞू िफर से एक ɘस
ओमेगा को माइनस ओमेगा ˍायर से बदल देती है
 इसिलए हमŐ माइनस दो ओमेगा ˍायर िमलता है अगर मœ अगली अगली अिभʩİƅ पर जाता šं जो तीन जमा छह है तो हम देखते हœ 
िक तुरंत यह एक है
 इसिलए सामाɊ अवलोकन एक शूɊ ओमेगा पावर एन ɘस ओमेगा पावर दो एन है तो हमŐ अिभʩİƅ एक िमलेगी यिद 
एन तीन का गुणक है और हमŐ शूɊ िमलता है 2 ओमेगा अगर बराबर है 1 मॉड 3 और घटा दो ओमेगा वगŊ यिद शेष पद दो है जब हमn 

को तीन से िवभािजत करते हœ तो इस अवलोकन के साथ अब उȋाद सरल हो जाता है तो अब हम Ɛा कर सकते हœ िक इस n 
अवलोकन से आप कर सकते हœ  लगातार तीन पदो ंको संयोिजत करŐ  िजसका अथŊ है िक पहले तीन पदो ंके उȋाद पर िवचार करŐ ,
 इसिलए पहला तीन टमŊ उȋाद जो हमŐ िमलता है वह है माइनस टू ओमेगा और अगला टमŊ दो ओमेगा वगŊ और वां है  ई अगला पद एक 
है

Pru
tor
@
IIT
K



 इसिलए मूʞ दो वगŊ है शेष ओमेगा Ɛूब है जो िक एक है यिद मœ तीन के दूसरे सेट को िफर से लेता šं तो आप इस अवलोकन से दो वगŊ 
Ůाɑ करने जा रहे हœ उȋाद का मूʞ िनɻिलİखत अिभʩİƅ Ȫारा िदया गया है मान लीिजए तीन का गुणज है तो हम तीन तीन पदो ंn 
को एक दूसरे से जोड़ सकते हœ और िफर वह उȋाद िजसे हम 2 वगŊ Ůाɑ करने जा रहे हœ 
और िजतनी बार आप को 3 से गुणा करने जा रहे हœ, ऐसा तब होता है जब तीन का गुणज होता है और जब को Ūी ɘस वन का n n n 
गुणज कहते हœ तो जब हम तीन तीन पदो ंको जोड़ते हœ तो हम एक पद छोड़ देते हœ जो उस पद से आएगा जो एक ऋण ओमेगा ɘस 
ओमेगा वगŊ है,
 इसिलए आपको जो अिभʩİƅ िमलती है वह दो वगŊ शİƅ है जो  Ɛा आप 3 से िवभािजत करते हœ, इसका भागफल लेते हœ और िफर 
एक और कारक है िजसे हमने तीन पदो ंमŐ संयोिजत नही ंिकया है जो माइनस टू ओमेगा है और यिद को 3 जमा 2 कहते हœ तो इसी n k 
तरह के तकŊ  के साथ हमŐ 2 वगŊ िमलता है  उसका भागफल बटा Ūी गुणा माइनस टू ओमेगा और माइनस 2 ओमेगा ˍेयर से है,t n 
 इसिलए अब इस एƛŮेशन को सरल करते Šए हमŐ Ůोडƃ फैƃर का मान िमलता है, आइए अब हम 
Ǜािमतीय वˑु का अȯयन करने का Ůयास करŐ  जो सीधी रेखा की तरह है और िफर हम इसके िलए जाएंगे  एक वृȅ तो पहले आइए 
चचाŊ करŐ  िक जिटल तल मŐ एक सीधी रेखा का समीकरण Ɛा है,
 इसिलए हम िदखाएंगे िक जिटल िवमान मŐ सीधी रेखा का समीकरण अʚा बार जेड बार ɘस अʚा जेड ɘस बीटा बराबर शूɊ से 
िदया जाता है जहां अʚा  एक गैर-शूɊ जिटल संƥा है और बीटा एक वाˑिवक संƥा होनी चािहए,
 इसिलए हम इसे Ůाɑ करते हœ,
 इसिलए कातŎय समɋय Ůणाली मŐ एक सीधी रेखा का सामाɊ समीकरण कुʥाड़ी ɘस बटा ɘस सी बराबर शूɊ Ȫारा िदया जाता है 
जहां एबीसी 
एक रेखा का Ůितिनिधȕ करने के िलए वाˑिवक संƥाएं हœ इस शतŊ को जोड़ने के िलए या तो या शूɊ नही ंहोना चािहए एक वगŊ a b 
जमा वगŊ शूɊ नही ंहोना चािहए का कोई भी जोड़ा इस समीकरण को संतुʼ करता है अब इस को कातŎय तल मŐ टŌ ेस करŐ  तोb xy xy 
हमŐ एक Ōː े  िमलता है के इस युƵ के िलए लाइन अब हम एक सİʃŵ संƥा को जोड़ सकते हœ जो िक है, मान लीिजए िकxy ght x 

बराबर जमा है तो को जमा बार बटा 2 और को घटा बार बटा 2 िदया जाता है।z x iy x z z y z z 
 अब मुझे याद है िक हमने जो िकया है, हम कातŎय तल मŐ तȕो ंके युƵ का सİʃŵ संƥा से Ůाकृितक जुड़ाव कर रहे हœ,
 इसिलए कातŎय तल मŐ तȕ की एक जोड़ी को देखते Šए हम सİʃŵ संƥा को जोड़ते हœ जो िक ɘस है तो हम हœ  यह देखनेxy x i 
मŐ सƗम है िक यह Ɛा है और और बार के संदभŊ मŐ अब Ɛा है यिद तȕ की जोड़ी वे एक सीधी रेखा मŐ İ̾थत हœ तो x z z y xy 
यह इस समीकरण को संतुʼ करता है, इसका मतलब है िक हमŐ एक बार ɘस बार 2 से िमलता है ɘस बी बार जेड ɘस जेड बारz z 
जेड माइनस जेड बार बटा 2 आई ɘस सी शूɊ के बराबर है और िसफŊ  जेड बार के िलए गुणांक को िमलाकर हम देखते हœ िक यह एक 
ɘस आईबी बटा 2 और जेड गुना माइनस आईबी बाय टू ɘस सी गुना शूɊ है।
 अगर हम अʚा को यह संƥा मानते हœ तो हम आगे सरल कर सकते हœ मान लीिजए अʚा को माइनस आईबी के ŝप मŐ दो से बदलŐ 
तो हमŐ जेड बार को अʚा बार ɘस अʚा जेड ɘस सी के बराबर शूɊ से गुणा िकया जाता है Ɛोिंक एक वगŊ ɘस बी वगŊ शूɊ नही ं
है, िजसका अथŊ है िक मॉड अʚा गैर-शूɊ है जो िक अʚा है  एक गैर शूɊ जिटल संƥा है और जहां सी एक और नोड है, अवलोकन
 इसिलए है यिद मœ संƗेप मŐ अʚा एक शूɊ शूɊ जिटल संƥा है और सी एक वाˑिवक संƥा है तो हमŐ िनɻिलİखत समीकरण िमलता 
है जो जिटल िवमान मŐ सीधी रेखा का वणŊन करता है।
 पूछŐ  िक इस रेखा की ढलान Ɛा है और यिद आप 
दी गई रेखा की ढलान पर िवचार करते हœ जो िक कुʥाड़ी ɘस बटा ɘस सी बराबर 0 है तो हमŐ ढलान िमलता है Ɛोिंक यह एम के ŝप
मŐ माइनस ए बटा बी है तो आप मानते हœ िक बी गैर-शूɊ है तो हम कर सकते हœ  अʚा के संदभŊ मŐ इस समीकरण के ढलान को आसानी
से Ůाɑ करŐ ,
 इसिलए समीकरण की ढलान ढलान हमŐ चािहए Ɛोिंक अʚा इस Ůकार है तो अʚा ɘस अʚा बार Ȫारा Ůाɑ िकया जा सकता है 
और बी अʚा बार माइनस अʚा Ȫारा िदया जाता है।
 
देख सकते हœ िक ढलान एम को अʚा ɘस अʚा बार Ȫारा अʚा माइनस अʚा बार से िवभािजत िकया गया है,
 इसिलए इस मानक समीकरण से कोई भी आसानी से सीधी रेखाओ ंके गुण Ůाɑ कर सकता है जैसे िक जब दो सीधी रेखाएं समानांतर 
होगंी और साथ ही साथ लंबवत रेखाओ ंका अȯयन करŐ  यह सीधी रेखा के संगत गुणांको ंका अȯयन करके िकया जा सकता है , मœ इसे 
एक अɷास के ŝप मŐ देता šं िक हमŐ दो सीधी रेखाएं दी जाती हœ, ये दो रेखाएं समानांतर होती हœ यिद और केवल यिद आप काटőिशयन मŐ
याद करते हœ तो यह इस समीकरण को संतुʼ करता है समɋय Ůणाली आप दो लाइनो ंके इन ढलानो ंको लेते हœ मान लीिजए िक एम एक 
लाइन के िलए एक ढलान है एम दो लाइन दो के िलए एक ढलान है यिद एम एक एम दो के बराबर है तो आप कहŐगे िक दो लाइनŐ 
समानांतर हœ अब हम समान हो रहे हœ इसके िलए वह अʚा 1 बार अʚा 1 है िजसे आप जिटल िवमान के Ůकार मŐ िकसी Ůकार की 
ढलान के ŝप मŐ मानते हœ यिद वे बराबर हœ तो आप पाते हœ िक यह समानांतर है और इसी तरह हमारे पास एक अɊ एƛŮेस है  आयन 
लंबवत का वणŊन करने के िलए
 इसिलए हम कहते हœ िक दो रेखाएँ लंबवत हœ यिद और केवल यिद यह ढलान कारक िजसे हम अʚा Ȫारा एक बार अʚा Ȫारा 
िनŝिपत करते हœ, तो अनुपात ɘस दूसरा ढलान कारक उनका योग शूɊ के बराबर होना चािहए तो हम कहते हœ िक ये दो रेखाएँ  लंबवत
हœ तो आइए हम जिटल िवमान मŐ एक सकŊ ल के समीकरण का अȯयन करने का Ůयास करŐ , 
इसिलए हमने जो अȯयन िकया वह सबसे सरल है जो िक यूिनट सकŊ ल है िजसे जिटल िवमान मŐ एक के बराबर मॉड्स Ȫारा विणŊत िकया 
गया है,
 इसिलए िũǛा िनिʮत है जो एक है तो  आप उन िबंदुओ ंका पता लगाते हœ जो हमŐ कŐ ū 0 के ŝप मŐ िमलते हœ और िũǛा 1 है और यिद 
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हम एक पैरामीिटŌ क समीकरण के ŝप मŐ िलखने की कोिशश करते हœ तो हमŐ 
िसस थीटा के बराबर िमलता है जो िक कोस थीटा है और थीटा के साथ मœ पाप थीटा 0 से 2 और के मापांक से िभɄ होता है  z pi z 
एक है अगर मœ समान ŝप से कŐ ū को मूल और िũǛा के ŝप मŐ मानता šं जो िक आर के बराबर मॉड जेड Ȫारा विणŊत है और यहां 
आपको आरआर के बराबर जेड के ŝप मŐ पैरामीटरकरण िमलता है और सीआईएस थीटा जहां थीटा शूɊ से पीआई मŐ िभɄ होता है,
 इसिलए थी मŐ  मामले मŐ हम इसे कहते हœ Ɛोिंक यह कŐ ū के साथ एक सकŊ ल है िजसकी 
उȋिȅ िũǛा के साथ होती है, अब कोई पूछ सकता है िक इस जिटल िवमान मŐ एक सामाɊ सकŊ ल समीकरण का वणŊन कैसे िकया r 
जाए,
 इसिलए यिद हम इसे यहां कहते हœ तो हम जो दो मामले देखते हœ वह यह है िक यह है िवशेष ŝप से मूल पर कŐ िūत है,
 इसिलए यहां कहŐ िक कŐ ū िनिʮत है और जो कुछ भी हमने मंडिलयो ंका वणŊन िकया है, वे केवल िũǛा िभɄ होते हœ यिद मœ िकसी 
सामाɊ का वणŊन करने का Ůयास करता šं िजसका अथŊ है िक मुझे कŐ ū को िकसी अɊ ̾थान पर ले जाने की आवʴकता है, तो मेरी 
Ŝिच यह बताने के िलए है िक Ɛा होगा  सकŊ ल समीकरण अगर मœ िवमान मŐ िकसी भी िबंदु पर िवचार करता šं तो हमŐ कŐ ū के ŝप मŐ z
शूɊ कहते हœ और हमŐ िũǛा को कहते हœ, इसके िलए समीकरण Ɛा है, हमने ऐसी ही एक ऐसी ही सम˟ा देखी है जो िसफŊ  यह r 
कहती है िक हमŐ इस िवशेष को ̾थानांतįरत करने की आवʴकता है मूल के िलए ऐसा है जैसे अगर मœ शूɊ से िशɝ हो जाता šं तो z 
पूरे िबंदु इस तरह से आगे बढ़ने वाले हœ िक कŐ ū िũǛा के साथ मूल है, िजसका अथŊ है िक जो हो रहा है वह बस 
एक सकŊ ल का सामाɊ समीकरण साकार हो सकता है  एड के ŝप मŐ केवल पूरे को िदए गए सकŊ ल को Ȫारा ̾थानांतįरत करŐ , अब z 
हम इसे मूल मŐ ̾थानांतįरत कर चुके हœ और हमने यहां जो वणŊन िकया है वह यह है िक यिद कोई सकŊ ल मूल के ŝप मŐ कŐ ū के साथ है तो
इसे इस पैरामीटर मŐ िदया गया है अब मœने अपना सकŊ ल ̾थानांतįरत कर िदया है अब इस वृȅ को Ȫारा पįरचािलत r cis theta 
िकया जाता है, जो यह कहने के समान है िक घटा का मापांक है, थीटा शूɊ से दो अब आइए हम इस समीकरण को z z r s pi 
िफर से देखŐ , वृȅ का सामाɊ समीकरण हम माइनस के मापांक को के बराबर िलख रहे हœ, अभी मœने इसे चुकता िकया है यह z z r 
कुछ भी नही ंहै, लेिकन सरल संकेतन के साथ है, जो िक हम कहते हœ िक z naught as x naught plus iy naught 
और आइए हम इस समीकरण को के ŝप मŐ संतुʼ करने वाले मनमाना िबंदु पर िवचार करŐ ।x z 
 ɘस तो माइनस नॉट ˍायर का मापांक माइनस नॉट द फुल ˍायर ɘस माइनस पूरा ˍायर i z z x x y y naught d 
बराबर वगŊ Ȫारा िदया जाता है, तो इस समीकरण से यह ˙ʼ है िक कॉ̱ɘेƛ नंबर से r 
काटőिशयन ɘेन के समतल से जुड़ाव हम देखते हœ िक यह जो भी समीकरण है जो एक वृȅ के सामाɊ समीकरण का वणŊन करता है तो 
आइए हम इस समीकरण की और जाँच करŐ  तािक ːार को िफर से माइनस नॉट Ůोडƃ के ŝप मŐ माइनस नॉट बार के z z z z 
साथ िलखा जा सके,
 इसिलए यह Ůȑेक है  एक संयुƵन जो वगŊ है और जो हमŐ ʩंजक के ŝप मŐ िमलता है जो िक गुणा बार है और अɊ शɨ r z z z 
गुणा शूɊ बार घटा बार शूɊ ɘस शूɊ वगŊ ऋण वगŊ 0 के बराबर है।z z z mod z r 
 तो अब यह थोड़ा िदखता है दशŊको ंको सामाɊ इस अथŊ मŐ कहŐ िक हम देख सकते हœ िक फॉमŊ का समीकरण बार माइनस zz zz 
नॉट बार माइनस बार जेड नॉट ɘस योग सी बराबर शूɊ है, जो िनɻिलİखत शतŊ के साथ Ůदान िकए गए एक सकŊ ल को दशाŊता है z 
इसिलए समीकरण हमŐ इसे कहते हœ  जैसा िक कहते हœ िक एक सकŊ ल का वणŊन करता है यिद केवल हमŐ पर ȯान कŐ िūत करने की cc 
आवʴकता है तो कुछ भी नही ंहै, लेिकन मॉड नॉट ˍायर माइनस ˍायर है अब बस वापस टŌ ेस करŐ  हमŐ बस इस शɨ की c z r 
आवʴकता है एर वगŊ 0 से अिधक होना चािहए जो िक कŐ ū के साथ सामाɊ सकŊ ल को Ůाɑ करने के िलए आवʴक है Ɛोिंक z 
िũǛा के साथ शूɊ है,
 इसिलए यहां सी को इस अिभʩİƅ Ȫारा दशाŊया गया है और हम देखते हœ िक इस आर वगŊ से आर वगŊ मॉड जेड Ȫारा िदया गया है शूɊ
वगŊ माइनस सी इस Ůकार शूɊ से अिधक होना चािहए जो िक सी एक वाˑिवक संƥा है जो मॉड जेड से कम है, शूɊ वगŊ ठीक है,
 इसिलए यिद मœ संƗेप मŐ बताता šं िक सकŊ ल के समीकरण को दशाŊता है बशतő सी इस İ̾थित को संतुʼ करता है तो ठीक है अगर सी इस
शतŊ को पूरा करता है तो  हम कह सकते हœ िक यह समीकरण शूɊ पर कŐ िūत वृȅ का वणŊन करता है , लेिकन हमŐ िũǛा Ůाɑ करने z 
के िलए हेरफेर करने की आवʴकता है जो िक है, आइए हम एक साधारण सम˟ा पर चचाŊ करŐ  मान लीिजए िक सभी जिटल r 
संƥाओ ंका सेट कुछ िनिʮत अʚा और बीटा और एक İ̾थरांक के िलए इस समीकरण को संतुʼ करता है।

तब यह वृȅ का Ůितिनिधȕ करता है यिद और केवल यिद अʚा और बीटा से दूरी िजसका वगŊ दो से कम होना चािहए, तो   k k 
आइए हम इस पįरणाम को सािबत करने का Ůयास करŐ  मान लीिजए िक एक जिटल संƥा इसे संतुʼ करती है समीकरण िफर मॉड जेड 
माइनस अʚा ˍायर ɘस जेड माइनस बीटा पूरा वगŊ यह के बराबर है तो यह जेड माइनस अʚा गुणा जेड बार अʚा बार ɘस जेड 
माइनस बीटा उȋाद जेड माइनस बीटा के साथ पूरे बार के बराबर है जो िक के बराबर है िपछले पįरणाम को याद करŐ  हमŐ एक सकŊ ल 
का Ůितिनिधȕ करने की आवʴकता होगी िजसे हमŐ इस िवशेष ŝप मŐ Ůाɑ करने की आवʴकता है,
 इसिलए आइए हम इस िवशेष ŝप मŐ सरल बनाने का Ůयास करŐ  तािक हमारे पास जेड बार जेड बार एक कारक यहां से एक और 
कारक है यह अिभʩİƅ
 इसिलए हमŐ बार मŐ बार और माइनस अʚा बार माइनस बार अʚा और िफर ɘस मॉड अʚा ˍायर और अɊ शɨ z z z z 

बीटा बार बार बीटा ɘस मॉड बीटा ˍायर मŐ दो बार िमलता है यह के बराबर है और अब हमारे पास है  बारz z k zz 
 इसिलए के गुणांक को संयोिजत करने का Ůयास करŐ  जो िक अʚा बार ɘस बीटा बार माइनस बार अʚा ɘस बीटा है और हमŐz z 
सभी İ̾थरांक मॉड अʚा ˍायर ɘस मॉड बीटा ˍायर माइनस यह शूɊ के बराबर है यह सी की तरह हमारा İ̾थरांक है जो k 
िदखाई देता है  िपछले एक मŐ अब कŐ ū िबंदु अʚा ɘस बीटा 2 के अलावा कुछ भी नही ंहै,d 
 इसिलए हम देखते हœ िक जेड बार से जेड बार माइनस जेड अʚा बार बीटा बार 2 माइनस जेड बार अʚा ɘस बीटा 2 से और अब 
हम इसे िनरंतर सी कहते हœ यह एक सकŊ ल का Ůितिनिधȕ करेगा यिद और केवल अगर ऐसा है तो यह ːार सकŊ ल का वणŊन करता है 
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यिद और केवल अगर हमारा िनरंतर सी 
जेड शूɊ वगŊ के मॉǰूलस से कम होना चािहए जहां जेड यहां अʚा ɘस बीटा Ȫारा दो से िदया गया है, जो अʚा ɘस बीटा दो पूणŊ है 
वगŊ तो हमारे पास सी अʚा ɘस बीटा के मॉǰूलस से दो से कम है पूरे वगŊ को याद करŐ  िक सीसीएस मॉड अʚा ˍायर ɘस मॉड 
बीटा ˍायर माइनस के Ɛा है और हम सभी अिभʩİƅ के िलए दो से िवभािजत हœ
 इसिलए सी इस Ůकार है और िफर यह कम है  एक से चार मॉड अʚा ˍायर मॉड बीटा ˍायर ɘस अʚा बीटा बार ɘस अʚा 
बार बीटा अब इस असमानता को सरल करता है तो हमŐ माइनस िमलता है, जो हमने कहा है िक अʚा ˍायर मॉड अʚा ˍायर k 
के दो बार ɘस मॉड बीटा ˍायर के दो बार हम लाते हœ।
  दािहना हाथ  पƗ हमŐ िमलता है िक माइनस मॉड अʚा ˍायर माइनस मॉड बीटा ˍायर और ɘस अʚा बीटा बार ɘस अʚा 
बार बीटा अब दोनो ंतरफ माइनस साइन से गुणा करŐ  हमŐ įरवसŊ असमानता िमलती है जो 
अʚा माइनस बीटा का मापांक है पूरा वगŊ जो एक से कम है  गलती यह दो से दो कम हैk 
 इसिलए यह िनʺषŊ िनकाला है िक वांिछत पįरणाम जब भी इस समीकरण को संतुʼ करता है और İ̾थरांक अʚा बीटा इसे z k 
संतुʼ करता है तो हमŐ एक वृȅ िमलता है और जब भी हमŐ इस िवशेष समीकरण Ȫारा एक वृȅ िमलता है तो अʚा बीटा को संतुʼ k 
करना चािहए यह शतŊ मœ आपको कुछ सरल अɷास देता šं मान लीिजए इस समीकरण को संतुʼ करता है जहां अʚा और बीटा z 
जिटल संƥा हœ और एक सकाराȏक वाˑिवक संƥा है जो एक से अलग है तो हम िदखा सकते हœ िक यह एक सकŊ ल का k 
Ůितिनिधȕ करता है और एक और अɷास एक जिटल संƥा मान लीिजए  अʚा जो सकŊ ल मŐ İ̾थत है, बस ȯान दŐ  िक यह एƛ शूɊ 
पर कŐ िūत एक सकŊ ल है और िũǛा आर के ŝप मŐ िũǛा के साथ शूɊ है और अʚा सकŊ ल पर İ̾थत है  ले और मान लीिजए िक 
अʚा बार एक के साथ अʚा बार दूसरे सकŊ ल पर İ̾थत है लेिकन कŐ ū समान है लेिकन िũǛा चार आर वगŊ है तो इस शतŊ के साथ िक 
जेड शूɊ वगŊ का मॉǰूलस आर वगŊ ɘस टू बाय टू Ȫारा िदया जाता है तो हम िनधाŊįरत कर सकते हœ  अʚा का मूʞ
 इसिलए मœ उȅर िलखंूगा
 इसिलए कृपया इसे सȑािपत करŐ  मुझे संƗेप मŐ बताएं िक हमने पहले एक जिटल संƥा Ůणाली शुŝ की है जहां हम ɘस ऑपरेशन के 
साथ-साथ उȋाद संचालन भी पेश करते हœ, उसके बाद हम एक पįरसर के मॉǰूलस का पįरचय देते हœ एक सİʃŵ संƥा की संƥा 
और संयुƵन और िफर हमने कई असमानताओ ंका अȯयन िकया उसके बाद हमने एकता की वी ंजड़ और कई गुणो ंऔर सम˟ाओंn 
का अȯयन िकया, िजसके आधार पर हम िवशेष ŝप से एकता के घनमूल और उस पर आधाįरत कई Ǜािमतीय सम˟ाओ ंका अȯयन
करते हœ और इसमŐ अंितम  ʩाƥान हम कई Ǜािमतीय वˑुओ ंपर चचाŊ करते हœ जैसे सीधी रेखा के घेरे इसे जिटल िवमान मŐ कैसे 
दशाŊया जा सकता है और यह एक Ůकार का िचũण देता है  िक िकसी भी Ǜािमतीय सम˟ा को जिटल तल मŐ महसूस िकया जा सकता है
और जिटल तल मŐ सम˟ाओ ंको एक Ǜािमतीय सम˟ा मŐ ̾थानांतįरत िकया जा सकता है और इससे िकसी सम˟ा को एक अलग 
̊िʼकोण से हल करने की ˢतंũता िमलती है, 
इसिलए इसके साथ हम अपने ʩाƥान समाɑ करते हœ  जिटल संƥाएं धɊवाद 
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