
 హ޳࢑ ࡹङ  ࡱबࡏ
గత ఉపߕङ సంࡹ సంړ ऱషद సంఖङ ల߯ ఏడవ ఉపߕङ छࣃ ړߖࣃ గతం, ࠭࠲ ఐకङ త ࡅకए  వ ߖ࡮࠮ऒ  n
చࡍऐ ంۧ࠭ మߖ޳ ࠾ࡍ ఆ߄రం࠭࠲ ڴ అߝక ࡍڷ फంߩలߧࡐߖ ߘంۧ࠭ మ࠾ࡍ ఈ చరऐ भ޳ڵࣃనڜ ߘ ం, 
ఇࡍڷ ߯ ߤ࣌ ޴ फంࡹߩ ఒకܽߧࡐߖ ڴంచబݟం޴.

छ޳ छ޳ ߤన࣒ వ࠳ ߤ࣌ ࡌ  న࣒ ఒకܽ,   n sine two pi n n pi n n n࠳ పవ࡛ ݡంࡓ ݟంߘ వࡱ࢑ ࡌ
ఇߖڜ ޴ऒ  సమసङ లߘ పࡍషए भ޳۫ ޾ంޔݡసࣔయప ࡮ఎ ڕమన ࡹంచడంࡍ ం, ఈ ऴړం޴ వङ ڔ फకరణ ࡅకए  
వङ ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑ ڔ फకరణ ࣌ݟ ߤ݃ ߤऴߤ࣌ ڶ ఇర࢙ ݟऴڶల ఉతओ ఉనऒ ڕవర ڶऴݟ ఎనࠢ ߤ࣌ ޜफޒ  ఉతओ  फ ఈޒ
వङ ڔ फకరణ ࡅకए  ఉతओ ऒߕంܿڕߘలߕھߘక ߖफޒ బܽद ఈ వङڒ ,࠭ ڔ फకరణ ࡅకए  ߯ ړߖݞనھߘక ߘవࡱ࢑ 
ࡍڷ फంߘߩ ఉపڵࡆంۯంڕ޶ ऴపయޒऒ भ޳ ం , ఈ వङ ڔ फకరణ ࡅకए  ړߖݞనھߘక ߘవࡱ࢑ 
ఏࡱ࢑ ߕ޼వ ఇవछ బݟం޾ మనం ࡱ࢑వڕ సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ.n n 
ओߩఅ ݡంࡓ   n ߘߝ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ݦफ ߯ ఉంࡏڷ తۯݡంࡓ ޴ఏࠫటం݄, ఇ ޴ۯంߧߖక ڕమన ݡ
పओۮ ߖఅ ޴ం݄ పڕࣆޓ ߘవࡱ࢑ ంݟ, అ޴ ఇపओ  pi ߤ࣌ ړ޴ࠫߖभ޺ప ߤ࣌ వࡱ࢑ దܽ࠴ , ޴ంޔࢂࢗ ڔܽ
అޔ࢓ం޴ మ࠾ࡍ అ޴ ࣌నమࡃङ  వరڕ ఉంܿంࠫޛ ޴घ घࠫޛ ࠑ ޴  దܽ పదం࠴ ߘߝ బܽदڒ ࡍస ړ޴ప ߯ ޴
ङࡃదల࠴ ޜڶऴݟ 10 ߤ࣌  ۲ట ۧ࡮ సహజంࡍڷ ڴ फంచړߖݞ ऴపయޒऒ ࣋फ, ڕࣆޓ ڴ 18 ߘ ߘߝం݄, ߘߝ n 
ऒߖڒరڒ దܽ࠴ న࠼అ ߤ࣌  ߰ందగߕޔڷࡱऒ .ߘ
ऒޒऴపయ ڕ޶ంۯంࠚరంߦऴ ޜ న࠳సࠪన ړబܽद మనం 18ڒ ڶऴݟ 10   भ޳ ం, n
ఆ߯ ࡍڷ ߯ ߘߝ फంߘ ߩంݟ వङ ڔ फకరణ ࡅకए ऒߖڴ࠙   ఏڔభ࢑ంచగߕޔڷࡱऒ n ڴసࠪనం ړ18 ߖ ߘߝ బܽदڒ ߘ
పࡍగ࣋ށफ ߘߝ ఇకए డ ఏࠫ ߰ందగలߘ అݟ 10 ߤ࣌ ޴ऴ޳  ڶछ  pi ,ڶऴݟ ఇర࢙ ߤ࣌ ޴న࠳ఇతర ࠾ࡍమ 18 ࡌ
ఇ޳ ݀ ࠑ ݀ ߤ࣌ ޴छ  pi ޴ࠫߖभ޺ప ݟంߘ ߯ ݡࣜ޴ప ߤ࣌ ޴ఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕవర ޴ࠫߖभ޺ప ࡌ
వరޔࢂࢗ ڕంࡱ࢑ ߖ޵ ,޴వ మనڕ ప޺भࡓ ࠑ ޴ࠫߖంݡ పవ࡛ ࠑݥग  వరڕ ఉంܿం޴, మనం ߖߖ޳ మࡍంత 
సరࢁకృతం ۯయగల޳۫ ࠵भ ం.
లన ఏࠫటం݄ , మనం ఇకएࢣࡍదܽ ప࠴  డ ࡱ࢑వࠫޛ ߘघ ఇకए ޳ࡶ ޴ డ ࠫޛघ దవ పߖ޳ऒ  ం݄, kڕࣆޓ 
ఇకए డ ړ9 ߖ ߘߝ సࠪనం ڕࣆޓం݄ ఇకए డ ۮపओ బݟం޴, ఇకए డ ߕ వङ ڔ फకరణ ߄ࣃరణ పదం 18 ࠑk sine k 
కం݄ ఎڕए వڴ ఉంܿంړ9 ߖ ߘߝ ,޴ సࠪనంڕࣆޓ ڴం݄ మనߤ࣌ ڕ వࣆफం޳ 2  ޴छ  అం݄ 1.k pi ࡌ
घࠫޛ ޴బܽद ఇڒ  దవ పదం ఇߤ అߖ అర बం  ఈ వङ ڔ फకరణ ࠫޛघ దవ పదం ࡱ࢑వ ఒకܽ ߗڒ మࡖక పࢣࡍలన ఇ޴ 
పࢣࡍలన ఒకܽ మࡓ ࠾ࡍండవ పࢣࡍలన ప޺भ࠳ ޴ࠫߖన࣒ ߖ ప޺भߖ޴ࠫߖ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄, ఇ޴ k pi 

sine k n k pi by n ޴లన ఉంࢣࡍరణ ప߄ࣃ ߝన࣒ అ࠳ ߤ࣌ ڕࠬ ړߖ࢐సफ࢐ , సࠪనం ړ޴ࠫߖभ޺ప ݟంߘ
ఇߘ  ޴ంݟ వర޳ ڕछ ఇۨऐ ڕమన ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜవࡱ࢑ ࡌ న ࣋ ఎڡझ  ऴ߭షߖ ߤ క1ڵ࡯ n sine k nk 
ఉߕऒ ࠭ మనࠑ ݀ ߤ࣌ 18 ࠑ ڕ ప޺भ޴ࠫߖ వరߤ࣌ ڕ పࠑ ݡࣜ޴ ప޺भ޴ࠫߖ వరڕ అం݄sine pi pi pi 
ప޺भࡓ ޴ࠫߖంݡ పవ࡛ ప࠭࠲ ݡࣜ޴ గమࣃߖफ घࠫޛ ࠭ దవ పదం ఒకܽ మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ఇతర ప17  ࡱ޳ pi
అర ߝఅ 18 ࠑ बంߩ ࡹనࡌవృతమ࠼ޑ࢓, ఇ޳ ߯ ߤ࣌ ޴छ బܽद మనం ࣋एڒ ޴ఉంܿం ࡵవ 18 ࡌ छ ए࣋ ߤ࣌ ࡛ छ ࡛ 

ए࣋  ࠑ ߯  ߤ࣌ ݟంߘ  ࠑ  छ 2.࠭ޑ޶ం߰ ߖ ࡛ 18 8 18
घࠫޛ   ఉనऒ ࡏపవ࡛ పదࣔ ݡంࡓ ޴ ऒߖ޳రణ ప߄ࣃ   ర޶भ ۯయవ۪ऐ  
ఇߩओ న వङ࠳అవసర ڕఈ పదం మన ݡ ڔ फకరణ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ , అݟ 10 ߤ࣌ ޴ऴݟ 20 ߤ࣌ ڶऴڶ మߤ࣌ ࠾ࡍ 
ओߩఇ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం రऴసం ఈޔతफం చ࠴ ࠾ࡍమ ڶऴݟ 80 ऒߖ޵ ࡏࠬ ݡ వర  ݟంڝࣆޓ  ठ࠮లం 3 
ओߩఇ ߖపవ࡛ 8 2 ࠑ  ݡ
ఐݥంܾܽړ సࠪన࠳న ࡱ࢑వڴ మనం ߰ం࠭ޑ޶ సంښత ఉతओ छ޳ ࡱफޔ छ޳ పవ࡛ ݡంࡓ ࡌ  n n n ࡌ
ట࡛घ ࠭࠲ న࠳సࠪన ړߖ޵ న࣒࠳ న࣒ ఒకܽ࠳ ࡍڷ నݟږ ޜ  फంߘߩ ߰ందవ۪ऐ  , ఇࠑ ޴ cos cos pi n 

వర࠳ ڕన࣒ వߤ ఇࡅ ޴కए  వర ठړߖ࡮࠮ సࠪనం ߘంࡓ ݟంݡ cos two pi  n cos m pi by n, m m 
పవ࡛ ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఇߩओ ࡍڷ ఈ ݡ फంߘߩ ఎ࡯࠻ۯ ࢓܌ࡏ ࡮ అం݄ మనం ఉపڵࡆంۨన సంښత m 
పదంݟږ ޜన ࡍڷ फంࣄۯ ࢓܌ࡏ ߘߩనߩओ  ڕफࡏڷ ߘߝ ݡ
ऐ۪ޘ ఈ పऱ࣒ ݟంߘ న࣒ 1࠳ పవ࡛ ޴ం݄, బࣗపڕ  1 వరڕ ఈ బࣗప޴ ఏకతछ ం ࡅకए  వ z to  n n
ऒߖ࡮࠮  ఉపڵࡆంۨ ڒరకం ۯయబݟం޴ మࡱ࢑ ࠭࠲ ࠾ࡍవڴ1 ߘ పࡍగށంۧ࠭, ఆ߯ ࠭࠲ ఈ z 
వङ ڔ फకరణߘ ߰ంݡࠪ ߖ޳ ࡏࠬ ,࠭޳ङ ల࣒ ࡱ࢑వߘ ఒకڕࣆޓ ࡍࣃం݄ 
, ఇߩओ ల వङޑښసం ݡ ڔ फకరణߘ ߰ం࠭޳  ఈ ࡍڷ फం࠳ ࡹߩన࣒ 1ړ సࠪనం అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ అ޻ z 
ऒߖߕ߄࢑ औ࡮న࣒ ఆ࠳ న࣒ 1࠳ ࡏࠬ బܽदڒ ݟయంۯ   పవ࡛ ߘంߖࡌ޷ ݟऒ  గࣆށफనऒ ओߩ ऒߖߕ߄࢑ ޻అ ݡ  k 
ओߩనࣄۯ ప  ޻గణం ߰ంࡌޑ ࡏࠬ ݡ ऱ࣒  ఆ࡮औ  పవ࡛ ࠪݡङ ల࣒ ڕ సࠪనం పదం  ఈ ࣇచన1 ߘ k 
ఉపڵࡆంۨ ߩ࢙ ݟڕన 
ఇకए ࡏࠬ డ ݟږ ޜ ߤ࣌ڜన ఉతओ సంఖङ ࡍస ޙ࠼అ ࣄࠐ ࠾ࡍమ ߖफందࣆఇ ߘవࡱ࢑ फ పదం ఈޒ  అߖ n n 
۫పవ۪ऐ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ వङ ڔ फకరణߘ ߰ంࡏޑ޶ మߤ࣌ ࠾ࡍ మߤ࣌ڜ ࠾ࡍ ఐݥంܾܽలߘ కలపడం 
छ޳ ఉనऒ ڵ࡯క ࡏࠬ ࡌ ࡍڷ  फంߘߩ ߰ందవ۪ऐ   ܼంܐం݋ ట࡛घ  సڒ ࡔబܽद ߘߝ ఇߩओ  ఒక ߘ࢓܌ࡏ ݡ
࢐ङ फࣃ࢘࡯޴వ ڴమం࠻ ओߩఇ ,ߘ మనం ఐకङ ݡ త ࡅకए  వ ߖ࡮࠮ऒ  ऴపޙङ క సందరग ం ޜ సࠪన࠳న 3ޜ n n
చࡍऐ फࣃ ङږ ߖߖ޵ ,࠭ फࣃށగࡍప ڴ3 ߖ ࠭࠲ బܽदڒ ࡏఅంܼ ܾߖ࠿ ࠆఆ ݋ࡐ ࠗ ࠭ మ࠾ࡍ అߖऒ झڡం߭ऱڒ   n
ఏࠫܽ అߖ అߕޔڷݡऒ ړడవ శ࠮ ࠭ फ 1 అ࠼న సంఖङ  మనࣄ࡯ޘ ڕన పߖ޳ऒ  ߰ం࠭ޑ޶, ఇ޴ ఒకܽ ڝణం 
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छ޳ ݡంࡓ छ޳ ڷࡱߕ క పదంࡖమ ࠾ࡍమ ݡ࠮ ࡌ ऒߖހఈ సࠬకర ݡ࠮ ࡌ  సంతృߧफపۯࡍ సంړ ऱషद pi pi 
సంఖङ  ఈ సంఖङ ङޙబܽद ऴపڒ ࡔస ࡱ క సం܉थ ࠪనం ఉం޴.
 ఒࠑ ߯ ݀ ࣒ࣄ ߖڴ࠲ ऴޓ అࣃࡱߧ ߖफ పऱ࣒ ࠾ࡍమ ࣆࡱޘ ڕవ ఏࠫ݇ మనࡱ࢑ ޓऴ ࠑ ߯ ݀ ࣒ڒ ,ࡏ  ఐ ࣌ߤ 
పऱ࣒ ࠆࣔ న࣒࠳ మనం ߘవࡱ࢑ ޓऴ ࠑ ߯ ݀  ఐ ڴ2 ࠑ 3 ݋ࡐ ߰ం࠭ޑ޶ మ࠾ࡍ మనం ۫࣋޴ అ޻  
తޒ࢐ࡏ పదం అ޴ߝ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ , అం݄ అߧۮ 2 ߖओ న ऱܿ cis 4 pi by 3 pi by 3 
߰ందబݟం޴, ఇ޴ మన ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ తపओ  మࡖకܽ ڒ ,޶ڒబܽद ఈ సం܉थ ࠪనం ߖ ఉపڵࡆంۨ మనం omega
గమߖం޴ۯ ఒక ఒڴ࠲ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ ఆ࡛ ږङ झ݋ࡐ ࠗ .
  ఐకङ త ۧ࡯ޙ ࡮కڴ మనం వߤ పऱ࣒  ఒڴ࠲ పऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ऒߕࣆ వࡱ࢑ ࡛  అߖ ۫డగలం ఎం޶కం݄ ఒڴ࠲ 
࣋ए छ ࡛ అ޴ߝ ఒڴ࠲ సంࡆగం తపओ  మࡖకܽ ڒదࡏࠬ ߖ గమߖంచవ۪ऐ  ఇߩओ ए࣋ ڴ࠲ఒ ڴ࠲ఒ ࡏࠬ ݡ छ  ߖ ࡛
ఒకࡍࣃ కޙߧ࡯ ఊࣔతघ క ࠙గం ఒࡅ ڴ࠲కए ऒߖڴ࠙ న࠳జߖ   ర޶भ ࣆۯफం࠳  ޴న࣒ సగం ڒబܽद ࠬߖ ࡏజ࠳న 
࠙గం ࡅకए ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ߰ంࡏޑ޶ , ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ࠴తफం ߕࣆऒ ࢐ङ ఈ ࠭࠲ బܽदڒ  ఖङ  ఒకܽ 
మ࠾ࡍ ఐకङ త ఒڴ࠲ పవ࡛ ࡅకए  వ ࠮లంࡹ మనం ఏࠫ ࠵ࢡۯ అ࢑ ޻ధంڴ n

ఇకए డ అۮ ߖపओ ంݟ మనం ښ ߖߖ޳వలం ఒక సࡍ అߖ ࠪऴత࠲ ߰ంڒ ,࠭ޑ޶బܽद ఒకߖ޳ ࡏ శړ फߖ n n 3 
ంచవ۪ऐ߭ ݡ࠮ , ఇ޴ ఇకए డ ఉం޴ ఉ޳హరణږ ݡ࠮ ߯ ݀ ࣒ࣄ ڕङ ࠗ, ఇݡ࠮ ࣒ࣄ ޴ ऴߦథࠫకంڴ 
.ࡏޑ޶ం߰ ࠲ऴతࠪ ߘల߯ ݡంࡓ వలంښ ࡏࠬ ࡹ࢐దన ޴ంޔࢂࢗ ࡹరంڒణڷ
  ఒకܽ స޳ࡶ ࡔ మనం ڝ ߖ޵సం ڣࡔగށత ࢑వరణݞږ ߘ ۫డవ۪ऐ , 
एࡍస ݋ߖ࠿ भ޳࡯ࢣࡍప ߖ ࡽ ం మ࠾ࡍ ఒݟ  ڴ࠲ऴࡱڶ మ࠾ࡍ ఒڴ࠲ ࣋ए छ పओޒ ߖ ࡛ డం ޳छ 1 ࡌ 120
ఉంచబޔݡం޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ మࢁऱ ఇర࢙ ݟऴߩޒ ࡱڶओ ए࣋ ڴ࠲ఒ ޴ఇ ړߖ࢐సफ࢐ ,ࡏޑ छ ࡛ అ࠼న సంࡆగం 
అం݄ ఒށڷ ޜڴ࠲ంచడం అం݄ ఈ ࡍߖ भషद ࢗక द࡛ ऒߖހڝ లڶऴݟ  ړ  ओߩంۨన݄ऱ ఇݟܔ  120 ޜڴ࠲ఒ ࡏࠬ ݡ
ङږ ڴ࠲ఒ ࡏࠬ ,ంۨݟܔ ߖڶऴݟ 120 ࡗన మݟంచబށڷ ࠗ ఒకܽ మ߄ࣃ ࠾ࡍరణంࡏࠬ ڴ ఒڴ࠲ శړ फߖ 
పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ ఒږ ڴ࠲ङ ࠗ ఒకܽ అࣃ۫ ࠭࠲ ߖफ ࠭.
 3 పవ࡛ ۮపओ ంݟ ఇ޴ ఒڴ࠲ పవ࡛ 3 పవ࡛ ఇ1 ޴ అ޴ߝ ఏࡌߪ ߕ޼प ంకం ڒవ۪ऐ  n n n ڴ࠲ఒ ڕబܽद మనڒ 
పవ࡛ ܉ށڷ ݡ࠮లߘ కڵ࡯ ఉం݄ అ޴ ఒకܽ మ࠾ࡍ మࡖకܽ మనం ࣄۯన޴ ఐకङ త ࡅకए ङږ   ల࡮࠮ ࠗ
ऒߕࣆ ڴరణం߄ࣃ  తफం࠴ ఏకతछ ڕࠪ ޴ంܽ࡮  ం ࡅకए  వ ࠮లం ఉంߖߖ޳ ࡏࠬ ޴ సంऀపफం ۯయంݟ n
ऒߕࣆ ࡏࠬ  ߰ందం࠭࠲ ݟ ఒక ߄ࣃరణ సమసङ भ޳ۯ ߘ ం ࡅకए ఈ వङ ޳ࡶ ݟనంھߘక ߘవࡱ࢑  ڔ फకరణߘ 
ڵత ړߖߦࡐ ठం࢑ ۯధంࣆ ڴలభతరం ۯయంݟ .
  వङ ڔ फకరణ ఏࠫటం݄, ఈ పదం మన ఒڴ࠲ తపओ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఒࡅ ڴ࠲కए  ఆࣄफߖ ఉపڵࡆంۨ మనం 
ऒߖ޵ యవ۪ऐۯ కృతంࢁసర ڴలభంࣆ   
ऒߖ޳బܽद ఈ పڒ పऱ࣒ ڷࡱߕ   ఐ޶ ఒڴ࠲ పవ࡛ ݡ࠮ వందల ࠭߯ओ పऱ࣒ ڷࡱߕ  ࡓ ݡ࠮  ऱܿ ఒڴ࠲ పవ࡛ 
.ݟంచంށగࡍప ߖఅ ޶వందల అర࢙ ఐ ݡ࠮
 ఈ పߖ޳ऒ  
ఒڴ࠲ పవ࡛ 3 ڴࡱ܉ށڷ ऴ࢐యవ۪ऐ , అం݄ 300 ࠭߯ओ  ऱ మనంࢁफ మ࣋ށڷ ऱࡏࣃݡ࠮ ߧ࡯క ޜڴ࠲ఒ ݡ࠮ 
శړ फ࢑ ߖభ܊ంచవ۪ऐ , ఒకܽ ݡ࠮ మ࡯दࡽߩ , ఇݡ࠮ ޴ వందల అర࢙ ݡ࠮, ఇ޴ ఒڴ࠲ ࣋ए छ  బܽद ఈڒ ࡛
పదం ఒకܽ మࢁऱ ఈ ڒరకం ఒకܽ ڒబܽद మనڕ లࠚంڷࡱߕ ޴ۯ పऱ࣒  ఐ޶ ఒڴ࠲ పऱ࣒  ऴޓ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ ఇߩओ  ݡ
మࢁऱ ࡅ ܾߖ࠿కए ङږ  झ݋ࡐ ࠗ ऒߖ࢐సफ࢐ ߝతफం 0 అ࠴   ఉపڵࡆంచంߖ޵ ,ݟ 
ए࣋ ڴ࠲ఒ ڕమన ݟంߘ छ ओߩఇ ޴फంࣆన࣒ 1 వ࠳ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡛ ङޑऴప ࡹߖ޵ ݡ ࠪऒ యం సࠬకరణం మనڕ 
 ప ऱ࣒ పऱ࣒ ߤవ ޓన࣒ ऴ࠳ ڴ࠲ఒ ޓన࣒ ऴ࠳ ࠾ࡍమ ڴ࠲ఒ ࢟ࠀ   ݀ ఒڴ࠲ వࣆफం޴ ఇߩओ  న࠼న࣒ సగం అ࠳ ݡ
ఒࡱ࢑ ڴ࠲వ ఎంత అߖ ۫డంݟ పऱ࣒  ऴ݋ࡐ ޓ ऴࠑ ޓ ݀ సరࢁకృతం ࣄۯన తࡌछ త ఇకए డ మన࠳ ڕన࣒ i 
ఒకܽ వۨऐ  ఒకޜߖ޳ ర޶भ ۯయబޔݡందࣃ۫ ߖफ ࡓ రకంڒ న࡯ڵࠫ బܽदڒ ࠭ ऱܿ ݋ࡐ ऴޓ అߖ మనం i 
ओߧۮ నߩओ వङ ݡ ڔ फకరణ ఒࡅ ڴ࠲కए  శڕफలޜ వۨऐ న ऱܿ అࣆߧߖफం޴.
 ఒࡅ ڴ࠲కए  లࣾހలߘ ఉపڵࡆంచడం ޳छ ڵత ڴలభంࣆ ࡌ ठంచవ۪ऐ , ఇߩओ సమసङ ࡗమనం మ ݡ  ߘ
भ޳ۯ ం , ఈ సంړ ऱషद సంఖङ కएࡅ   శړ फߖ మࡽ ऴ࣋ށڷ ޜޓफ ࡓంݡ  ప ऱ࣒ n n ړ ޒऴప ޴ఇ ,޴ంޔݡంచబށڷ ޜ1 
ఎలऱߩओ .޴ంޔ࢓న࣒ 1 అ࠳ ݢ
पࡌߪ  ంకం ڒబܽद ఈ వङ ڔ फకరణ ఏࠫ݇ ۫డܼړߖ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ࠴దట ఈ వङ ڔ फకరణ 3 ݋ࡐ ప ऱ࣒  i 3 ݋ࡐ 
छ޳ న࣒࠳ फࣃۯ కృతంࢁసర ڴࡏߝ ߘߝ ߘంܼڕࣆޓ ړࡹగణࡍప ࡌ  లం 3࠮ గࡆసం ߖ޳ ࡏࠬ అం݄ ߘ
 ప ऱ࣒ ప 3 ݋ࡐ  ऱ࣒ ఇకए ߘߝ  డ ߰ం࠭ޑ޶ ఇݡ࠮ ݋ࡐ ޴ పऱ࣒ ऒߖࣃరऴޔతफం చ࠴ నݟంచబڵ࠙ ޜߖ޵   i i 
పऱ࣒ ݡ࠮  వ࣋ڵ࠙ ޜ ߤफ మనڷࡱߕ ڕ అߝ పదం వࣆफం޴, ఇߩओ పऱ࣒ ࠆࣔ న࣒࠳ వࡱ࢑ ڴ࠲ఒ ڴ࠲ఒ ݡ  i 
ओߩఇ ,ݟంڝࣆۯफࡏڷ ߖఅ 2 ࠑ 3 ݋ࡐ ఈ వङ ݡ ڔ फకరణ ߩ޳޳ ړߖ޵ దగ ठరڴ ఉందߖ మనం ۫ࣆफߕऒ ࠭.
 
యవ۪ऐޓ ڴరణం߄ࣃ ࠭࠲ సࠪనం ړޓऴ ݋ࡐ బయట అం݄ ࣋ए ࡏࠬ  छ ࡛ అం݄ మనం ࣋ए छ ࡛ ట࡛घi i i 
వ۪ऐڝࣆޓ ߖࡍڷࡱపల నࡹ  అం݄ మనం ఇకए డ ఒక ࠳న࣒ ࠑ ݀ వࣃफ ࠭ అం݄ ఇ࠳ ޴న࣒ ఒకܽ మ࠾ࡍ 
ఇ޴ అ࠳ ޻న࣒ ఒڴ࠲ తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ, మనం ߖߖ޳ ఒڴ࠲ ࣋ए छ फࣃ۫ ڴ ࡛ ओߩబܽद ఇڒ ࠭ ړమనం శ ݡ फߖ 
ప ޓऴ ݋ࡐ ऱࡏࣃݡ࠮ ऱ࣒  ఐ݋ࡐ ߖ ऴ࠳ ޓన࣒ ఐ ࡓ ݡ࠮ ऱܿ ݀  ప ऱ࣒  వߤ ߭ంۨޙ మ࠾ࡍ మనం ۫࣋޴ n 
ఇకए డ ࠳న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ పవ࡛ ݡ࠮  మ࡯दࡽߩ ݀ ఎߤ పऱ࣒  వߤ ఇ࠳ ޴న࣒ వߤ పవ࡛ ڡࣄझ   ప ऱ࣒  ऴޓ n 
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మ࠾ࡍ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ అߖ మనం ߖ޵ऒ झڡࣄ   పవ࡛ ݀ ఎߤ పऱ࣒  వߤ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇ޴ మన࠳ ڕన࣒ ఒకܽ 
ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ మనښ ڕవలం ఒకܽ ఇࣆफం޴ ఎం޶కం݄ ఇݟ࠮ ޴ంܽړ మ࡯दڒ ࡽߩబܽद ఇ޴ ఎలऱߩओ  ݢ
ఒకܽ.
ऒߕޔڷࡱంచగࡍక࢒ధృ ߘ ݋ం࠱ ݋द࣋ ࠪ ࠭࠲  ࠭, మనం 
కߗసం ږߘࣃల ࡌߪप ంకం ߖ కߕھߘలڕߘంܿߕऒ ࠭, n
త޳छ ऒߖހఈ సࠬకర ࡌ  సంతృߧफప࢑ ۯࡍధంڴ, ఈ ࡍڷ फంߘߩ సంతృߧफపۯࡍ అߝక ఉండవ۪ऐ మనం n n ߗڒ ,
కएࡅ  అޒ తڕए వ ࡱ࢑వߘ ఇ࢐छ బܽद ఈ వङڒ ޴ంޔ޶ంۮ फߧఈ సࠬకరణం సంతృ ޴ఏ  ࡯ ڔ फకరణ ޳छ  ࡌ
మనం వߤ పऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ంచవ۪ऐڵࡆఉప ߘ ࡛ࠂ పవ࡛ ڴ࠲ఒ ࠾ࡍమ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ࡱ ࡛ , అం݄ ఒڴ࠲ 
ङږ ࠗ ఒށڷ ޜڴ࠲ంచబޔݡం޴, అం݄ ఒށڷ ޜڴ࠲ంచబޔݡంڒ ޴బܽद ఈ వङ ڔ फకరణ మన1 ڕ ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ 
࣋ए छ ࡛ పవ࡛ ڴ వࣆफం޴   ప ऱ࣒ ఈ పదం  ప ࠾ࡍమ ޙ࠼పవ࡛ అ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ޴బܽद ఇڒ  ऱ࣒  ఒڴ࠲ n 1 n 1
అ࠳ ޙ࠼న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ పవ࡛ అޙ࠼ ఇ޴ సంతృߧफ ۮంޔ޶ం޴ మ࠾ࡍ ఒڴ࠲ పవ࡛ ఒڴ࠲ పవ࡛ 2 n n 

అޙ࠼ ࠪऴత࠲ సంతృߧफ ۮంޔ޶ం޴.n 
 ఒڴ࠲ పవ࡛ ړ సࠪనం అ࠭࠲ ,ޙ࠼ ఒڴ࠲ పవ࡛ ߘ ర޶भ ࣃۯफ కएࡅ ࠭  అޒ తڕए వ ࡱ࢑వ ఏࠫܽn 1 n n 
అߖ అߕޔڷݡऒ ࠭ , ఇښ ޴వలం ݡ࠮ ࠪऴత࠲ అߖ సంతృߧफ పࣆࡏफం޴ڜ , ޴भࠚ ڴనऒ ంڴ ఉనऒ  n 
సమసङ ऐࡍచ ߘ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, మనం 
ఏࠫ అడڴలڕߘంܿߕऒ ࠭  ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۯࡍ అߖऒ  సంړ ऱషद సంఖङ  ࡱ
ऒߕࣆ ߘ బܽद మనంڒ ऒߖ޳ ం݄ڕࣆޓ సࠪనం ړ  ۫࣋ ࣾణం సంతృߧफ ۮంޔ޶ం޴ , ఇ޴ ఒక z 
ۨనऒ ࢑షయ࠳న పࢲࡍए రం ఇߩओ ऒߕࣆ మనం ݡ  z ߖఅ ߕ޻ߖڒ ࡛ܐ ߕ޼ఏ ࠾ࡍం మ޳ంڕߘఅ ޴ߖڒ 
అڒ  ࠭ޑڷݡం߭ऱڡझ  సంఖङ  ఈ సࠬకరߖހऒ ऒߕࣆ  ओߩన࠼అ ޴ߖڒ   మం oࡹ࢑ ޴అ ݡ
ऒߕࣆ ޳ࡶ కएࡅ ߖڒ  ङݡࠪ  ల࣒ ߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴, ఈ వङ ڔ फకరణ అంతܼ మనం ࣋ए छ  z mod z ޜ ࡛
ంచవ۪ऐڵ࠙ ए࣋ ࠭࠲ బܽदڒ  छ ए࣋ ߖ ࡛ छ छ޳ ܿߦ ޜ ࡛ ఇకए ࠭ޑ޶ం߰ ࡌ డ ఒక z mod z z mod z mod z
ర޶भ ۯయబݟందۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇߩओ ऒߕࣆ ޴ఇ ڕమన ݡ పओۮ ߖసࠪనం అ ړ ంݟ మ࠾ࡍ అ޴ 
ఇߩओ దగ ړߖހన సࠬకర࠳తۨࡍపࣆ ݡ ठరڴ వࣆफం޴ , ఇ޳ ޴छ తफం ࣋ए࠴ ࡌ छ ࡛ మ࠾ࡍ మࡖక z mod z 
సంړ ऱషद సంఖङ  మ࠾ࡍ మࡖక సంړ ऱషद సంఖङ ऒߕࣆ  ఖۨऐ ޴సࠪనం, ఇ ړ తంڴ ఒڴ࠲ ఉనऒ  ۲ట ఉంܿం޴  ఈ 
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद ఇߩओ మన ऴపశऒ ݡ ऒߖހం, ఈ సࠬకర޳ڷݡऱ అࢁమ ߘ  సంతృߧफపۯࡍ 
ऒߕࣆ ړసం ߖڒ  ऱషद సంఖङ ऒߕफࣆ۫ సంڝ  సంఖङ ڴ࠲ఒ ߘߝ బܽदڒ ࠭ फ z࣋ށగࡍప ڴ ߘ
, ఒڴ࠲ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పరۧ࡯ మࡓ ࠾ࡍంݡ ఉߕऒ యߖ మనࣆࡱޘ ڕ  ఒڴ࠲ ࣎ మ࠾ࡍ ఒڴ࠲
࣋ए छ ࡛ అࣆࡱߧ ߖफనऒ  ఈ సࠬకరړߖހ ఏڛక పࢲࡍए రం, ఐకङ త ࡅకए ङږ  తపओ ݋ࡐ ࠗ  మڒ ,޶ڒ ࠬࡔబܽद 
एࢲࡍప ݡంࡓ ړߖ޵ ऒߕఉ ࡱࡌ  మనం cis 2 pi by 3 pi by 3 ߖߖ޳ ,࠭ޑࠋۮ ߖఅ 4 ࠾ࡍమ అ࢑ ,࠼

అࣃࡱߧ ߖफ ࠭.o 
ए࣋ ڴ࠲ఒ ࠾ࡍమ ڴ࠱   छ ࡛ ఇߩओ नࠈం࡮ ࠭࠲ ݡ झ࠹݅   ఒڴڴ࠲ పࡍగ࣋ށफ, ࡮ంࠈन  అ޴ߝ ఈ సࠬకరణం 
नࠈం࡮ ݭ࠵ ߘ బܽद మనంڒ ,ࡏޑ޶ఏࠫ ߰ం ࡏࠬ ݟంߘ छ޳  వ۪ऐڝఎం۪ ڴڴ࠲ఒ ࡌ  ఈ z ޴బܽद అڒ 
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद ࡱ࢑ ࠭࠲వߘ ఉం۪࠭ޑ అం݄ ఒڴ࠲, ఇకए డ z mod z mod z 
ఇߩओ వ۪ऐڝఎం۪ ڴఏకపࣾం ݡ  , అం݄ ࡮ ߖంࠈन झ࠹݅   ఒڴ࠲ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࡮ ࠾ࡍంࠈन झ࠹݅   z
ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ అߖ ऴ࢐యవ۪ऐ , ఇకए డ ࡮ంࠈन  ऴపږޒలంڴ ఉండڒ ޶బܽद ࠪ పࢲࡍए  r ڴఒకܽ ࡱࡌ
ఉంܼڒ ࠼బܽद మన వదभ ఉనऒ పओۮ ऱࢁऱ మࢁమ ߖ࢐ܽ వछߖ ం࠴  ݟదట ߕࣆऒ एࢲࡍఒక ప ޴ߝసࠪనం అ ړ రం 
అߖ 
ऒߕࣆ ޴ߝఅ ࠾ࡍంۧ࠭ మߖగమ ࠭࠲ छࡌ࢑ంۨన త࠙ ߖఅ ޴ߖڒ  త ߕࣆ ࠭࠲ऒ एࢲࡍప ߖڒ  రం ڝసం z 
फࣃ۫ छ޳ ࠭࠲ ,࠭ एࡍస ݋ߖ࠿ ంచగల࠭ అం݄ మన సࠬకరణంڵ࠙ ࡌ ए࣋ ړࡹ ࡽ  mod z ޴ంݟయబۯ ࡽ
ఎం޶కం݄ ఏ సంړ ऱషद సంఖङ  అߖߖ޵ ߕ࠼ సంతృߧफపࣆࡏफం޴  సࠬకరణం ࠪݡङ ల࣒ ఒకܽ సڒ ࡔబܽद ࠭࠲ 
एࡍస ݋ߖ࠿ ߯ ࡽ  ఉనऒ  సంړ ऱషद సంఖङ ऒߕޔڕޔࢗ సంڝ  ࠭ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣃࡏफ ࠭ 
మ࠾ࡍ అ޴ ఐకङ త ࡅకए ङږ  తపओ ݋ࡐ ࠗ  మࡖకܽ ޶ڒ మߘ ߖ޳ ࠾ࡍంݟ మనం ࠫగޑవߗऒ  ߰ం࠭޳.

ఇߩओ ङ܉ ݡ  య అంశం  lutionsޓࠫ
పరంڴ ఈ సంړ ऱషद సంఖङ ల ऴపࡆజߖߕऒ  చࡍऐ ంచړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం, ڒబܽद ఐకङ త ࡅకए ङږ   ࡱ࡮࠮ ࠗ
ङ܉ एࡍస ݋ߖ࠿ అం݄ మనం ,࠼ఉంܼ ڵ࡯క ߘ࢑వరణ యޓࠫ నऒڕࣆޓ ߘ ࡽ ओߩ ఇకए ݡ డ  మ1 ࠾ࡍ
ఒݟ 120 ߘڴ࠲ऴڶల ڝణంޜ ఉం۪࠭ޑ.
 ధߕతघ క ࢐సफవ 
అࣾం మࡏࠬ ࠾ࡍ అڒࢗ ޻द࡛ ݟ  ޜऴߧޒ ࡱڶओ ఇకए   ޴फంࣆࠚరऴసం లޔచ ڴ࠲ఒ ڕమన ޙ డ ڷࡓङ ల࡛ 120
అం݄ మనం సమࣗࠈ ऴࠜޒజం ߰ంߕޔ޶ऒ మߖ అర बం ڒబܽद సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అం݄ ఏࠫ݇ ࡏڷफڕ 
ऐ۪ޘ ऒޒऴపయ ړߖݞవڝ भ޳ ం, 
ऒߖజం అࠜޒబܽद ऴڒ కएࡅ జంࠜ ޴అం݄ ఇ ,޴ఉంܿం ڴసࠪనం ࡮ߩ࢙   ߰డڒ ࢓బܽद ޳ࡱߧ ߖߖ޵भ ం a 
మ࠾ࡍ  ఇతర ߰డ࢓ మ࠾ࡍ అ޴ సమڴࣗࠈ ఉనऒ టऱޙ࠼, అߖऒ  b ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡮ߩ࢙ 
అߖऒ మనం ఇకए ߖఅ ࡊజం ࣊ంऴܼࠜޒऴ ࣗࠈఈ సమ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱހڝ  డ గమߖంۧ࠭.

ఆࡗब ښంऴదం మ࠾ࡍ ۪ दܿښంऴదంޜ సࠪనంڴ ఉంܿంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ऴపࣆफړߖޑ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం   d 
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యవ۪ऐۯ ޑࠉ܉ ߘలހక లࣾߝసం అڝ  
, అߖऒ ऒߖఅ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱ܉ࠜ  రछߖ ߝఅ ࠼ఉంܼ ڴసࠪనం ࡱހڝ  చనంࡹ ఒకߖ޳ऒ  
.ం޳ంڕࣆޓ
రछߖ   చనం ऴపڒరం ఈ ࡓంݢ ऴࠜޒజం సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అۮ ߖపओ ओߩసࠪనం, ఇ ړߖݞ మనం ఇకए ݡ డ 
߰ం޴న ऴࠜޒజం సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అߖ ధృ࢒కࡍంచడం ۧࣆ ࡮లభం, 
छ޳ డడం۫ ޾ఎంత ఉం ࢓ల ߰డ܉ࠜ ࢓ల ߰డ܉ࠜ వలంښ  ڴ࠲ఒ ޴ఇ  ࡏࠬ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ఒక ޴అ ࡌ
ए࣋ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ڴ࠲ఒ ߖߖ޵ కం݄޶ఎం ࡏڴ࡯డగ۫ ߖసࠪనం అ ޜ ࡛  బܽदڒ 
వ۪ऐڝࣆޓ ڴరణం߄ࣃ  మࡏࠬ ࠾ࡍ ߰ం࠳ 1 ޴޻న࣒ ఒޜڴ࠲ ఒڴ࠲ ఉతओ ङݡࠪ ࠾ࡍफ మޒ ల࣒ ऴపޒ 
అంశం ڝసం ڝࣆޓవ۪ऐ  ࠾ࡍమ ݭ࣌ అం݄ ڴ࠲న࣒ ఒ࠳ ఒక ޴ఇ ࡏޑ޶ం߰ ࡏࠬ బܽदڒ ఒకܽ ڴ࠲ఒ ݭ࠵ 
ఈ ࣌ݭ ߰డ࢓ సࠪనంڴ ఉంܿం޴ అ࢑ ޻ధంڴ ఇ࠳  ݞږ ޴న࣒ ఒڴ࠲ ࣋ए छ 1 ࡏࠬ ߖసࠪనం అ ړ ࡛
۫డవ۪ऐ फࣃ۫ ࡏࠬ ߖఉంద ڴసࠪనం ڕߩ࢙ కࡖమ ޴అ ߝంటࢗ ,ݟంచంށڷ ޜڴ࠲ఒ ݭ࠵    బܽद ఒకڒ ,ࡏ
ఒڴ࠲ ఒڴ࠲ ࣋ए छ लࡌࢣ ڴ ࡛ లޜ ఉంచబݟన ऴࠜޒజం మనڕ సమࣗࠈ ऴߖ܉ࠜޒऒ  ఇࣆफందڴࡏߝ ࠭࠲ ߖ 
ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ , 
ఇߩओ ङږ ఈ ݡ फࣃߧࡐߖ ࠭࠲ ంۨڵࡆఉప ߖܾߖ࠿ ࠆఆ ݋ࡐ ࠗ ࠭.
 సమࣗࠈ ऴࠜޒజం ࡅకए ऒߖڜ  ङڒ  కࡓ दܑࡕష࠭࠲ ߤ ఈ ऴړంࣃۯ ࢓܌ࡏ ߖ࢐ܽ ޴फ ࠭ , ఇࡌࢣ ޴ल లݟږ ޜన 
ऴࠜޒజం అࣃߧࡐߖ ߖफ ࠭, t 
ఇకए డ సంړ ऱషद సంఖङ లۯ ࡹత ۨࣇంచబޔݡం޴ మ࠭࠲ ࠾ࡍ అ޴ߝ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం abc abc t 
అ࠭ޑࠋۮ ߖ, ఒక࢘ళ ࡏږऐ ం݄ అ޴ షరࡹޔऱ .޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߕߞߖ޻ 
 
షరޔ తృߧफ ۮం޴ం޴ అߩओ ం  ప޳ంڕ࢓޶ఏࠫ݇ చ ޒबࣄࡍజం ఈ పࠜޒऴ ࣗࠈసమ ݡ ऱ࣒  ఒࡏࣃ ڴ࠲ऱ t a b 
 ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ చޔరऴసం ࣋ށڷ ޜफ ࠴ ࢐ܽతफం ߕࣆऒ  మ࠾ࡍ ఇతర సࠬకరణం  ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  సࠪనం c ab bc ړ 
అ࠼న ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ࣋ए छ ࡛ ఈ సࠬకరణం సంతృߧफ ۮంࡌࢣ , ޙ޴ल లޜ సంబం߅త b c ca abc 
ऴࠜޒజం ఒక సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అߖ మనం ڙ ऱۯ ࠹࠼యవ۪ऐ ऒޒऴపయ ߖߖ޵ బܽद మనంڒ  भ޳ ం  ఈ ఫߖޑ࡯ऒ  
ऒߖހఈ సࠬకర ޴అ ޙ࠼జం అࠜޒऴ ࣗࠈసమ , ݟంచంߧࡐߖ దట࠴  సంతృߧफ పࣆࡏफందߖ మ࠾ࡍ అ޻t 
࢑ధంڴ సࠬకరణం సంతృߧफ ۮంޙ޴ అ޴ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అڙ ࠭࠲ ߖ ऱۯ ࠹࠼యవ۪ऐ  1 ࠭࠲ బܽदڒ 
మ࠾ࡍ  సࠪన࠳న ऴపకటనࡱ  మ࠾ࡍ  అ࠭ޑߩ۫ ߖ  సࠪన࠳న ࣋द࠱ ݋ంڒ ࡱ ݋బܽद మన2 ڕ 1 2
ఇۨऐ న࢑ ऴࠜޒజంޜ ఇవछ బݞन ఎకए అ࢑ ,࠼ लࡌࢣ ࡹ࢑ࠪనం అవయవ ݩ లޜ ఉంܼߕ࢑ , ࠼ङ ऒߖࣃ  కڵ࡯ abc 
ఉంܼ࠼, 
ఇ޴ సమࣗࠈ అߖ ఇۨऐ నߩओ ओߩఇ ݡ అపసవङ ݡ ఉనऒ ࡹశ޴  ङߕ࢑  ऒߖࣃ  గమߖంۧ࡯.
  ऴࠜޒజం అం݄ మనࣄ࡯ޘ ڕన ࡱހڝ సࠪనంڴ ఉంܼ࠼, ऴపߩ࢙ ޒ ߰డ࢓ సࠪనంڴ ఉߕऒ యݞږ ߖ 
మనం ۫డగలం, ఇߩओ ऒߕޔࠓంచߖగమ ߘߝ ݡ ऒߖ܉ࠜޒऴ ߘߝ ,ߕ޻ంܽ࡮అ ڴజంߖ ޴ఇ , ߘ  ࡔ࢘ 
రऐࠪ ڕ࢓޶ంࠉ డం ޳छ అధङ ࡌ యనం ۯయగలߕ సࡔ అ޻ ఫ࡯తం  ߘߝ ఈ ऴߖ܉ࠜޒऒ  ڕ࢓޶ంࠉ ࡔ࢘ 
ࠪరऐ గలߕ మ࠾ࡍ అకए డ ఉనऒ  సమసङ షएࡍప ߘ  ڴసహజం ޴ఇ ࡔస ߕగలࡌ ڵࡍޒ ߘߝ ࠾ࡍమ ߕంచగలࡍ
ࡎపߦऴ ۃदం߸ࢳ द అࡱߧ ߖవబޔݡం޴, అ࢐ ࠪ ޙ࠼దన ఏࠫܽ  ఇߩओ  ߖజం అࠜޒऴ ࣗࠈసమ ޴దట ఇ࠴ ݡ
࠙࢑ంۨ, ࡓండవ ࠙గం అం݄ ࡓండవ ࠙గం ఇ޴ ఒక ప ऱ࣒  ఒࡓ ڴ࠲ ऱܿ  ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡓ ࡛ ऱܿ ࣄ అߕࣆ ߖऒ  b ړ
సࠪనం అڒ ࠭ޑߩ۫ ߖబܽद ߘߝ ఈ ऴߖ܉ࠜޒऒ ऐࡍࠪ  నటऱߖ޵ ࠭࠲ ޙ࠼ऒ ऒߕంܿڕߘంۧలߧ۫  ࠭  
అం݄ ߘߝ అߖऒ ړంత సంڜ ڕల࢓޶ంࠉ  ऱషद సంఖङ ऒߕޔࠓంచݟܔ ޜ ࡍߖ ఈ ࡏࠬ ం݄ڕࡶ ߘ भషद ऴࠜޒజంߖࡹ 
ऴపࠉ ޒం޳ ࢓޶छ फࣃ࢘ࣄޓ ߘ࢓޶ంࠉ ఒక ࡌ लࡌࢣ ࡏࠬ అం݄ ߘ లݟږ ޜన ऴߖ܉ࠜޒऒ  కڵ࡯ 
ఉߕऒ రۮ ߖపओ ంݟ.
  ఒక ࠪڒ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఇࠪڒ ݡ࠮ ޴ ఒకܽ అۮ ߖపओ ంݟ మ࠾ࡍ ఇࡓ ޴ంࠪڒ ݡ ఒకܽ మ࠾ࡍ సగం 
అۮ ߖపओ ంڒ ݟబܽद ߘߝ ఏࠫ ۯయగలߘ అం݄ ߘߝ ఒక ޜࠪڒ ఒకܽ ࢘ࣄޓయగలߘ అߩओ  తफం࠴ ݡ
రऐࠪ ړߖ࡮࠮ ݋ం࠼ߦ వ۪ऐ  సڒ ࡔబܽद  ࠬࡏ ఈ ऴࠜޒజంߖࡹ ऴపࠉ ޒం࢘ࣄޓ ߖ1 ࠪڒ 1 ڕ࢓޶యంߖ޵ ,ݟ
అర बం ߘߝ ఇకए డ 
ఎܿవంܽ ߕ࢑ङ ऒߖࣃ  ࠪరऐ రऐࠪ ߘ࢓డ߰ ݭ࣌ ڼ࡮అ ࠾ࡍమ ݞంڕ ऒߖ܉ࠜޒతफ ऴڜ ݞంڕ  సృࢳदంచగలߘ 
ऒߖހత లࣾށగڣࡔ బܽद ఏڒ  ࠪరऐ వలం ࠪరऐښ మనం ݞంڕ వ۪ऐ  అం݄ ఇ ښవలం ఒక ऴߖ܉ࠜޒऒ  w  
ఉంచవ۪ऐ ࡹశం޻క ऴపࡖమ ߖߖ޳ ߖڜࣆޓ  సڒ ࡔబܽद ߘߝ ۫డగڵ࡯న޴ ఏࠫటం݄, ࡍࠪ ߘߝऐ నటऱޙ࠼ 
అ޴ ఇపओ ओࡏࠪ ޴ఇ ,޴ఉంܿం ڴఈ సࠬకరణం ڔܽ  ߖంద޴ంۮ फߧసࠬకరణం సంతృ , ࡔస ߕ࠼అ ޴ߖࡶ
అڕߘం޳ం, ఒకࡏ సంతృߧफ ۮం޳రߖ అڕߘం޳ం.
 
సࡔ, అࠉ ࡔ࢘ ޴ంڕ࢓޶ భࡎ फ ۯయబݟన ఇతర ऴړߖ܉ࠜޒ అߖ ޻జమޔ࢓ం޳ సࡔ అం݄ ڜ ߕతफ ࠼ߦం݋ 
అర ߖన࣒ అ࠳ న࣒࠳ న࣒࠳ बం, ڜ ࡏ࢐తफ ऴߖ܉ࠜޒऒ  సృࢳदంۧࡏ, అ޳ ޴छ రऐࠪ ࡌ బݟం޴ సࡔ zb zc z z 
ఇߩओ ऒߕޔڷݡఅ ߘߝ ݡ ࡍߖ ఈ , ޴ంޔ޶ంۮ फߧసࠬకరణం సంతృ ߘ भషद ࠉంࡌࢣ ڕ࢓޶ल  ࡹసࠬకరణం ڴࡱ
ऴపޑङ ࠪऒ యంڴ ऴపయޒऒ ంచంڒ ݟబܽद ఇ࠳ ޴న࣒  ప ऱ࣒  ఒࡏࣃ ڴ࠲ऱ ࠳ ࠉన࣒  ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ  z z ࣄ ࡛
పऱ࣒ ޴న࣒ ఇ࠳  ఒࠉ ڴ࠲ పऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ఒకܽ పऱ࣒ ڴరకంڒ రణ߄ࣃ న࣒ ఒక࠳ ޴ఉంܿం ࡵవ ࣄ ࡛  z, z 
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ఒڴ࠲ పऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ࡛ ఇߕࣆ ޴ऒ  మڝ ࠾ࡍసం ఈښछ షߤ సంతృߧफ ۮం޴నం޶న ఇߕࣆ ޴ऒ  అߖ abc 
మనం ۫ࣃफ ओߩబܽद ఇڒ ࠭  abc ߖߖ޳ ࡏࠬ फ࣋ࡍफపߧసంతృ ߖߖ޳ఏࠫటం݄ ఒక ޴ۯంߖమనం గమ ݡ
రऐࠪ ړߖ޳కࡖ࢘ వ۪ऐ .
  మࢁऱ ޳छ छ޳ యడం࢘ࣄޓ ࡌ ऒߖހసबలం ఈ సࠬకర ࡌ  సంతృߧफపࣆࡏफంڒ , ޴బܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  z ڴసࠪనం ړ
సంతృߧफ ۮంޙ޴ ఇࡌࢗ ࣒࢙ ޴झ ంచవ۪ऐߧ۫ ߖర޳ంۮ फߧఒకܽ సంతృ ڴజంߖ ࡏࠬ బܽदڒ  ऒߖ޵ బܽदڒ  ݡంࡓ 
అࣃࡱߧ ߖफ  మనం ఏࠫ ݟంߘ లనࢣࡍసࠪనం ఈ ప ݡంࡓ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴ۯంߖబܽद మనం గమڒ ࡏ
ऒߕޔࠓయۯ ం అం݄ మనం ߄ࣃరణతࡹڝ ߘओ ऒߕޔࢂࢗ ݞంڕ ం, మన ऴߖ܉ࠜޒऒ  ऴړߖ܉ࠜޒ 
࣊ంऴܼړߖ࡮࠮ ڴ ݭ࠼ ࠪరऐ ऒߕޔࠓ ం అం݄ ࢂࢗ ߘߝफߕऒ అర ߖఅ ߘ बం  ߕ ऴట࠻ంߘ ࡽڵ ࠪరऐ  ఆ ,ړߖݞ
ऒߖ࡮࠮  ࣊ంऴܼڴ ݭ࠼ ࠪరऐ కएࡅ జంࠜޒऴ ࣗࠈసమ , ړߖݞ  ఆࣄफ ࠮లం అۮ ߖపओ ంݟ, ࣊ంऴܼݭ࠼ 
మ࠾ࡍ ۪ दܿښంऴదం సࠪనంڴ ఉంܼڒ ࠼బܽद మనࣄ࡯ޘ ڕనڒ ޴బܽद మనం ࠪࡌऐ  ߖߖ޳ బܽदڒ ࠭
సం܉थ ࠪనం ࡍ޶छ भ޳ࡱߧ ߖగం అࡆߖ ం ߗڒ అښ ޴వలం ఈ ࠆࢳद ࡹ ఆࣄफ ࠪࡏओ फࣃࡱߧ ऱࢁమ ߘߝ ߖఅ ޴ߖࡶ ߘ
ఇ޴ ఇߩओ फࣃࡱߧ ߖఅ ݡ ࠭, ఈ ऴపࡌࢣ ޒल ల మధङ ऒߖހڝ   మనం గమࣃߖफ ࠭, ఇࣆۯ 120 ޴फం޴ abc 
ఎం޶కం݄ ఈ ڝణం 60 అ࢑ సࠪన ڝణం ఎం޶కం݄  ఈړछ కएࡅ ࡽڵం࠻ऴట ࡽటరࡶ  ంట࡛࣊ ࠾ࡍమ ࣅ 
అ޴ߝ మనం ۫࣋޴ ࣊ంऴܼݭ࠼ మ࠾ࡍ ऴపదऀణ ښంऴదం ڒబܽद అ޴ ఈ ߖހڝऒ  ࢑భ܊ంచߖݞऒ  మనం 
फࣃ۫ ࠭, ఈ ࡍߖ भషद ࡔఖ࢑ ߘభ܊ంۨం޴ మన అసڝ ࡱణం ڒబܽद ఇ30 ޴ మ࠾ࡍ మࡖకܽ  30 ڒబܽद ࠫ࡯ڵ d 
ఉంڒ 120 ޴బܽद ఈ పࢣࡍలన ߘంݟ మనం ۫డగ޴ڼ࡯ ఏࠫటం݄, ࠬݟ 120 ࡏऴڶల ڝణంޜ 
ओߧޒ కࢗ ݭ࣌ న ఈ࠼న࣒ అ࠳ ޙ द࡛ ओߧޒ ࡹణంڝ లڶऴݟ 120 ࡏࠬ బܽदڒ   b a c b ڕߩ࢙ న࣒࠳ ޴అ ޙ
.޴ంܿంڕࡏۯ
 
ఈ పࢣࡍలన మనڕ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అޔ࢓ం޴ మ࠳ ߩ࢙ ߕ ࠾ࡍన࣒ ࠳ ߖࠉన࣒ ݟ 120 ߖऴڶల c b a
పओޒ ࡹణంڝ డం ޳छ  t ޴ߝబܽद అڒ ޴ంޔ࢓జం అࠜޒऴ ࣗࠈసమ ޴అ ࠲ऴతࠪ ޙ࠼ంۨనటऱ߅ࣃ ࡌ
ऴࠜޒజం సమڴࣗࠈ ఉం݄ మ࠾ࡍ మనం ߰ం޴నటऱޙ࠼ ࠪऴత࠲  ऴభమߖހऒ పओޒ  డం ޳छ  ts ߩ࢙ మన ࡌ

ంచడం తపओށڷ ޜڴ࠲ఒ ޴ߝఅ ࠉ న࣒࠳  మࡖకܽ ޶ڒ, c 
ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ओߩఇ ޴బܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڴ࢑ధం ޻అ ݡ  ݡ
పऱ࣒ ࣄ  ఒڴ࠲ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ࠉ వߤ పऱ࣒  ఒڴ࠲ సࠬకరߖހऒ  సరࢁకృతం ۯయడం ޳छ ऒߕࣆ ޴ఇ ࡌ  మ࠾ࡍ 
ए࣋ ڴ࠲ఒ ࠉ ڴ࠲ఒ ޴సࠪనం ఇ ړߖ࢐ छ సࠪనం పऱ࣒ ޜ ࡛ ओߩఇ ࣄ  ऒߖހమన సࠬకర ݡ  ఒڴ࠲ ࣋ए छ  ޜ ࡛
ऒߕࣆ ޴ంۧలం݄ ఇށڷ ओߩసࠪనం, అ ړ మనం ఇకए ݡ డڕ వۧऐ ం ఇ޴ ఒږ ڴ࠲ङ ࠗ, ఇకए డ ఒకܽ ࠬࡏ 
ఒڴ࠲ పవ࡛ ߖ ࡛ࠂ ߰ంڒ ࡏޑ޶బܽद ఇ޴ ఒకܽ ఈ షరߘޔ సంతృߧफ పڕ۪ࡏం݄ߝ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం t 
అߖ మనం ߅ࣃంచగڵ࡯న ࠴దܽ ࢐ङ ఖङ  అڵ࠭ ߖంۧࡏ.
 సछ యంۧలకంڴ ఇ޴ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद ࠭࠲ ఈ ࡓంݡ సࠬకరࡱހ సࠪనం అߖ 
ऒߕఉ ڴ࡮ జంࠜޒऴ ࣗࠈసమ ڴథࠫకంߦమనం ऴ ޳ࡶ సࠪనం ړంܽݟ࠮ ݡంࡓ బܽदڒ ࠭ޑߩ۫ మߖ 
भ޳ߧࡐߖ ం  ࡌࢣल ࡎపߦद ऴࠆࢳ ۃदం߸ࢳ ऱࢁమ ࡱ द మࢁऱ కڵ࡯ ఉంܿం޴, అం݄ ࠬ޳ ߖ ࡏछ ऐࡍࠪ ࡌ నటऱޙ࠼ abc z 
అ޴ ऴࠜޒజం ڒబܽद ఇ޴ సంతృߧफ ۮం࠳ ޙ޴న࣒ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  న࣒ b z c z࠳ ޴రऴసం ఇޔతफం  చ࠴ న࣒࠳ 

న࣒  ప࠳ ऱ࣒ న࣒ ఉతओ࠳  న࣒  ప࠳ ړफޒ ऱ࣒ న࣒  ప࠳  ऱ࣒  బܽद zb z b z c z c zڒ ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޜ 
ఇߩओ ऒߕޔࠓయۯ ऱ మనం ఏࠫࢁమ ݡ ం అం݄ 
మన సࠬకరణం ۧ࡮ సరళంڴ కߧߖంڜ ࡮ۯంۮం ࣏లభङ ం ۯయߕޔࠓऒ ం సరళ࠳న ఎంߧక ޳ ࠭࠲छ  z ࡌ
ओࡏࠪ फࣃۯ ڴసࠪనం ړ ߘ ࠭ అం݄ ऴࠜޒజం ߖ ࠪరऐ డం అం݄ ࢣర लంࡹ ఒకܽ a t
ऒߕࣆ  సࡔ సࡔ అం݄ ߄ࣃరణతࡹڝ ߘओ ओߩమనం ఇ ݞంڕ కएࡅ ݡ ऒߕࣆ  लࡌࢣ  లߘ ఊࣕంచవ۪ऐ  t bcr 
అం݄ అ޴ సంతృߧफ ۮంޔ޶ంڕࠪ ޴ ఇవछ బݟన సࠬకరణం ࠉ ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ ओߩసࠪనం ఇ ړࣄࠉ ࡛  ݡ
మన ڙ ऱ࠹࠼ ఏࠫܽ ڙ ࠭࠲ ऱ࠻ۯ ࠹࠼లڕߘంܿߕऒ ࠭  ఇ޴ షరߘޔ సంతృߧफ పరచړߖݞ సࠪనం ఇ޴ 
लࡌࢣ బܽदڒ ,సࠪనం ړߖݞफ పరచߧసంతృ ߘలޔషర ݡంࡓ ం޳ంڕࣆۯफࡏڷ ߘߝ ߘలޔషర ݡంࡓ ޙ࠼అ ࡱ

అޙ࠼ ఈ సࠬకరణం ఇߩओ రࢣ మన ݡ लం ߕࣆऒ  abc a ړߖހబܽद మనం సࠬకరڒ ޴फంࣆࡏफపߧసంతృ ߖ
తڵ ठࣃफ ࠭ అం݄ ఇ޴ ఒࡏࣃ ڴ࠲ऱ ࠉ ప ऱ࣒  ఒڴ࠲ ࣋ए छ ऒߕࣆ ޴ఇ ࣄ ࡛ పओۮ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ  ړߖݞ
సࠪనం అߖ ఇߩओ నర޵  ݟఏࠫ అడగం ݡ बం , ఇకए డ మనం ఒ࠳ ڴ࠲న࣒ ࣄ ࠑ ࠉ అۮ ߖపओ డంޜ సࠪనం s 
అۮ ߖపओ పओۮ ߖసࠪనం అ ړߖݞ ए࣋ ࠉ ,ړߖݞ छ ࡛ ప ऱ࣒ ए࣋ ࣄ  छ  ఒక ޴ఇ ړߖݞంచߧ۫ ߖసࠪనం అ ړࣄࠉ ࡛
ఆ ऱࣔదకర࠳న ఒక ఆڕ ఇߩओ  ޴అ ݡ
छ޳ ࠉ న࣒࠳ ङږ ړܾߖ࠿ ޴ߝఅ  ޴फంࣆߧ۫ ࡌ ओߩఇ ݋ࡐ ࠗ ऐۯఇ ڕఈ సࠬకరణం మన ݡ  c b ࣄ ࠑ ޴
 ప ऱ࣒ झڡసం ఎڝ ࣄ ࠑ ࠉ ڕమన ݟంߘ ߖ޵ ఒకܽ ޴ఇ ࠉ ࠑ ࣄ   ऴ߭షߤ ఉం޴ అం݄ ߘ ࠉంߘ ࣄ ݟం࠳ ࠉ ݟన࣒ ࣄ 
ఇߩओ ऒޒమనం ऴపయ ݡ ంచవ۪ऐ ڙ   ऱ࠹࠼ ఎږ ړܾߖ࠿ ࣄ ࠑ ࠉ ݋ࠔङ ڙ ࠪ సంڝ ߖ޵ బܽदڒ ݋ࡐ ࠗ ऱ࠹࠼ 
ङږ ࣄ ࠑ ࠉ న࣒࠳ ࠗ ఒకܽ ڒబܽद ఈ ऴߦరం࠙࠳ ړߖన࣒ ࣄ ࠑ ࠉ ࣋ए छ  ࣄ ࠑ ࠉ ޴ఇ ,޴ంޔ࢓రంభం అߦऴ ޜ ࡛
ऴ߱డڡ द ޜࣄ ࠑ ࠉ అࣄ ࠑ ࠉ ޙ࠼ ఉంܿం࠳ 1 ޴న࣒ ࠉ ࠑ ࣄ ఇߩओ  న࣒ 1࠳ ࣄ ࠑ ࠉ మనం ޴ఇ ,ݟంచంߖగమ ݡ
ओߩఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ڴ झڡఎ ࠉ ࠑ ࣄ న࣒࠳ ࣊  న࣒࠳ ࣄ ࠑ ࠉ ऱࢁమ ݡ  ऴ߭షࢗ ڵࡍޒ ړ ߤళ ऱంݟ ఇߩओ 1 ࠉ న࣒࠳ ݡ y 
ङږ ࣄ ࠑ ࠗ అߖ సओ షदంࣆࡱޘ ڴफం࠳ ޴న࣒ ࣄ ࠉ ࣋ए छ ऒߖ޳న ప࠳फ ࢘గవంత࣋ށڷ ޜࣄ ࠉ న࣒࠳ ޜ ࡛ ࣄ న࣒࠳ 
ఉతओ ޜࣄ ࠉ న࣒࠳ ࠾ࡍమ ڴࠉ ࠉ ఏకతछ ࠭࠲ బܽदڒ ఒకܽ ࠭޳ం߰ ߖफޒ ం ࡅకए ङږ   ࠉ న࣒࠳ ڴ ݋ࡐ ࠗ
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मࡌߖ ߖఅ ࣄ ݟంߘ  వలऱ޶ంۧ࠭, అంࡍ
ఈ ऴړం޴ సࠬకరణం ऴߖ܉ࠜޒऒ  ఒక ࢣర लంڴ మࡖక ࢣర लం ڴࣄࠉ కڵ࡯ ఉనऒ  ऴߖ܉ࠜޒऒ  సంతృߧफపࣆࡏफంద࠭࠲ ߖ
ऒߕޔڷࡱంచగߧ۫ ࠭ మ࠾ࡍ ఈ ࡓంݡ సࠬకరࡱހ ఉం݄ ࠪऴత࠲ అ޴ సమࣗࠈ ऴࠜޒజం సంతృߧफ 
జం తపओࠜޒऴ ,ޙ޴ంۮ फߧఈ సࠬకరణం సంతృ ࡍࣃఒక ߗڒ ޴ంޔ޶ంۮ  ࠼జం అࠜޒऴ ࣗࠈసమ ڴࡍసߖ
ఉం࡯ݞ అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ, కߘక మనం ఇంతڕ ࠭ంڙ ޶ ऱࣄۯ ࠹࠼న ऴࠜޒజం తపओ  ࣗࠈసమ ڴࡍసߖ
ऴࠜޒజం అ࠼ ఉం࡯ݞ 
 బܽदڒ ޴फంࣆࡏफ పߧసంతృ ߘޔఒక షర ߕ޼ఏ ߯ڕబܽद ఒక ఆڒ
ఈ ऴړం࢐ ޴దన సమࣗࠈ ऴࠜޒజం అߧࡐߖ ࠭࠲ ߖంۧ࠭ ڒబܽद ఈ ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ చࡍऐ ంۧ࠭ t 
ఐకङ త ࡅకए ङږ  కएࡅ ݋ࡐ ࠗ  అߝక లࣾࡱހ మ࠾ࡍ ఐకङ త ࡅకए ङږ   కߝఅ ࠭࠲ ڴరం߄ఆ ݋ࡐ ࠗ
సమసङ లߘ చࡍऐ ంۧ࠭ 
మ࠾ࡍ త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ మߖڜࡍऒ  సమసङ లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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