
 नमˋार िवȨाȚाōचे ˢागत आहे जिटल संƥांवरील सातʩा ʩाƥानात शेवटǉा लेƁरमȯे आʉी एकाȏतेǉा ʩा मूळवर चचाŊ n
केली आिण ȑावर आधाįरत आʉी अनेक ओळख िसȠ केʞा आहेत चला या चचőला पुढे चालू ठेवूया आʉी एक ओळख िसȠ केली 
आहे जी आहे.sine pi 

Ȫारे दोन Ȫारे वजा एक Ȫारे मूʞ Ȫारे दोन ते घात वजा एक हे आपण पाš या की हे   n sine pi n sine n pi n n n 
आपʞाला िविशʼ सम˟ांचे िनराकरण करǻात कशी मदत करते 
खालील अिभʩƅीचे मूʞ शोधǻासाठी अिभʩƅी दहा अंश आहे साइन वीस अंश उȋादनासह साइन ऐशंी अंशापयōतचे उȋादन 
आपʞाला या अिभʩƅीचे उȋादन शोधायचे आहे ʉणून आपण या अिभʩƅीचे मूʞ शोधǻासाठी वरील ओळख वापरǻाचा Ůयȉ 
कŝया जे आपण पाहतो ते कोणतेही मूʞ िदले जाते n 

ǉा बरोबरीचे ʉणूया दोन मग आपण जे पाहतो ते असे आहे की हे पाई पयōतचे िचɎ दोन बाय दोन आहे आिण जर मी ची िकंमत n n 
घेतली तर दहा असे ʉणू Ȩा, तरीही ते जाते असे ʉणू की पिहले मूʞ असेल जे साइन अठरा आिण ते साइन sine pi by ten 
होईपयōत नऊ बाय नऊ पाई बाय टेन बरोबर आहे, जर मी पिहʞा टमŊसह ओळखǻाचा Ůयȉ केला जेथे ते साइन 10 अंशाने सुŝ होते 
अगदी नैसिगŊकįरȑा मला असे िदसते की जर मी घेतला तर मला पिहला घटक जो साइन आहे तो िमळवता येईल.n 18 
  10 अंश ʉणजे आपण 18 ǉा बरोबरीने ने सुŜवात करǻाचा Ůयȉ कŝ या n 
नंतर मी वरील ओळखीतील अिभʩƅीǉा भागाशी एकŝप होऊ शकतो, ʉणून जर मी ǉा बरोबरीचे मानले तर मला येथे कायn 18 
िमळेल ते साइन 10 अंश आहे  आहे आिण दुसरा जो साइन वीस अंश आहे जो साइन टू बाय टू बाय अठरापयōत आहे pi by 18 pi 
आिण तो साइन सतरा बाय अठरापयōत जातो Ǜाचे मूʞ आपʞाकडे अठरा बाय दोन ते घात सȅर आहे ते आपण आणखी सोपे pi 
कŝ शकतो का ते पाš या पिहले िनरीƗण ʉणजे चे मूʞ येथे नऊ िकंवा नववे पद जे येथे सांिगतले आहे की जर मी ǉा बरोबर 9 k k 
घेतले तर माझी अिभʩƅी सामाɊ पदाǉा वर आहे घेतो 9 बरोबर िमळेल 2 Ȫारे जे 1 आहे.sine k by 18 i k sine pi 
 तर याचा अथŊ असा की मȯे नववी पद  ही अिभʩƅी नववी संǒा मूʞ एक आहे परंतु दुसरे िनरीƗण आहे हे एक िनरीƗण आहे आिण 
दुसरे िनरीƗण आहे जर आपण अठरा वजा बाय अठरा या िचɎाचा िवचार केला तर ते साइन बाय अठरा इतके आहे खरे तर k pi k 
तुमचे एक सामाɊ िनरीƗण आहे जे वजा आहे  हे 1 ते पयōत Ȫारे मूʞाŮमाणेच आहे .sine n k pi by n n sine k nk 
 
आमǉाकडे दोन बाय अठरा पयōत सतरा बाय अठरा पयōत आहे जी अठरा बाय दोन sine pi by 18 sine pi sine pi 
पॉवर सतरा आहे .
 नववी संǒा एक आहे आिण उवŊįरत इतर संǒा या अथाŊने पुनरावृȅी करǻाǉा Ţमवारीत आहेत की 17 बाय 18 चे िचɎ आहे जे 18pi 
ǉा सारखे आहेsine pi 
 ȑामुळे आपʞाला ˍेअर 2 बाय 18 पयōत बाय 18 ˍेअर िमळेल जे आʉी ʉणतो  नऊ बाय दोन पॉवर sine sine 8 pi 
सोळा अशी सामाɊ संǒा रȞ कŝ शकतो 
आता ही संǒा काही नाही परंतु आमची आवʴक अिभʩƅी आहे जी साइन 10 िडŤी साइन 20 िडŤी आिण साइन 80 िडŤी आिण 
संपूणŊ ˍेअर आहे आिण आता तुʉी हे ƽा  वगŊमूळ आपʞाला 3 बाय 2 पॉवर 8 एक मूʞ ʉणून िमळते आता 
ओळखीǉा िचɎाŮमाणे उȋादने आपʞाला बाय दोन पॉवर वजा एक िमळतात या Ůमाणेच आपʞाला टमŊचा समावेश n n cos 
असलेली ओळख िमळू शकते जी आहे  पयōत वजा एक जे चे cos pi by n cos two pi by n cos m pi by n m 
वगŊमूळ बाय दोन घात वजा एक ǉा बरोबरीचे आहे, तर आता ही ओळख कशी िसȠ करायची हे मला आठवते जेʬा आʉी िचɎ m 
संǒा समािवʼ असलेली ओळख िसȠ केली तेʬा आʉी वापरलेले 
बŠपदी ते  घात उणे 1 पयōत या अिधक 1 पयōत या बŠपदी एकतेǉा ʩा मूळचा वापर कŝन गुणांक बनवला आहे आिण z n n  
आʉी चे मूʞ 1 मानले आहे, नंतर आʉाला ही अिभʩƅी िमळाली आिण एकदा तुʉी ȑाचे मॉǰूलस मूʞ घेतले तर आʉाला z 
िचɎ अिभʩƅी िमळाली आता संकेतक वापरतात  या ओळखीमȯे ला वजा 1 ǉा बरोबरीचे ʉणा z 
आिण तȖम ŮिŢया करा ʉणजे जेʬा तुʉी उणे 1 वजा अʚा पॉवर पासून अंतर मोजता तेʬा तुʉी समान ŮिŢया कराल जे 1 ɘसk 
अʚा पॉवर मॉǰूलस सारखे आहे जेथे तुʉाला काː िमळेल  मुदत उजʩा बाजूला हा इशारा वापŝन तुʉी दाखवू शकता की येथे k 
कोसाइनचा समावेश असलेली उȋादन संǒा हे मूʞ देते आिण जेथे ही सम संƥा असेल तर िवषम असेल तर तुʉाला ही n n 
अिभʩƅी िमळेल आिण साइन आिण कोसाइन ओळख एकũ कŝन तुʉी ओळख िमळवू शकता .
  ˙िशŊक संǒा ठीक आहे ʉणून मी अɷास ʉणून पुरावा सोडतो आता आपण िविशʼ केस ǉा बरोबरीǉा बरोबर एकतेǉा n n 

ʩा मूळची चचाŊ कŝ Ǜाला एकतेचे घनमूळ ʉणतात ʉणून आपण मानतो आिण आपण सवŊ जिटल काय आहेत ते िवचारत n n 3 
आहोत  संƥा Ǜाची ितसरी घात 1 आहे आपʞाला मािहत आहे की आपʞाला एक संǒा िमळते जी एक ʉणते की कोन दोन बायpi 
तीन आहे आिण दुसरी संǒा जी चार बाय तीन आहे ही जिटल संƥा जी या समीकरणाचे समाधान करते या संƥा ठीक आहेत ʉणूनpi 
एक िवशेष नोटेशन आहे जे  ओमेगा आहे Ǜाला असे ʉणतात, cis two pi by three cos two pi by three 
आिण अिधक चे मूʞ काय आहे हे आपʞाला माहीत आहे वजा अधाŊ अिधक i sine two pi by three i root 3 by
2 असे मूʞ िमळते आिण आपण ते पाहतो  पुढील टमŊ ʉणजे ओमेगा ˍेअर ʉणजे हे फƅ 2 cis 4 pi by 3 pi by 3 
ʉटʞाŮमाणे Ůाɑ झाले आहे जे आमǉा ओमेगा ˍेअरिशवाय दुसरे काहीही नाही ʉणून ओमेगा हे नोटेशन वापŝन आपण ओमेगा 
ˍेअर आर Ɛूब ŝट्स हे लƗात घेतले आहे.
  एकता ǉा एकता आपण सहजपणे पाš शकतो की एक अिधक ओमेगा अिधक ओमेगा ˍेअरचे मूʞ शूɊ आहे कारण आपण हे 
देखील पाš शकता की ओमेगा ˍेअर हे ओमेगा संयुƵािशवाय दुसरे काहीही नाही आता एकदा आपण ओमेगा ओमेगा ˍेअरची बेरीज 
केली की काʙिनक भाग ओमेगाचा वाˑिवक भाग रȞ करतो.
  वजा अधाŊ ʉणजे तुʉाला वाˑिवक भागाǉा दोन पट िमळतील जो वजा एक आहे
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 ȑामुळे बेरीज शूɊ आहे ʉणून आʉी पाहतो की ही िटɔणी एक आिण समानतेǉा Ůमाणे आहे जे आʉी ऐƐ ओमेगा पॉवरǉा ʩा n
मूळमȯे केले आहे ʉणा कुठे 3 आहे जे आपʞाला ते फƅ एक ओके ʉणून िमळते ʉणून कोणी फƅ ȑाची पॉवर तीन n 
वाढवǻाची गणना कŝ शकतो जे येथे आहे उदाहरणाथŊ दोन बाय तीन Ɛूब जे तीन आहे मुळात युİƅवादातील cis pi cis 
गुणाकारात आपʞाला फƅ दोन िमळतात  एक ठीक आहे िकंवा आपण यासाठी भौिमितक ʩाƥा देखील पाš शकतो आपण pi 
एकक वतुŊळ 1 चा िवचार कŝया आिण ओमेगा 120 अंश िफरवत आहे असे सांगून ठेवले आहे आिण ओमेगा ˍेअर पुɎा एक वीस 
अंशाने िफरवा जे खरं तर ओमेगा ˍेअर आहे  याचा अथŊ असा की ओमेगाने गुणाकार करणे जे या िविशʼ ʬेƃरमȯे 120 अंश कोन 
जोडǻासारखे आहे आता आपण आणखी एक 120 अंश जोडला आहे जो ओमेगाने गुणाकार केला आहे आिण आपण परत एकावर 
पोहोचाल ʉणजे आपʞाला िदसेल की ओमेगा Ɛूब एक आहे आिण सवŊसाधारणपणे आपण ओमेगा पॉवरचा िवचार केʞास ʉणा 3 
पॉवर हे ओमेगा पॉवर सारखे आहे 3 पॉवर हे 1 आहे हे कोणतेही पूणाōक असू शकते ʉणून िनरीƗण असे आहे की आपʞाकडेn n n 
ओमेगा पॉवर तीन गुणाकार असʞास ते एक आिण आणखी एक िनरीƗण आहे जे आपण एकतेǉा घनमूळांची बेरीज आहे  सामाɊत: 
शूɊ आहे जसे की आमǉाकडे एकतेचे वे मूळ आहे तुʉी ȑाची बेरीज करा तुʉाला शूɊ िमळेल चला एक साधी सम˟ा कŝ या या n
अिभʩƅीचे मूʞ शोधूया िकंवा सोपे करा अशा Ůकारे ते कमी कŝन ɘस द फॉमŊ अिभʩƅी आपण पाहतो की ही संǒा a ib 
आपʞा ओमेगािशवाय दुसरे काहीही नाही ʉणून ओमेगाǉा गुणधमाŊचा वापर कŝन आपण हे सहज सोपे कŝ शकतो ʉणून या 
शɨाचा िवचार करा चार अिधक पाच ओमेगा पॉवर तीनशे चौȅीस अिधक तीन वेळा ओमेगा पॉवर तीनशे पासʼ हे आपण आधी लƗात 
घेतले आहे .
 ही संǒा 
ओमेगा पॉवर 3 गुणाकार ʉणून िलिहली जाऊ शकते जी 300 ते तीन गुणाकार ओमेगा ɘससह तीन वेळा पुɎा एकदा आपण पॉवर अशा
Ůकारे िवभािजत कŝ शकतो की एक ʉणजे तीन गुणाकार ʉणजे तीनशे साडेतीन हा ओमेगा वगŊ आहे ʉणून ही संǒा एक आहे पुɎा हा
घटक एक आहे ʉणून आपʞाला जे िमळते ते ʉणजे चार अिधक पाच ओमेगा अिधक तीन ओमेगा चौरस आता पुɎा हे तȚ वापरा की 
एकतेǉा घनमूळांची बेरीज 0 आहे यावŝन आपʞाला ओमेगा ˍेअर वजा ओमेगा वजा 1 िमळेल आता यामȯे पयाŊय आहे अिधक पाच
ओमेगा आिण नंतर उणे तीन ओमेगा उणे तीन ʉणजे एक अिधक दोन ओमेगा असे समीकरण आपʞाला िमळते आता फƅ ओमेगाचे 
मूʞ काय आहे ते पहा 
वजा अधाŊ ɘस Ūी ŝट Ūी बाय टू जे सरलीकृत केʞानंतर आपण पाहतो की येथे आपʞाला एक वजा एक िमळतो आिण एक सह रȞi 
होतो
 ȑामुळे उवŊįरत घटक गुणा ŝट तीन आहेi 
 ȑामुळे असे िदसते की जेʬा आपण ʉटलो की अिभʩƅी ओमेगाǉा शƅीसंह येते.
 ओमेगाचे गुणधमŊ वापŝन सहज कमी करता येतात, आता आणखी एक सम˟ा कŝ 
या, या कॉ̱ɘेƛ नंबरची पॉवर जी तीन ने वाढवली आहे ती दोन अिधक 1 ने गुणाकार केली आहे जी नेहमी Ůȑेक साठी mul n n 
वजा 1 असते.
  पूणाōक तर मग ही अिभʩƅी काय आहे ते पाहǻाचा Ůयȉ कŝ या Ůथम या अिभʩƅी मूळ 3 अिधक मूळ 3 वजा कŝन मी i 
सरळ सरळ सरळ कŝया ʉणजे तुʉी ȑाǉा संयुƵ मूळ 3 अिधक मूळ 3 अिधक येथे आपʞाला िमळेल जे मूळ तीन आहे.i i 

संपूणŊ वगŊ याने भागाकार तीन अिधक एक आहे आपʞाला एक पद िमळते जे चार आहे आता आठवते ओमेगा ओमेगाचे  plus i 
मूʞ वजा अधाŊ अिधक ŝट 3 बाय 2 आता आपण पाहतो की ही अिभʩƅी जवळजवळ याǉा जवळ आहे  मूळ तीनǉा बरोबरीने i 
आपण बाहेर काढू शकतो जर तुʉी बाहेर काढला तर ˍेअर ʉणजे चौरस टमŊǉा आत चार काढू शकतो याचा अथŊ असा i i i 
होतो की येथे एक वजा दोन कŝन आता हे समान आहे आिण हे वजा एक आहे.
 उणे ओमेगा िशवाय काहीही नाही जे आपण ओमेगा ˍेअर ʉणून पाहतो, तर आता जर आपण तीन पट ŝट तीन अिधक मूळ तीन i 
वजा तीन पट दोन अिधक एक वाढवतो आिण आपण जे पाहतो ते येथे ओमेगा ˍेअर पॉवर तीन  मİʐपल टू एन ɘस वन हे वजा i n 
एक पॉवर िसƛ एन ɘस Ūी आिण ओमेगा ˍेअर हे आपण सहा पॉवर टू एन ɘस वन असे िलš शकतो हे आपʞाला वजा एक देते 
आिण हे आपʞाला फƅ एक देते कारण ते तीनचे गुणाकार आहे जे नेहमी एक असते  आʉी आमǉा िवधानाची पडताळणी करǻास 
सƗम आहोत आʉाला आणखी एक सम˟ा कŝ या आʉाला िकमान सकाराȏक पूणाōक शोधायचा आहे जेणेकŜन ते या n 
समीकरणाचे 
समाधान करेल
 ȑामुळे अनेक या ओळखीचे समाधान करतील परंतु आʉाला चे िकमान मूʞ देणे आवʴक आहे  जे हे समीकरण समाधानी n n 
आहे ʉणून या अिभʩƅीȪारे आपण एक अिधक ओमेगा ˍेअर एस वजा ओमेगा आिण ओमेगा पॉवर फोर वापŝ शकतो जे फƅ 
ओमेगा Ɛूबने ओमेगासह गुणाकार केले आहे जे फƅ ओमेगा आहे ʉणजे ही अिभʩƅी आपʞाला 1 अिधक ओमेगा ˍेअर पॉवर 
ʉणून िमळते  अिधक अशा Ůकारे हे समाधान करते जर आिण फƅ जर ही मायनस ओमेगा पॉवर असेल आिण ही संǒा 1 n 1 n 
अिधक ओमेगा असेल जी मायनस ओमेगा ˍेअर पॉवर असेल आिण हे समाधान होते जर आिण फƅ जर ओमेगा पॉवर ʉणून n n 
ओमेगा पॉवर 2 अशा Ůकारे समाधानी असेल तर आिण फƅ  जर ओमेगा पॉवर ǉा समान असेल तर आʉी फƅ ओमेगा n n 1 
पॉवर रȞ करतो आʉी िवचारत आहोत की चे सवाŊत कमी मूʞ काय आहे जे समाधान देते जे फƅ तीन आहे चला आपण एकाn n n 
सम˟ेवर चचाŊ करǻाचा Ůयȉ कŝया जी थोडी वेगळी आहे आʉाला काय िवचारायचे आहे सवŊ जिटल संƥा आहेत Ǜा या 
समीकरणाचे समाधान करतात ʉणून Ǜा Ɨणी आपण हे पाहतो जर आपण बरोबर शूɊ घेतले तर एक समाधानी होईल जे एक z 
Ɨुʟक उपाय आहे आता आपण गृहीत धŝ या की गैर-शूɊ आहे आिण आपण िवचाŝ की शूɊ नसलेले आहे का?  कॉ̱ɘेƛ z o 
संƥा शूɊ नसलेʞा या समीकरणाचे समाधान करते एकदा ते शूɊ नसले की ȑात ʩˑ असते िकंवा चे मॉǰूलस जे शूɊ नसलेले z 
असते, आपण या संपूणŊ अिभʩƅीमȯे चा वगŊ मोड ˍेअरने भागू शकतो z z 
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ȑामुळे आपʞाला चा वगŊ ˍेअर अिधक Ȫारे मोड िमळेल.z mod z z z 
 येथे ʉणा एक रȞ केले आिण आʉाला एक िमळाले हे शूɊाǉा बरोबरीचे आहे आता कसे तरी ते आता पįरिचत mod z 
समीकरणाǉा जवळ आले आहे जे Ȫारे संपूणŊ वगŊ आहे आिण दुसरी जिटल संƥा अिधक एक शूɊ बरोबर आहे जी ओमेगाz mod z 
आहे  या समीकरणाचे समाधान करते ʉणून आता आपण आपला Ůʲ पुɎा िवचाŝ या आपण या समीकरणाचे समाधान करणारी शूɊ 
नसलेली संिमŵ संƥा शोधत आहोत
 ȑामुळे जर मी ओमेगा ही संƥा मानली तर ओमेगाने हे समीकरण पूणŊ केले पािहजे आिण आपʞाला मािहत आहे की दोन आहेत याz 
समीकरणाचे अनोखे समाधान जे एकतेचे घनमूळ यािशवाय दुसरे काहीही नाही Ǜाला आपण ओमेगा सो आिण ओमेगा ˍेअर असे 
संबोधले आहे
 ȑामुळे ȑाचे दोन उपाय आहेत जे आहेत आिण 4 ʉणतात Ǜाला आपण ʉणतो  मेगा आिण cis 2 pi by 3 pi by 3 o 
ओमेगा ˍेअर आता जर आपण ला लॅɾडा टाइʈ ओमेगा ʉणून मानले तर लॅɾडा एक आहे तर या समीकरणातून तुʉाला काय z 
िमळते ʉणून आʉी ओमेगा ʉणून मॉड लॅɾडा Ȫारे िनवडू शकतो हे समीकरण पूणŊ करते ʉणून आʉी फƅ साठी मूʞ ठेवले z z 

हा ओमेगा आहे िजथे ला आता अिनयंिũतपणे िनवडले जाऊ शकते ʉणजे ला लॅɾडा टाइʈ ओमेगा ʉणून mod z mod z z 
िलिहता येईल आिण इतर ʉणा की लॅɾडा टाइʈ ओमेगा ˍेअर िजथे लॅɾडा नकाराȏक नाहीr 
 ȑामुळे आमचे उपाय एक ʉणून मी पुɎा आमǉाकडे काय आहे ते पुɎा सांगू.
  Ůथम आपण पािहले की शूɊाǉा बरोबरीने एक समाधान आहे आिण नंतर आपण शूɊ नसलेले सोʞूशन शोधतो एकदा आपण हे z 
शूɊ नसलेले आहे असे गृहीत धरले की आपण ने भाग कŝ शकतो ʉणजे आपले समीकरण एकक वतुŊळावर मोजले जाते mod z 
कारण कोणतीही जिटल संƥा जी याचे समाधान करते  समीकरण Ǜाचे मॉǰूलस एक ठीक आहे ʉणून आपण एक जिटल संƥा 
शोधत आहोत जी एकक वतुŊळावर İ̾थत आहे आिण या समीकरणाचे समाधान करते आिण ते एकतेचे घनमूळ आहे आिण ȑापासून 
आपण इतर सवŊ िमळवले आहे  आता आपण भौिमितक पैलूǉा lutions 
̊ʼीने या जिटल संƥांǉा फायȨावर चचाŊ करǻाचा Ůयȉ कŝया
 ȑामुळे एकतेǉा घनमूळांची भौिमितक ʩाƥा आहे, ʉणजे जेʬा आपण एकक वतुŊळ घेतो तेʬा आपण येथे 1 ठेवतो आिण 120 
अंशाǉा कोनात ओमेगा असतो .
 धनाȏक वाˑिवक अƗ आिण इतर तुʉी एकाच सिदशाने १२० अंशाने िफरवलेत तर आपʞाला ओमेगा ˍेअर िमळतो, 
जर आपण िशरोिबंदूसह बŠभुज ठेवला तर आपʞाला हे कळते की आपण 
या घनमूळ एकतेǉा मुळे येथे तीन बाजू असलेला बŠभुज जो िनयिमत आहे िũकोणािशवाय दुसरे काहीही नाही येथे िनयिमत याचा अथŊ 
असा आहे की आपʞाला एक समभुज िũकोण िमळत आहे
 ȑामुळे समभुज िũकोण ʉणजे समभुज िũकोण काय आहे ते आठवǻाचा Ůयȉ कŝया 
ȑामुळे सवŊ बाजू असलेला िũकोण समान आहे असे ʉणू या कारण ही बाजूची लांबी आहे आिण  दुसरी लांबी आहे आिण जर ती a b 
समभुज असेल तर सवŊ बाजू समान असतात आिण सवŊ कोन देखील समान असतात इतकेच नाही तर आपण येथे पाहतो की हा समभुज 
िũकोण कŐ ūिबंदू आहे  हा ऑथŖ कŐ ū आिण पįरŢमा कŐ ūाशी एकŝप होतो d 
ȑामुळे आपण समभुज िũकोणासाठी सȯा अनेक गुणधमाōची यादी कŝ शकतो, आपण फƅ एक ʩाƥा घेऊ या ʉणजे सवŊ बाजू 
समान आहेत आिण सवŊ कोन समान आहेत ȑापैकी कोणतीही एक तुʉी घेऊ शकता.
 िũकोण समभुज िũकोण आहे असे ʉणǻासाठी या दोɎी समतुʞ आहेत, आता आपण येथे Ůाɑ केलेला िũकोण समभुज िũकोण आहे 
हे केवळ बाजंूǉा लांबीǉा बाजंूची लांबी िकती आहे हे पाšन हे सȑािपत करणे खूप सोपे आहे की आपण एक वजा ओमेगा आहे.
 हे ओमेगा मायनस ओमेगा ˍेअर सारखेच आहे असे का कारण हे ओमेगा असे िलिहले जाऊ शकते हे सामाɊपणे घेतले जाऊ शकते 
आिण तुʉाला जे िमळते ते 1 वजा ओमेगा असलेले ओमेगा उȋादन आहे आिण Ůȑेक घटकासाठी मॉǰूलस घेतले जाऊ शकते मॉड 
ओमेगा एक आहे ʉणून तुʉाला िमळेल  की हे एक वजा ओमेगा आहे ʉणजे बाजू आिण या बाजूची लांबी समान आहे ȑाचŮमाणे तुʉी 
पाš शकता की हे देखील 1 वजा ओमेगा ˍेअरǉा बरोबरीचे आहे जे तुʉी फƅ कŝ शकता  ने गुणाकार करा मग mod omega 
तुʉाला िदसेल की लगेचच ती दुस̴या बाजूǉा बरोबरीची आहे,
 ȑामुळे आʉी थेट पडताळू शकतो की िशरोिबंदू असलेला िũकोण एक ओमेगा ओमेगा ˍेअर ʉणून आपʞाला समभुज िũकोण देतो.
  समभुज िũकोणाचे काही वैिशʼय आʉी खालील िसȠ करतो की िशरोिबंदू असलेला िũकोण हा Ȫारे दशŊिवला जातो जेथे t abc abc
जिटल संƥांमȯे आहे आिण आʉी ʉणतो की हा समभुज िũकोण आहे जर तो असेल तर तो समभुज िũकोण आहे t sat 
अɊथा कोणȑाही एका İ̾थतीचे समाधान करतो.
  İ̾थती समाधानी आहे तर समभुज िũकोण आहे ही İ̾थती काय आहे ते वाचूया एक अिधक ओमेगा गुणा अिधक ओमेगा वगŊ ने t b c 
गुणाकार केला ȑांची बेरीज शूɊ आहे आिण दुसरे समीकरण एक वगŊ अिधक वगŊ अिधक वगŊ आहे जो अिधक अिधक b c ab bc 
आहे  जर हे समीकरण पटले तर आपण असा दावा कŝ शकतो की िशरोिबंदंूसह हा समभुज िũकोण आहे ʉणून आपण ca abc 
Ůयȉ कŝया  हा िनकाल Ůथम िसȠ करतो, जर समभुज िũकोण असेल तर आपण दाखवतो की ते या समीकरणाचे समाधान करते t 
आिण ȑाचŮमाणे जर समीकरण समाधानी असेल तर आपण तो समभुज िũकोण असʞाचा दावा कŝ शकतो, ʉणून आपण 1 आिण 2 
ही समतुʞ िवधाने 1 आिण 2 आहेत हे दाखवू.
  समतुʞ िवधाने आहेत ʉणून आपʞाला काय िदले जाते ते िũकोणासह िदले जाते जे अवयव समतल कुठेतरी िशरोिबंदूसह abc 
असतात अिभमुखता िवŜȠ िदशेने िदशािनदőश लƗात घेणे आवʴक आहे जेʬा ते समभुज आहे असे िदले जाते िũकोण ʉणजे 
आपʞाला मािहत आहे की कोन समान आहेत का आपण हे देखील पाš शकतो की Ůȑेक बाजूची लांबी ते समान आहेत आता मी हे 
पाहणार आहे की हे खरोखर असे आहे का की मी इतर िबंदूकडे सरकवून िũकोणाचा अɷास कŝ शकतो ठीक आहे मी हा िũकोण 
दुस̴ या एखाȨा िबंदूकडे वळवू शकतो आिण तेथे सम˟ा सोडवू शकतो आिण मी परत येऊ शकतो का Ǜाला नैसिगŊकįरȑा ̾थलांतरण 
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मालमȅा ʉटले जाते, तर आमचा दावा काय आहे?  आता Ůथम आपण असे गृहीत धŝ की तो समभुज िũकोण आहे मग आपण दाखवू 
की दुसरा भाग ʉणजे दुसरा भाग काय आहे हा अिधक ओमेगा गुिणले ब अिधक ओमेगा वगŊ गुणा बरोबर शूɊ आहे आपʞाला हे c 
दाखवायचे आहे ʉणून जर मी हा िũकोण हलवला तर  याचा अथŊ असा की मी सवŊ िबंदंूमȯे काही जिटल संƥेने जोडणार आहे अɊथा 
तुʉी या िविशʼ िũकोणातील Ůȑेक िबंदूने एका िबंदूने वजा करा ʉणजे आपण फƅ िवचार कŝया की तुमǉाकडे िशरोिबंदू असलेला 
िũकोण 
आहे असे ʉणू या .
  एक ˢʙिवराम एक आिण हे तीन ˢʙिवराम आहे असे ʉणू या आिण हे ʉणूया दोन ˢʙिवराम दीड आिण अधő ठीक आहे, मग मी 
काय कŝ शकतो, मी एक ˢʙिवरामाने वजा कŝ शकतो, मग संपूणŊ गोʼ मूळ िबंदूवर हलवता येईल.
  तुʉी या िũकोणातील Ůȑेक िबंदूवर 1 ˢʙिवराम 1 वजा करा ʉणजे मी येथे कोणताही अिभमुखता आिण बाजूची लांबी न बदलता एक
नवीन िũकोण तयार कŝ शकतो,
 ȑामुळे कोणȑाही भूिमतीय गुणधमाŊत बदल न करता आपण फƅ बदलू शकतो ʉणजे w.

फƅ एक िũकोण घेऊन तो दुस̴ या जागी ठेवू शकतो ठीक आहे मग मी काय पाš शकतो की मी िशɝ केले तर हे समीकरण   e 
अजूनही असेल की ते अपįरवतŊनीय असेल ठीक आहे की समजा समीकरण समाधानी आहे समजा समजा एक समाधानी आहे ठीक आहे 
मग ते दुस̴ या िũकोणासाठी सारखेच असेल जे दुस̴ या िबंदूवर बदलले होते ठीक आहे ʉणजे माझा नवीन िबंदू एक वजा वजा zb zc 
वजा आहे ते एक नवीन िũकोण तयार करतात जे नुकतेच ने हलवले होते ठीक आहे आता मी िवचारत आहे की नाही  समीकरण z z 
समाधानी होईल फƅ या िविशʼ िबंदूसाठी समीकरणामȯे िशरोिबंदू ʉणून बदलǻाचा Ůयȉ करा ʉणजे ते एक वजा अिधक ओमेगाz 
वेळा वजा अिधक ओमेगा ˍेअर वजा आहे जे अिधक ओमेगा बी अिधक ओमेगा ˍेअर सारखे आहे वजा हा एक b z c z c z 
सामाɊ घटक ʉणून एक अिधक ओमेगा अिधक ओमेगा ˍेअर जो शूɊ आहे आिण साठी समीकरण समाधानी असʞाने हे शूɊabc 
आहे असे आपण पाहतो,
 ȑामुळे आता आपण जे पाहतो ते ʉणजे समाधानी असʞास आपण ते दुस̴ या कोणȑाही घटकाकडे वळवू शकता फƅ पुɎा abc z
ने वजा केʞाने ते या समीकरणाचे समाधान करेल दुसरीकडे ते उलट आहे जर हे िविशʼ शूɊाǉा बरोबरीने समाधानी असेल तर तुʉी 
ŮȑƗात दाखवू शकता की एक समाधानी आहे ʉणून ȑाला दोन असे ʉणतात तर आपण जे िनरीƗण करतो ते एक आिण दोन समतुʞ 
आहेत या िनरीƗणावŝन आपण काय करणार आहोत की आपण सामाɊता न गमावता आपʞा िũकोणाला उȋȅीकडे वळवणार 
आहोत कारण िũकोणाकडे कŐ ūिबंदू आहे याचा अथŊ मी जात आहे  माझा िũकोण ̾थलांतįरत करणे जसे की उȋȅी कŐ ū̾थानी आहे जे 
आपʞाला समभुज िũकोणाचे गुणधमŊ मािहत आहे ते मूळ आहे असे ʉणू की कŐ ūिबंदू आिण पįरŢŐ ū समान आहेत ʉणून आपʞाला 
काय मािहत आहे ʉणून आपण ŮȑƗात ̾थलांतर केले आहे असे ʉणूया कारण हा नोटेशनचा गैरवापर आहे परंतु फƅ ते या िशɝ 
अंतगŊत एक गुणधमŊ अपįरवतŊनीय आहे मी ȑाला पुɎा एबीसी ʉणतो आता आपण या Ůȑेक िशरोिबंदंूमधील कोन पाहतो Ǜामुळे 120 
होतो कारण हा कोन जो 60 आहे ते समान कोन आहेत कारण  समभुज िũकोणाचा आहे आिण कŐ ū हे आपण पाहतो ते कŐ ūिबंदू आहेse 
तसेच पįरŢमा कŐ ū आपʞाला िदसते की तो या कोनाला दुभाजक करतो ही िविशʼ रेषा आपʞा मूळ कोनाला दुभाजक करते ʉणजे 30
आहे आिण दुसरा एक आहे  30 तर उरले 120
 ȑामुळे या िनरीƗणावŝन आपण काय पाš शकतो की हा बाजूचा सिदश जो उणे आहे जर तुʉी 120 अंशाǉा कोनाने िफरलात b a 
तर तुʉी 120 अंशाǉा कोनात िफरʞास ते उणे असलेʞा बाजूपयōत पोहोचेल.c b 
 
हे िनरीƗण आपʞाला असे देते की खरे तर तो समभुज िũकोण असेल जर आिण फƅ जर माझी बाजू उणे ला उणे c b b a 120 
अंशाǉा कोनाने िफरवून साȯ केली तर ʉणजे हा िũकोण समभुज आहे जर आिण जर आपण िमळवला तरच  रोटेशन िफरवून t ts 
आपली बाजू उणे ʉणजे ओमेगाने गुणाकार करǻािशवाय दुसरे काहीच नाही c b 
ʉणून हे आता जसे आहे तसे आपण पाहतो की अिधक ओमेगा आिण नंतर उणे वन अिधक ओमेगा हे समीकरण सोपे कŝन हे c b 
शूɊ आिण थ आहे.
 हे ओमेगा बी ओमेगा ˍेअर अिधक सारखे आहे हे शूɊ आहे आता आमचे समीकरण ओमेगा ˍेअरने गुणाकार केले तर येथे िमळेलc 
ते ओमेगा Ɛूब आहे ते एक आहे येथे तुʉाला ओमेगा पॉवर चार िमळेल जे ओमेगा आहे अशा Ůकारे हे  असा िनʺषŊ काढतो की टी 
समभुज िũकोण आहे हे आपण साȯ कŝ शकलो आहोत जर एकाने ही अट पूणŊ केली तरच आता आपण दुसरा िसȠ कŝ इİǅतो की 

समभुज िũकोण आहे जर आिण फƅ अशा Ůकारे एकदा समभुज िũकोण असेल ʉणजे ते आपोआप या समीकरणाचे समाधान t t 
करते ʉणून आपण फƅ हे दाखवू की ही दोन समीकरणे समतुʞ आहेत ʉणून आपण हे िसȠ कŝया की दोन हे तीनचे समतुʞ 
आहेत िकंवा आपण मुळात समभुज िũकोणासारखे आहोत तरच तीनची İ̾थती पूणŊ झाली तरच लƗात येईल की जर  िशरोिबंदू पुɎा 
िशİɝंग िशɝ गुणधमŊ पुɎा धारण करतात ʉणजे तुʉी िशɝ केʞास हा िũकोण ने असेल तर हे समाधानी असेल तर फƅ abc z 
एक तर उणे चौरस अिधक वजा संपूणŊ  हे चौरस एक वजा वजा अिधक वजा उȋादनाबरोबर वजा b z c z zb z b z c z 
अिधक वजा अिधक असेल तर आता पुɎा आपण काय करणार आहोत आपण थोडीशी सोय करणार आहोत जेणेकŝन आपले c z 
समीकरण अगदी सोपे िदसेल.
 सवाŊत सोपी िनवड आपण फƅ ǉा बरोबरीने बदल कŝ Ǜाचा अथŊ z 
असा की िũकोण ला हलवा की िशरोिबंदूपैकी एक शूɊ ठीक आहे ʉणजे सामाɊता न गमावता आपण आता चे शूɊ t t bcr 
िशरोिबंदू गृहीत धŝ शकतो  याचा अथŊ ते समाधानी आहे आʉाला जे समीकरण िदले आहे ते वगŊ अिधक वगŊ बीसी आहे   b c abc 
आहेत मग हे समीकरण आता समाधानी आहे आपला िशरोिबंदू शूɊ आहे ʉणजे आपण समीकरण कमी करतो हे ओमेगा गुणा a b 
अिधक ओमेगा ˍेअर हे शूɊ बरोबर असणे आवʴक आहे आता काय आहे ते िवचारा  याचा अथŊ हे असे ʉणǻासारखे आहे की c 
आपʞाला असे ʉणायचे आहे की येथे फƅ ओमेगा वजा दशŊिवǻासाठी ते वगŊ अिधक चौरस बीसी हे s b by c b c 
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दशŊिवǻासाठी हे एक मजेदार एक पान आहे आता ते 
उणे दाखवǻासाठी उकळते  हे एकतेचे घनमूळ आहे आता हे समीकरण आपʞाला जे देते ते अिधक Ȫारे b by c b by c c b
हे एक आहे यातून आपʞाला साठी अिभʩƅी आहे याचा अथŊ असा होतो की Ȫारे एक वजा आता b by c b cs c by b 
आपण Ůयȉ कŝ शकतो Ȫारे बȞलचा दावा हे एकतेचे घनमूळ आहे ʉणून यासाठी आमचा दावा आहे वजा घन हा c b b by c 
एक आहे
 ȑामुळे या साठी वजा वगाŊने सुŜवात केली आहे जी गुणाकार बरोबर पण आहे 1 वजा b by c b by c b c b by c c by

आहे आता लƗात ƽा की हे आपʞाला वजा 1 असे िमळते आता पुɎा उणे 1 वजा आता हे b b by c b by c s c by b 
˙ʼ आहे की वजा Ɛूब एक आहेy b by c 
 ȑामुळे वजा चा वगाŊने वजा ने ने गुणाकार केʞाने अिधक जलद टमŊ आपʞाला वजा ने आिण गुणाकार सह b c b c c b b c 
ने वजा  एक आहे ʉणून आपण असा िनʺषŊ काढला की वजा Ȫारे हे एकतेचे घनमूळ आहे ʉणून आपण हे दशŊवू शकतो की b c 
खालील समीकरण एक िशरोिबंदू दुसरा िशरोिबंदू बीसी ʉणून उȋȅी असलेला िũकोण समभुज िũकोण आहे आिण जर ही दोन 
समीकरणे असतील तरच समाधानी आहे परंतु आʉाला मािहत आहे की एकदा हे समीकरण पूणŊ झाले की िũकोण समभुज िũकोण असणे
आवʴक आहे Ǜाचा आʉी आधी दावा केला आहे ʉणून आʉी िसȠ केले की खालील Ůितपादन समभुज िũकोण आहे जर एका t 
पानावर ती कोणȑाही एका अटीचे समाधान करत असेल तर आʉी या ʩाƥानात चचाŊ केली.
 एकतेǉा घनमूळाचे अनेक गुणधमŊ आिण आʉी एकतेǉा घनमूळावर आधाįरत अनेक सम˟ांवर 
चचाŊ केली आिण पुढील ʩाƥानात आʉी आणखी काही सम˟ांवर चचाŊ कŝ.
 धɊवाद.
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