
 ഹേലാ വിദّാർ،ികെള സ׸ീർ؉മായ സംഖّകെളുׯറിتു׺ ഏഴാമെ؋ ْപഭാഷണ؋ിേല്ׯ 
സٔാഗതം , കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഏകതٔ׹ളുെട റൂ؂് ചർ׺ െചᅃٝു, അതിന്െറ nth 
അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ നിരവധി ഐഡന്റിئികൾ െതളിയി׺ി؂ു؇് , ഈ ചർ׺യിൽ തുടരാം, അത് 
ൈസൻ ൈപ ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ െതളിയിു׺.  ൈമനസ് ന്െറ n sine two pi by n sine n one pi n 
മൂലّം എؗ പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആണ് , ചില ْപٍ׹٠ൾ പരിഹരിׯാൻ ഇത് നെأ n n n 
സഹായിؗുׯത് എ׹െനെയ്ؗ നമു്ׯ േനാׯാം , ഇനിؚറയുؗ പദْപേയാഗ؋ിന്െറ മൂലّം 
കെ؇ു؋ക.  ൈസൻ എൺപത് ഡിْഗി വെര ൈസൻ ഇരുപത് ഡിْഗി ഉൽؚؗം ഉت ഉൽؚؗം ഈ 
പദْപേയാഗ؋ിന്െറ ഉൽؚؗം കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ 
പദْപേയാഗ؋ിന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാൻ മുകളിലുت ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗിׯാൻ ْശമിׯാം, ഏത് n 
മൂലّം നൽകിയാലും നമു്ׯ തുലّെമ്ؗ പറയാം. ര؇് അേؚാൾ നأൾ കാണുؗത്, ഇത് ൈപ ൈസൻ n 
ടു ടു വെരയും, ഞാൻ മൂലّം എടു؋ാൽ പ്؋ എ്ؗ പറയാം, അേؚാഴും ആദّെ؋ മൂലّം ൈസൻ ൈപn 
ആകും, അത് ൈസൻ പതിെന؂് ആകും , ൈസൻ ആകും വെര. ഒൻപത് ഒآത് ൈപ പ്؋ ഓെക, 
അതിനാൽ ൈസൻ 10 ഡിْഗിയിൽ ആരംഭിؗുׯ ആദّ പദവുമായി ഞാൻ തിരി׺റിയാൻ ْശമി׺ാൽ 
വളെര സٔാഭാവികമായി ഞാൻ എؗത് 18 ആയി എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ൈസൻ എؗ ഫാعർٚ ഫാعർٚ n 
േനടാനാകുെമ്ؗ ഞാൻ കാണുؗു. 10 ഡിْഗി അതിനാൽ നമു്18 ׯ ന് തുലّമായ ഉപേയാഗി്׺ n 
ആരംഭിׯാൻ ْശമിׯാം  , മുകളിലുت ഐഡന്റിئിയിൽ നിؗുت പദْപേയാഗ؋ിന്െറ ഭാഗവുമായി 
െപാരു؋െؚടാൻ എനി്ׯ കഴിയും, അതിനാൽ ഞാൻ ന് തുലّമായി പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, n 18 
എനി്ׯ ഇവിെട എ്ؓ ലഭിുׯം, അത് 10 ഡിْഗിയാണ്.  ൈപ 18 , മെئാ്ؗ ൈസൻ ഇരുപത് ഡിْഗി, ൈസൻ 
ടു ടു ടു ൈപ പതിെന؂് , ൈസൻ പതിേനഴു ൈപ പതിെന؂് വെര േപാകുؗു, അതിന്െറ മൂലّം പതിെന؂് 
ൈബ ര؇് പവർ എഴുപത് വെര നമു്ׯ ഇത് കൂടുതൽ ലളിതമാׯാൻ കഴിയുേമാ എ്ؗ േനാׯാം. 
ആദّെ؋ നിരീײണം ഇവിെട പറയുؗ മൂലّം ഒآത് അെ׸بിൽ ഇവിെട പറയുؗ ഒൻപതാം k 
പദമാണ്, ഇവിെട ഞാൻ ന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഇവിെട പറയെؚടുؗു, ഇവിെട എന്െറ പദْപേയാഗം k 9 

ന് മുകളിലുت െപാതുപദം ആണ്. 2 െകാ؇് അത് 1 ആണ്. അതിനാൽ അതിനർ،ം ഇൻ sine k sine k 
ഒآതാമെ؋ േടം എؗാണ്  ഈ പദْപേയാഗം ഒآതാം േടം മൂലّം ഒؗാണ്, എؗാൽ മെئാ്ؗ 
നിരീײണം ഇതാണ്, ര؇ാമെ؋ നിരീײണം, പതിെന؂് ൈമനസ് െക ൈപ പതിെന؂് എؗ ചിصം 
പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ൈസൻ െക പതിെന؂ിൽ നി്ؗ പതിെന؂ിൽ നി്ؗ തുലّമാണ്, 
വാُവٝ؋ിൽ നി׹ൾ്ׯ ൈസൻ എൻ ൈമനസ് എؗ െപാതു നിരീײണമു؇്.  ഇത് 1 മുതൽk pi by n 

വെരയുت ന്െറ മൂലّ؋ിന് തുലّമാണ്, നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯ േസ എ٧്ْعപഷൻ ഉ؇് n sine k nk 
നമു്ׯ ൈസൻ ൈപ ൈബ 18 ൈസൻ ടു ൈപ ൈബ പതിെന؂് വെര ൈസൻ ൈപ ഏഴ് ൈപ ൈബ 
പതിെന؂് വെര, അതായത് പതിെന؂് ര؇് ശװി പതിേനഴും ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ ഒآതാം പദം 
ഒؗാണ്, ബാׯിയുت മ്ئ പദ׹ൾ  17 ൈപ ൈബ 18 എؗ അർ،؋ിൽ ആവർ؋ിؗുׯതാണ്, അത് 
ൈസൻ ൈപ 18 ന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈസൻ സ്കٔയർ 2 ൈബ 18 മുതൽ ൈസൻ 8 ൈപ 
ൈബ 18 സ്കٔയർ വെര ലഭിുׯം.  ഒآത് ര؇് ശװി പതിനാറ് എؗ െപാതുപദം റؐാׯാം, ഇേؚാൾ ഈ 
പദം നമു്ׯ ആവശّമുت പദْപേയാഗമبാെത മെئാؗുമب, അത് ൈസൻ 10 ഡിْഗി ൈസൻ 20 ഡിْഗിയും 
ൈസൻ  ഡിْഗിയും മുഴുവൻ ചതുരവും ഇْപകാരമാണ്, ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഇത് എടുൂׯ  സ് കٔയർ റൂ؂് 80
നമു്3 ׯ ൈബ 2 പവർ 8 ലഭിുؗുׯ   വെര ൈമനസ് വൺ ൈപ മുതൽ ന് തുലّമാണ്, അത് n cos m n m 
ന്െറ വർ״മൂല؋ിന് ര؇് ശװി ൈമനസ് ഒ്ؗ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഈ ഐഡന്റിئി m 
എ׹െന െതളിയിുׯം എ്ؗ ഞാൻ ഓർുؗുׯെവ׸ിൽ , ചിص പദവുമായി ബؖെؚ؂ ഐഡന്റിئി 
ഞ׹ൾ ഉപേയാഗി׺ത് എؗ ബഹുപദമാണ്.  പവർ ൈമനസ് 1 മുതൽ ഇത് ؛സ് 1 വെര ഈ z to n 
േപാളിേനാമിയൽ യൂണിئിയുെട റൂ؂് ഉപേയാഗി്׺ ഫാക് ടൈറസ് െചയ് തിരിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ന്െറ nth z 
മൂലّം 1 ആയി കണׯാׯി, തുടർ്ؗ ഞ׹ൾ്ׯ ഈ പദْപേയാഗം ലഭിു׺, നി׹ൾ അതിന്െറ േമാഡുലസ്
മൂലّം എടു؋ാൽ, ഞ׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ ചിص പദْപേയാഗം ലഭിു׺.  ഈ ഐഡന്റിئിയിൽ ൈമനസ് 1 ന്z 
തുലّം എ്ؗ പറയുക , സമാനമായ നടപടിْകമം െചുإക, 
അ׹െന നി׹ൾ ൈമനസ് 1 ൈമനസ് ആൽഫ പവർ െകയിൽ നി്ؗ ദൂരം കണׯാുׯേآാൾ 
സമാനമായ നടപടിْകമം െചുإേآാൾ നി׹ൾ്ׯ കാ്ز ലഭി؛ 1 ؗുׯസ് ആൽഫ പവർ െക 
േമാഡുലസിന് തുലّമാണ് കാലാവധി  ഈ സൂചന ഉപേയാഗി്׺ വലതുവശ്؋  , ഇവിെട േകാൈസൻ 
ഉൾെؚടുؗ ഉൽؚؗ പദം ഈ മൂലّം നൽകുؗുെവؗും ഒئയാെണ׸ിൽ ഇര؂ സംഖّയാെണؗും n n 
കാണിׯാം, നി׹ൾ്ׯ ഈ പദْപേയാഗം ലഭിുׯകയും ൈസൻ, േകാൈസൻ ഐഡന്റിئികൾ 
സംേയാജിؚിുׯകയും െചᅃٝാൽ നി׹ൾ്ׯ ഉൾെؚ؂ ഐഡന്റിئി ലഭിുׯം.  ടാൻെജന്റ ്േടം ശരി, 
അതിനാൽ ഞാൻ െതളിവ് ഒരു വّായാമമായി ഉേപײിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നأൾ ഐകّ؋ിന്െറ ആം n-
റൂ؂് ْപേതّക േകസ് ന് തുലّമായ 3 ന്െറ കّൂബ് റൂ؂് ഓഫ് യൂണിئി എ്ؗ വിളിുؗുׯ, അതിനാൽ n 
ഞ׹ൾ െന 3 ആയി കണׯാുׯകയും എؓാണ് സ׸ീർ؉മായത് എ്ؗ േചാദിുׯകയും െചുإം n-
മൂؗാമേ؋ത് 1 ആയ സംഖّ , ആംഗിൾ ടു ൈപ ൈബ ْതീ എ്ؗ പറയുؗ പദം, മെئാ്ؗ നാല് ൈപ ൈബ 
ْതീ എؗ േകാം٧്ع؛ സംഖّ, ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ േകാം٧്ع؛ നآർ, ഈ സംഖّകൾ 
ശരിയാണ്, അതിനാൽ ഒരു ْപേതّക െനാേ؂ഷൻ ഉ؇്. ഒേമഗെയ സിസ് ടു ൈപ ൈബ ْതീ എ്ؗ 
വിളിുؗുׯ , േകാസ് ടു ൈപ ൈബ ْതീ, ؛സ് ഐ ൈസൻ ടു ൈപ ൈബ ْതീയുെട മൂലّം എؓാെണ്ؗ 
നമു്ׯ അറിയാം , ൈമനസ് ഹാഫ് ؛സ് ഐ റൂ؂് 3 ൈബ 2 ആയി നമു്ׯ മൂലّം ലഭിുׯം, നأൾ 
കാണുؗത് അതാണ്  അടു؋ പദം ഒേമഗ സ്കٔയർ അبാെത മെئാؗുമب, അതായത് cis 4 pi by 3 
എ്ؗ പറയുؗത് േപാെല 2 എؗത് നുأെട ഒേമഗ സ്കٔയർ അبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ pi by 3 
ഈ െനാേ؂ഷൻ ഒേമഗ ഉപേയാഗി്׺ നأൾ നിരീײിؗുׯത് ഒരു ഒേമഗ ഒേമഗ സ്കٔയർ കّൂബ് റൂ؂് r 
ആണ്  ഒേമഗയും ഒേമഗ ചതുരവും ഒؗി׺ാൽ മൂലّം പൂജّമാെണ്ؗ നമു്ׯ വളെര എളുؚ؋ിൽ 
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കാണാൻ കഴിയും, കാരണം ഒേമഗ ചതുരം ഒേമഗ സംേയാജനമبാെത മെئാؗുമെ്ؗب നി׹ൾ്ׯ 
നിരീײിׯാൻ കഴിയും,  ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഒേമഗ ഒേമഗ സ്കٔയർ എ്ؗ കൂ؂ിയാൽ സാ׸ൽؚിക ഭാഗം 
ഒേമഗയുെട യഥാർ، ഭാഗം റؐാുؗുׯ.  ൈമനസ് പകുതി, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ യഥാർ، 
ഭാഗ؋ിന്െറ ര؇് മട്׹ ലഭിുׯം, അത് ൈമനസ് ഒ്ؗ ആയതിനാൽ തുക പൂജّമാണ്, അതിനാൽ ഈ 
പരാമർശം ഒؗാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു , ഐകّ؋ിന്െറ ഒേമഗ പവർ എؗതിന്െറ ആം റൂ؂ിൽ n-
ഞ׹ൾ എؓാണ് െചᅃٝെത്ؗ പറയുؗതിന് സമാനമാണ് എവിെട നമു്ׯ ഇത് ഒരു ശരിയായി n n 3 
മാْതേമ ലഭിൂׯ, അതിനാൽ ഒരാൾ്ׯ അതിന്െറ പവർ ْതീ വർؑിؚിുׯക എ്ؗ കണׯാׯാം , ഇത് 
ഇവിെടയു؇് ഉദാഹരണ؋ിന് ടു ൈപ ൈബ ْതീ കّൂബ്, അതായത് മൂ്ؗ അടിرാനപരമായി cis cis 
വാദ؋ിെല ഗുണന؋ിൽ േപാകുേآാൾ നി׹ൾ്ׯ ര؇് ൈപ മാْതേമ ലഭിൂׯ  ഒ്ؗ ശരിയാണ് 
അെ׸بിൽ നമു്ׯ ഇതിനുت ജّാമിതീയ വّാഖّാനവും കാണാം.    ഈ ْപേതّക െവക് ടറിേല്120 ׯ 
ഡിْഗി ആംഗിൾ േചർؗുׯതിന് തുലّമായ ഒേമഗ െകാ؇് ഗുണിؗുׯത് ഇേؚാൾ ഒേമഗ െകാ؇് 
ഗുണി׺ാൽ ഒരു 120 ഡിْഗി കൂടി േചർുؗുׯ, അതിനാൽ ഒേമഗ കّൂബ് ഒؗാെണؗും െപാതുെവ ഒേമഗ 
പവർ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ ഒേമഗ കّൂബ് ഒؗാെണؗും ഞ׹ൾ കാണുؗു. 3 പവർ പറയുക , n 
ഇത് ഒേമഗ പവർ 3 പവർ ഇതാണ് 1 എؗത് ഏത് പൂർ؉സംഖّയും ആകാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഒേമഗ n n 
പവർ മൂ്ؗ ഗുണിത׹ളുെ؇׸ിൽ അത് ഒؗാെണؗും ഒരു നിരീײണം കൂടി ഞ׹ൾ ഉ؇ാׯിയത് 
ഐകّ؋ിന്െറ കّൂബ് േവരുകളുെട ആെകു؋കയാണ്.  െപാതുെവ പൂജّം േപാെലയാണ് ഞ׹ൾ്ׯ 
ഐകّ؋ിന്െറ റൂ؂് ഉتത്, നി׹ൾ അത് സംْഗഹി׺ാൽ നി׹ൾ്ׯ പൂജّം ലഭിുׯം, നമു്ׯ ഒരു nth 
ലളിതമായ ْപٍ٠ം െചإാം , ഈ പദْപേയാഗ؋ിന്െറ മൂലّം കെ؇؋ാം അെ׸بിൽ ഈ പദْപേയാഗം ഒരു
 െട ibുأൾ കാണുؗത് ഈ പദം നأാം നׯരീതിയിൽ ലളിതമാ ؗുׯചുരു ׯിേല്؋സ് എؗ രൂപ؛
ഒേമഗയبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഒേമഗയുെട സ്ٔ؋ ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ ഇത് ലളിതമാׯാം, 
അതിനാൽ ഈ പദം നാല് ؛സ് അ؀് ഒേമഗ പവർ മുؗൂئി മുؚ؋ി നാല് ؛സ് മൂؗിര؂ി ഒേമഗ പവർ 
മുؗൂئി അറുപ؋ി അ؀് പരിഗണിുׯക. ഈ പദെ؋ ഒേമഗ പവർ 3 ഗുണിത׹ൾ എ്ؗ എഴുതാം, 
അതായത് 300 മുؚ؋ി മൂ്ؗ ഒേമഗ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ മൂ്ؗ തവണ കൂടി നമു്ׯ പവർ വിഭജിׯാം , ഒ്ؗ
മൂ്ؗ ഗുണിതം , മുؗൂئി അറുപ؋ി മൂ്ؗ, ഇത് ഒേമഗ സ്കٔയർ, അതിനാൽ ഈ പദം ഒ്ؗ വീ؇ും ഈ 
ഘടകം ഒؗാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് നാല് ؛സ് അ؀് ഒേമഗയും മൂ്ؗ ഒേമഗ സ്കٔയറുമാണ്, 
ഇേؚാൾ വീ؇ും ഉപേയാഗിുׯക , ഐകّ؋ിന്െറ കّൂബ് േവരുകളുെട ആെകു؋ക 0 ആണ്, ഇതിൽ 
നി്ؗ ഒേമഗ സ്കٔയർ ൈമനസ് ഒേമഗ ൈമനസ് 1 ആണ്, ഇേؚാൾ ഇതിൽ പകരമാണ്. സമവാകّം നമു്ׯ 
 സ് ടു ഒേമഗ؛ ഒ്ؗ ׯസ് ൈഫവ് ഒേമഗ എ്ؗ പറയും, തുടർ്ؗ ൈമനസ് മൂ്ؗ ഒേമഗ ൈമനസ് മൂ്ؗ നമു്؛
ലഭിുؗുׯ, ഇേؚാൾ ഒേമഗയുെട മൂലّം ൈമനസ് പകുതിയാെണ്ؗ േനാ؛ ൂׯസ് ْതീ റൂ؂് ْതീ ൈബ ടു , i 
ഇത് ലളിതമാׯിയതിന് േശഷം ഇവിെട നമു്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ ലഭിുׯകയും ഒ്ؗ ഉപേയാഗി്׺ കّാൻസൽ 
െചുإകയും െചുؗുإ, അതിനാൽ േശഷിؗുׯ ഘടകം തവണ റൂ؂് മൂ്ؗ ആണ്, അതിനാൽ i 
പദْപേയാഗം ഒേമഗയുെട ശװികൾെׯാؚം വരുؗു എ്ؗ പറയുേآാൾ േതാؗുؗു. ഒേമഗയുെട 
ഗുണ׹ൾ ഉപേയാഗി്׺ എളുؚ؋ിൽ കുറയ്ׯാം, ഇനി നമു്ׯ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി െചإാം , ഈ സ׸ീർ؉ 
സംഖّയുെട ശװി ര؇് ؛സ് 1 െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ, അത് എبാ നും ൈമനസ് 1 ആെണ്ؗ n n-
കാണിേׯ؇തു؇്.  പൂർ؉സംഖّ അതിനാൽ ഈ പദْപേയാഗം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, ആദّം ഈ 
പദْപേയാഗം റൂ؂് 3 ؛സ് ഐ റൂ؂് 3 ൈമനസ് പരിഗണിുׯക, ഞാൻ േനരി؂് ലളിതമാׯാം , അതായത് 
നി׹ൾ അതിന്െറ സംേയാജിത റൂ؂് 3 ؛സ് ഐ റൂ؂് 3 ؛സ് ഐ നമു്ׯ ഇവിെട ലഭിുׯം, അതായത് റൂ؂് 
മൂ്ؗ കൂടാെത , മുഴുവൻ ചതുരവും മൂ്ؗ ؛സ് വൺ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ ഒരു പദം ലഭിുؗുׯ , അത് 
നാല് ആണ് , ഒേമഗ ഒേമഗയുെട മൂലّം ൈമനസ് ഹാഫ് ؛സ് ഐ റൂ؂് 3 ൈബ 2 ആണ്, ഇേؚാൾ ഈ 
പദْപേയാഗം ഇതിേനാട് ഏതാ؇് അടു؋ാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു . റൂ؂് ْതീ്ׯ തുലّമാണ്, നി׹ൾ i 
പുറെ؋ടു؋ാൽ , സ്കٔയർ , ചതുരാകൃതിയിലുت പദ؋ിനുتിൽ നമു്ׯ നാെല؉ം എടുׯാം, i 
അതായത് നأൾ ഇവിെട ഒരു ൈമനസ് ൈബ ര؇ായി എുؗു؋, ഇത് ൈമനസ് വ؉ിന് തുലّമാണ് , 
ഇതാണ് ൈമനസ് ഒേമഗയبാെത മെئാؗുമب , നأൾ അതിെന ഒേമഗ സ് കٔയർ ആയി കാണുؗു, 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ നأൾ പവർ മൂ്ؗ തവണ റൂ؂് ْതീ ؛സ് ഐ ഉപേയാഗി്׺ റൂ؂് മൂ്ؗ ൈമനസ് ഐ മൂ്ؗ 
തവണ ര؇് ؛സ് വൺ ആׯി ഉയർ؋ിയാൽ ഇവിെട ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ മൂ്ؗ പവർ െചുؗുإ n 
എؗതാണ്.  മൾ؂ിؚിൾ ടു ؛സ് വൺ ഇത് ൈമനസ് വൺ പവർ ആറ് ؛സ് ْതീ ആണ്, ഒേമഗ സ്കٔയർ n n 
നമു്ׯ ആറ് പവർ ടു ؛സ് വൺ എ്ؗ എഴുതാം, ഇത് നമു്ׯ ൈമനസ് ഒ്ؗ നൽകുؗു, ഇത് നമു്ׯ ഒ്ؗ n 
മാْതം നൽകുؗു, കാരണം ഇത് മൂؗിന്െറ ഗുണിതമാണ്, ഇത് എبായ്േؚാഴും ഒؗാണ്  ഞ׹ൾ്ׯ 
ഞ׹ളുെട ْപُാٝവന رിരീകരിׯാൻ കഴിയും, നമു്ׯ ഒരു ْപٍ٠ം കൂടി  െചإാം, ഈ സമവാകّെ؋ 
തൃلിٝെؚടുؗു؋ തര؋ിൽ ഏئവും കുറ؁ േപാസിئീവ് പൂർ؉സംഖّ കെ؇؋ാൻ ഞ׹ൾ n 
ആْഗഹിുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ ഐഡന്റിئിെയ തൃلിٝെؚടു؋ാൻ നിരവധി ഉ؇ായിരിׯാം, പേײ n n
ന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം നൽേക؇തു؇്  ഏത് ഈ സമവാകّം തൃلിٝെؚടുؗു؋തിനാൽ ഈ 
പദْപേയാഗ؋ിലൂെട നമു്ׯ ആ വൺ ؛സ് ഒേമഗ സ്കٔയർ എസ് ൈമനസ് ഒേമഗയും ഒേമഗ പവർ േഫാർ
ഉപേയാഗിׯാനും കഴിയും, അതായത് ഒേമഗ കّൂബ് ഒേമഗ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഒേമഗയാണ്, അതായത് 
ഈ പദْപേയാഗം നമു്؛ 1 ׯസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ പവർ ആയി ലഭിുׯം  ؛സ് n 1 
അ׹െന, ഇത് ൈമനസ് ഒേമഗ പവർ ആെണ׸ിൽ മാْതേമ ഇത് തൃلിٝെؚടുൂ؋ , ഈ പദം 1 ؛സ് ഒേമഗ n 
ആെണ׸ിൽ, ഇത് ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ പവർ ആെണ׸ിൽ മാْതേമ ഇത് തൃلിٝെؚടുൂ؋, ഒേമഗ n 
പവർ ഒേമഗ പവർ ആയി തൃപ് തിെؚടു؋ിയാൽ മാْതം മതി. ഒേമഗ പവർ  ന് n 2 n n 1
തുലّമാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ ഒേമഗ പവർ റؐാുؗുׯ, ന്െറ ഏئവും കുറ؁ മൂലّം എؓാെണ്ؗ n 
ഞ׹ൾ േചാദിുؗുׯ, ഇത് തൃلിٝെؚടുؗു؋ ആണ് മൂ്ؗ , അ١يം വّതُّമٝായ ഒരു ْപٍ٠ം ചർ׺ n 
െചإാൻ ْശമിׯാം, എؓാണ് ഞ׹ൾ േചാദിׯാൻ ആْഗഹിؗുׯത്  എبാ സ׸ീർ؉ സംഖّകളും ഈ 
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സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ പൂജّം ഒؗിന് തുലّമായ എടു؋ാൽ ഇത് കാണുؗ z 
നിമിഷം സംതൃلമٝാണ് , ഇത് നിشാരമായ ഒരു പരിഹാരമാണ്, ഇേؚാൾ നമു്ׯ പൂജّമെ്ؗب z 
അനുമാനിׯാം , കൂടാെത ഏെത׸ിലും പൂജّമേب എ്ؗ ഞ׹ൾ േചാദിുؗുׯ.  േകാം٧്ع؛ സംഖّ o 
പൂജّമെ׸بിൽ ഈ സമവാകّെ؋ പൂജّമبാതാׯി തൃلിٝെؚടുുؗു؋,  അതിന് വിപരീതേമാ 
പൂജّമبാ؋ ന്െറ േമാഡുലസ് േപാലുേമാ ഉ؇്, ഈ എ٧്ْعപഷനിലുടനീളം നമു്ׯ േമാഡ് സ്കٔയർ z z 
െകാ؇് ഹരിׯാനാകും, 
അ׹െന നമു്ׯ ചതുരം സ്കٔയർ െകാ؇് ലും ലും ലഭിുׯം. ഇവിെട പറയൂ, ഒരു z mod z z mod z 
േമാഡ് റؐാׯി, നമു്ׯ ഒ്ؗ ഇത് ഇേؚാൾ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, എ׹െനേയാ ഇത് പരിചിതമായ z 
സമവാകّേ؋ാട് അടുു؋വരുؗു, ഇത് ന്െറ െമാ؋؋ിലുت സമചതുരവും മെئാരു േകാം٧്ع؛ z 
സംഖّയും കൂടാെത ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അത് ഒേമഗയാണ്.  ഈ സമവാകّം തൃلിٝെؚടുുؗു؋, 
അതിനാൽ നമു്ׯ വീ؇ും േചാദّം േചാദിׯാം , ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ പൂജّമبാ؋ 
േകാം٧്ع؛ സംഖّയാണ് ഞ׹ൾ തിരയുؗത്, അതിനാൽ ഞാൻ ഒേമഗ ഒരു സംഖّെയ ആയി z 
കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ , ഒേമഗ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ണം, രെ؇؉ം ഉെ؇്ؗ 
നമുׯറിയാം.  ഒേമഗ േസാ എؗും ഒേമഗ സ്കٔയർ എؗും നأൾ വിളി׺ിരുؗ ഏകതٔ؋ിന്െറ കّൂബ് 
റൂ؂് അبാെത മെئാؗുമب ഈ സമവാകّ؋ിനുت അതുലّമായ പരിഹാരം, അതിനാൽ ഇതിന് ര؇് 
പരിഹാര׹ളു؇് , അത് ആണ്, 4 എ്ؗ പറയുؗു, അതിെന എ്ؗ വിളിുؗുׯcis 2 pi by 3 pi by 3 o 
 െമഗാ, ഒേമഗ സ്കٔയർ ഇേؚാൾ നأൾ ലാംഡ ൈടംസ് ഒേമഗ ആയി കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ, ലാംഡ 
എ ആയതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ നി׹ൾ്ׯ എ്ؓ ലഭിുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ േമാഡ് ലാംഡ 
ഉപേയാഗി്׺ ഒേമഗയായി തിരെ؁ടുׯാം, അത് ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ z 
ഞ׹ൾ ന്െറ മൂലّം ഇ؂ാൽ മതി എؗത് ഒേമഗ ആണ്, അവിെട ഇേؚാൾ z mod z mod z 
ഏകപײീയമായി തിരെ؁ടുׯാം , അതിനർ،ം എؗത് എؗും മتുئവ z lambda times omega 
ലാംഡ ൈടംസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ എؗും  എഴുതാം.  ആദّം െചᅃٝു , പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ഒരു r 
പരിഹാരമാണ് ഞ׹ൾ നിരീײി׺ത്, പൂജّമെ്ؗب ഊഹി׺ാൽ പൂജّമبാ؋ ഒരു പരിഹാര؋ിനായി z 
േനാുׯേآാൾ നമു്ׯ േമാഡ് െകാ؇് ഹരിׯാൻ കഴിയും, അതായത് നുأെട സമവാകّം യൂണി്ئ z 
സർׯിളിേല്ׯ സ്െകയിൽ െചുؗുإ, കാരണം ഏത് സ׸ീർ؉ സംഖّയും ഇത് തൃلിٝെؚടുുؗു؋  
സമവാകّം േമാഡുലസ് ഒ്ؗ ശരിയാണ്, അതിനാൽ യൂണി്ئ സർׯിളിൽ കിടؗുׯതും ഈ 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋തുമായ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയ്ׯായി ഞ׹ൾ തിരയുؗു, അത് 
ഏകതയുെട കّൂബ് റൂ؂് അبാെത മെئാؗുമب, അതിൽ നിؗാണ് നأൾ മെبئാം ഉരു؋ിരി؁ത് 
ലّൂഷൻസ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ  ജّാമിതീയ വശ؋ിന്െറ അടിرാന؋ിൽ ഈ സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെട 
ْപേയാജനെുׯ؋റി്׺ ചർ׺ െചإാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ ഏകതയുെട കّൂബ് േവരുകൾ്ׯ 
ജّാമിതീയ വّാഖّാനമു؇്, അതായത് യൂണി്ئ സർׯിൾ എടുുׯേآാൾ നأൾ 1 ഇവിെടയും ഒേമഗ 120 
ഡിْഗി േകാണിലും رാപിുؗുׯ. േപാസിئീവ് റിയൽ അു׺ത؇ും നി׹ൾ 120 ഡിْഗിയിൽ ഒേര 
െവക് ടറിൽ കറؗു׹ മتുئവയും നമു്ׯ ഒേമഗ സ്കٔയർ ലഭിുؗുׯ, ശീർഷേ؋ാടുകൂടിയ ഒരു 
ബഹുഭുജം ഈ കّൂബ് േവരുകൾ ആയി ഇവിെട رാപി׺ാൽ നമുׯറിയാം, ഏകതٔ؋ിന്െറ ഈ കّൂബ് 
േവരുകൾ ഇവിെട മൂ്ؗ വശ׹ളുت ബഹുഭുജമാണ്, അത് ْകമമായ ْതിേകാണമبാെത മെئാؗുമب. 
ഇവിെട പതിവ് അർ،മാؗുׯത് നമു്ׯ ഒരു സമഭുജ ْതിേകാണം ലഭിുؗുׯ എؗാണ്, അതിനാൽ 
സമഭുജ ْതിേകാണം എؓാണ് സമഭുജ ْതിേകാണം എ്ؗ ഓർأിׯാൻ ْശമിׯാം, അതിനാൽ എبാ 
വശ׹ളും തുലّമായ ْതിേകാണം , അതായത് വശ؋ിന്െറ നീളം ആയതിനാൽ ഇതിെന വിളിׯാം a 

മേئ നീളം ആണ് , അതിനാൽ അത് സമഭുജമാെണ׸ിൽ എبാ വശ׹ളും തുലّമാണ് , കൂടാെത and  b 
എبാ േകാണുകളും തുലّമാണ്, മാْതമب , ഈ സമഭുജ ْതിേകാണം െസൻേْടായ് ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ 
ഇവിെട നിരീײിുؗുׯ . ഓർേ؋ാ െസന്റർ, ചുئളവ് എؗിവയുമായി േയാജിുؗുׯ, അതിനാൽ d 
നമു്ׯ തൽׯാലം സമഭുജ ْതിേകാണ؋ിനായി നിരവധി േْപാؚർ؂ികൾ ലി്ز െചإാം , എبാ വശ׹ളും
തുലّമാണ് , എبാ േകാണുകളും തുലّമാണ് എؗ നിർവചന؋ിൽ ഒ്ؗ എടുׯാം. ഒരു ْതിേകാണം 
സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമായ നിർവചനം േപാെല, ഇേؚാൾ നമു്ׯ ഇവിെട 
ലഭിؗുׯ ْതിേകാണം ഒരു സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ പരിേശാധിؗുׯത് വളെര എളുؚമാണ് , 
വശ׹ളുെട നീളം എْതയാെണ്ؗ കാണുؗതിലൂെട അത് ഒരു ൈമനസ് ഒേമഗയാണ്  ഇത് ഒേമഗ 
ൈമനസ് ഒേമഗ സ്കٔയർ േപാെലയാെണ്ؗ കാണാൻ കഴിയും എؓുെകാ؇് ഇത് ഒേമഗ എ്ؗ എഴുതാം 
എؗതിനാൽ ഇത് സാധാരണയായി എടുׯാം , നി׹ൾ്ׯ ലഭിؗുׯത് 1 ൈമനസ് ഒേമഗ ഉت ഒേമഗ 
ഉൽؚؗമാണ് , കൂടാെത േമാഡുലസ് ഓേരാ ഘടക؋ിനും േമാഡുലസ് എടുׯാം, അതിനാൽ നി׹ൾ്ׯ 
ലഭിുׯം. ഇത് ഒരു ൈമനസ് ഒേമഗയാണ് , അതിനർ،ം വശവും ഈ വശവും തുലّമാണ് , ഇതും 1 
ൈമനസ് ഒേമഗ ചതുര؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ്ׯ കാണാൻ കഴിയും, അത് നി׹ൾ്ׯ െചإാൻ 
കഴിയും  േമാഡ് ഒേമഗ െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ ഉടൻ തെؗ അത് മറുവശ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ നി׹ൾ 
കാണും, അതിനാൽ ഒരു ഒേമഗ ഒേമഗ സ്കٔയർ ആയി െവർ؂ിസുകൾ െകാ؇് رാപി׺ിരിؗുׯ 
ْതിേകാണം നമു്ׯ സമഭുജ ْതിേകാണം നൽകുؗു എ്ؗ നമു്ׯ േനരി؂് പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും. 
സമഭുജ ْതിേകാണ؋ിന്െറ ചില സٔഭാവസവിേശഷതകൾ ഇനിؚറയുؗത് ഞ׹ൾ െതളിയിുؗുׯ, 
ശീർഷ׹ളുت ഒരു ْതിേകാണം ആണ് , അവിെട സ׸ീർ؉ സംഖّകളിൽ െകാ؇് t t abc abc 
സൂചിؚിുؗുׯ, കൂടാെത എؗത് സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ പറയുؗു, അത് ഏെത׸ിലും t 
അവرെയ തൃلിٝെؚടുുؗു؋ .  വّവر തൃلിٝെؚ؂ാൽ സമഭുജ ْതിേകാണം എؓാണ് ഈ അവر t 
എ്ؗ നമു്ׯ വായിׯാം ؛സ് ഒേമഗ തവണ ؛സ് ഒേമഗ ചതുരം െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ അവയുെട a b c 
തുക പൂജّമാണ് , മെئാരു സമവാകّം ഒരു ചതുരവും ചതുരവും ചതുരവും ആണ്, അത് ؛സ് b c ab bc 
 അനുബؖ ca abc تളു׹ിൽ , ആയി ലംബ׸ിٝകരമാെണلസ് ന് തുലّമാണ്  ഈ സമവാകّം തൃ؛
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ْതിേകാണം ഒരു സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ നമു്ׯ അവകാശെؚടാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ْശമിׯാം  ഈ
ഫലം ആദّം െതളിയിുׯക , സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ׸ിൽ , അത് ഈ സമവാകّെ؋ t 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ്ؗ െതളിയിׯെ؂, അതുേപാെല തെؗ സമവാകّം തൃلിٝകരമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ 
അത് സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ അവകാശെؚടാം, അതിനാൽ 1 ഉം 2 ഉം തുലّമായ 
ْപُാٝവനകളാെണ്ؗ കാണിׯാം 1 ഉം 2 ഉം  തു؋ലّമായ ْപُാٝവനകളാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ 
നൽകിയിരിؗുׯത് ഒരു ْതിേകാണം െകാ؇് നൽകിയിരിുؗുׯ, അത് അവയവ തല؋ിൽ 
എവിെടേയാ رാപി׺ിരിؗുׯ ശീർഷക׹ളുت എബിസി ഓറിയന്േറഷേനാട് കൂടിയതാണ്, ഇേؚാൾ 
എതിർ ഘടികാരദിശയിലുت ഓറിയന്േറഷൻ ْശؑിേׯ؇തു؇്. ْതിേകാണം നമു്ׯ അറിയാവുؗത് 
േകാണുകൾ തുലّമാണ് , ഓേരാ വശ؋ിന്െറയും നീളം തുലّമാെണ്ؗ നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും, 
ഇേؚാൾ ഞാൻ നിരീײിׯാൻ േപാകുؗു, ഇത് ശരിുׯം ഒരു േപാെലയാേണാ, എനി്ׯ മേئെത׸ിലും 
േപായിന്റിേല്ׯ മാئി ْതിേകാണം പഠിׯാേമാ ശരി അേത ഫലം  എനി്ׯ ഈ ْതിേകാണം 
മെئെؓ׸ിലും േപായിന്റിേല്ׯ മാئി അവിെടയുت ْപٍ٠ം പരിഹരിׯാൻ കഴിയുേമാ, എനി്ׯ തിരിെക
വരാൻ കഴിയുേമാ, ശരിയാണ്, സٔാഭാവികമായും ഷിഫ്ئിംഗ് േْപാؚർ؂ി എ്ؗ വിളിׯെؚടുؗു, 
അ׹െനയാെണ׸ിൽ ഞ׹ളുെട അവകാശവാദം എؓാണ്  ഇേؚാൾ ആദّം നأൾ ഇത് ഒരു സമഭുജ 
ْതിേകാണമാെണ്ؗ അനുമാനിുؗുׯ, ര؇ാം ഭാഗം എؓാണ് ര؇ാം ഭാഗം ഇത് ഒരു ؛സ് ഒേമഗ തവണ 
ബി ؛സ് ഒേമഗ സ്കٔയർ മട്׹ സി പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ്ؗ കാണിുؗുׯ, അതിനാൽ ഞാൻ ഈ 
ْതിേകാണം മാئിയാൽ ഇത് കാണിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ  അർ،മാؗുׯത് ഞാൻ എبാ 
ബിؕുׯളിേലുׯം ചില സ׸ീർ؉ സംഖّകൾ േചർׯാൻ േപാകുؗു, അبാ؋പײം ഈ ْപേതّക 
ْതിേകാണ؋ിെല ഓേരാ ബിؕുകളിലൂെടയും നി׹ൾ ഒരു ബിؕു െകാ؇് കുറയ്ുׯക എؗാണ്  
അർ،മാؗുׯത്.  ഒരു േകാമ ഒ്ؗ, ഇത് മൂ്ؗ േകാമ ആെണ്ؗ പറയാം, ഇത് ര؇് േകാമ എ്ؗ പറയുക 
ഒؗര ഓെക എ്ؗ പറയാം , അതിനാൽ എനി്ׯ െചإാൻ കഴിയുؗത് എനി്ׯ ഒരു േകാമ െകാ؇് 
കുറയ്ׯാം, തുടർ്ؗ എبാം േപായിന്റ ്ഒറിജിനിേല്ׯ മാئാം ശരി 
അ׹െന ഈ ْതിേകാണ؋ിെല ഓേരാ ബിؕുവിേലുׯം നി׹ൾ 1 േകാമ 1 കുറയ്ുׯക, അതിലൂെട 
എനി്ׯ ഇവിെട ഒരു പുതിയ ْതിേകാണം സൃذിׯാൻ കഴിയുെമؗാണ് അർ،മാؗുׯത് , 
ഓറിയന്േറഷനും ൈസഡ് നീളവും മാئാെത, ജّാമിതീയ ഗുണ׹െളാؗും മാئാെത തെؗ നമു്ׯ മാئാം, 
അതായത് ഒരു ْതിേകാണം എടു്؋ മെئാരു رല്ر ؋ാപിׯാം, അേؚാൾ എനി്ׯ കാണാൻ w  e 
കഴിയുؗത്, ഞാൻ മാئിയാൽ അത് മാئമിبാ؋താേണാ എؗത് ഈ സമവാകّമായിരിുׯം, അതായത് 
സമവാകّം തൃلിٝകരമാെണ്ؗ കരുതുക, ഒരാൾ സംതൃلനٝാെണ്ؗ കരുതുക. ശരി അേؚാൾ 
മേئെത׸ിലും േപായിന്റിേല്ׯ മാئി പകരം വ׺ മെئാരു ْതിേകാണ؋ിന് ഇത് ശരിയാകുേമാ, അതായത്
എന്െറ പുതിയ േപായിന്റ് ഒരു ൈമനസ് ൈമനസ് ൈമനസ് ആണ്, അവർ ഒരു പുതിയ zb zc z 
ْതിേകാണം സൃذിുؗുׯ, അത് ഇേؚാൾ വഴി മാئി ശരിയാേണാ എ്ؗ ഞാൻ േചാദിുؗുׯ സമവാകّം z 
തൃلിٝകരമാകും , ഈ ْപേതّക ബിؕുവിനുت സമവാകّ؋ിൽ ലംബ׹ളായി പകരം വയ്ׯാൻ 
ْശമിുׯക, അതിനാൽ ഇത് ഒരു ൈമനസ് ഇസഡ് ؛സ് ഒേമഗ ൈടംസ് ബി ൈമനസ് ഇസഡ് ؛സ് ഒേമഗ 
സ്കٔയർ സി ൈമനസ് ഇസഡ് ആണ്, ഇത് ؛സ് ഒേമഗ ബി ؛സ് ഒേമഗ സ്കٔയർ സി ആണ് ൈമനസ് ഒരുz 
െപാതു ഘടകമായി, ഒേമഗ ؛സ് ഒേമഗ ചതുരം പൂജّമാണ് , കൂടാെത യുെട സമവാകّം abc 
തൃപ് തിെؚടു؋ിയതിനാൽ ഇത് പൂജّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, അതിനാൽ ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ 
നിരീײിؗുׯത് ഒؗിെന തൃلിٝെؚടുു؋കയാെണ׸ിൽ, നി׹ൾ്ׯ അത് മേئതിേല്ׯ മാئാം  abc 
 ം , അതിനാൽ zു؋ിٝെؚടുلതൃ ؋ഈ സമവാകّെ ؋ാൽ അത് മറുവശ്׺ലം വീ؇ും െകാ؇് കുറر
ഇത് വിപരീതമാണ്, ഈ ْപേതّക ഒ്ؗ പൂജّ؋ിന് തുലّമാെണ׸ിൽ നി׹ൾ്ׯ യഥാർ،؋ിൽ ഒ്ؗ 
സംതൃلനٝാെണ്ؗ കാണിׯാൻ കഴിയും, അതിനാൽ ഇതിെന ര؇് എ്ؗ വിളിുؗുׯ അതിനാൽ നأൾ 
നിരീײിؗുׯത് ഒؗും ര؇ും ഈ നിരീײണ؋ിൽ നി്ؗ തുലّമാണ്, നأൾ എؓാണ് െചإാൻ 
േപാകുؗത് , െപാതുതതٔം നذെؚടാെത നأൾ നുأെട ْതിേകാണെ؋ ഒരു ഉ؍വ؋ിേല്ׯ മാئാൻ 
േപാകുؗു, െസൻേْടായിഡ് ْതിേകാണ؋ിേല്ׯ , അതിനർ،ം ഞാൻ േപാകുؗു എؗാണ് എന്െറ 
ْതിേകാണം മാئാൻ , അത് േകْؕീകൃതമായി മാئാൻ , സമഭുജ ْതിേകാണ؋ിന്െറ സ്ٔ؋ ഉ؍വമാെണ്ؗ 
പറയുക, േകْؕവും ചുئളവും തുലّമാണ്, അതിനാൽ നമു്ׯ അറിയാവുؗത് യഥാർ،؋ിൽ 
മാئിയിരിുؗുׯ, അത് ഒരു െനാേ؂ഷൻ ദുരുപേയാഗം ആയതിനാൽ അതിെന വിളിׯാം. ഈ ഷിഫ്ئിന് 
കീഴിൽ ഒരു േْപാؚർ؂ി മാئമിبാ؋താണ്, ഞാൻ അതിെന വീ؇ും വിളിുؗുׯ ഇത് എബിസി ആണ്, ഈ
ഓേരാ ലംബ׹ൾുׯം ഇടയിലുت േകാണിെന ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ, ഇത് 120 ആുؗുׯ, കാരണം ഈ
േകാണായ 60 അവ തുലّ േകാണാണ്, കാരണം  ഇകٔിലാئറൽ ْതിേകാണ؋ിന്െറ േകْؕം എؗത് se , 
നأൾ കാണുؗത് അത് െസൻേْടായിഡും വൃ؋ാകൃതിയിലുت േകْؕവുമാണ് എؗതിനാൽ അത് ഈ 
േകാണിെന വിഭജിؗുׯത് ഈ ْപേതّക േരഖയാണ് നുأെട യഥാർ، േകാണിെന വിഭജിؗുׯത്, 
അതിനാൽ ഇത് 30 ആണ്, മെئാ്ؗ  30 120 ആകും, അതിനാൽ ഈ നിരീײണ؋ിൽ നി്ؗ നമു്ׯ 
കാണാൻ കഴിയുؗത് , 120 ഡിْഗി േകാണിൽ കറുׯകയാെണ׸ിൽ ൈമനസ് എ ആയ ഈ ൈസഡ് b 
െവക്ئർ, 120 ഡിْഗി േകാണിൽ കറׯിയാൽ അത് ൈമനസ് ബി ആയ വശേׯ്؋ എു؋ം.   ബി c 
ൈമനസ് എ 120 ഡിْഗി േകാണിൽ തിരിؗുׯതിലൂെട എന്െറ വശം സി ൈമനസ് ബി േനടിയാൽ മാْതേമ
അത് സമഭുജ ْതിേകാണമാകൂ എ്ؗ ഈ നിരീײണം നമു്ׯ നൽകുؗു, അതിനാൽ ْതിേകാണം t ts 
സമഭുജമായാൽ മാْതേമ ലഭിൂׯ  ْഭമണം കറؗുׯതിലൂെട നുأെട വശം ൈമനസ് ബി എؗത് ഒേമഗ c 
െകാ؇് ഗുണിുׯകയبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഇത് ഇേؚാൾ നأൾ കാണുؗത് സമാനമാണ് സി 
 തിലൂെട ഇത്ؗുׯസ് ഒേമഗയും സമവാകّം ലളിതമാ؛ സ് എ ഒേമഗയും പിؗീട് ൈമനസ് ബി വൺ؛
പൂജّ؋ിനും നും തുലّമാണ്  ഒേമഗ ബി ഒേമഗ സ് കٔയറും സിയും തുലّമാണ്, നുأെട സമവാകّം th 
ഒേമഗ സ് കٔയർ െകാ؇് ഗുണിؗുׯതിന് ഇേؚാൾ ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമാണ്, അേؚാൾ ഞ׹ൾ 

Pru
tor
@
IIT
K



ഇവിെടെയؗു؋ത് ഒേമഗ കّൂബ് ആണ്, അത് ഇവിെട ഒؗാണ്, നി׹ൾ്ׯ ഒേമഗ പവർ നാല് ലഭിുׯം, 
അ׹െന ഇത്  ഈ അവرെയ തൃلിٝെؚടു؋ിയാൽ മാْതേമ സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ നമു്ׯ t 
േനടാനാകൂ എؗ ആദّ പരാമർശം സമഭുജ ْതിേകാണമാെണ്ؗ െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ t 
ആْഗഹിുؗുׯ. ഈ സമവാകّം യാْؓികമായി അത് തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഈ ര؇് 
സമവാകّ׹ളും തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണിുׯം, അതിനാൽ ര؇് മൂؗിന് തുലّമാെണ്ؗ 
െതളിയിׯാം അെ׸بിൽ അടിرാനപരമായി നأൾ സമഭുജ ْതിേകാണം േപാെലയാെണ്ؗ 
െതളിയിׯാം, മൂ്ؗ വّവر വീ؇ും തൃلിٝെؚ؂ാൽ മാْതേമ ഒരാൾ്ׯ അത് ْശؑിׯാൻ കഴിയൂ  
ശീർഷ׹ൾ വീ؇ും ഷിഫ്ئിംഗ് ഷിഫ്്ئ േْപാؚർ؂ി വീ؇ും ൈകവശം വയ്ുؗുׯ, അതായത് നി׹ൾ 

മാുئകയാെണ׸ിൽ, അത് െകാ؇് ഒരു ْതിേകാണമാണ്, അതിനാൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് ചതുരവും abc z b z c
ൈമനസ് മുഴുവനും ആെണ׸ിൽ മാْതം മതി.  ചതുരം ഇത് ഒരു ൈമനസ് ൈമനസ് ؛സ് ബി z zb z 
ൈമനസ് ഇസഡ് ഉൽؚؗ؋ിന് തുലّമായിരിുׯം, സി ൈമനസ് ഇസഡ് ؛സ് സി ൈമനസ് ഇസഡ് ؛സ് , 
അതിനാൽ ഇേؚാൾ വീ؇ും ഞ׹ൾ എؓാണ് െചإാൻ േപാകുؗത്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഒരു െചറിയ 
സൗകരّം ഉ؇ാׯാൻ േപാകുؗു, 
അ׹െന നുأെട സമവാകّം വളെര ലളിതമാണ് ഏئവും ലളിതമായ േചായ് സ് ഞ׹ൾ െകാ؇് മാئം z 
വരുു؋ം, അതായത് ْതിേകാണം മാുئക, അതായത് ശീർഷ׹ളിെലാ്ؗ  പൂജّമായി ശരിയാുׯക, t 
അതായത് െപാതുതതٔം നഷ് ടെؚടാെത നമു്ׯ ഇേؚാൾ യുെട പൂജّം ശീർഷ׹ൾ t bcr 
അനുമാനിׯാം, അതായത് അത് തൃلിٝെؚടുുؗു؋. നമു്ׯ നൽകിയിരിؗുׯ സമവാകّം സ്കٔയർ b 
 െട ശീർഷകം c abc aുأിൽ, ഈ സമവാകّം ഇേؚാൾ ന׸തുലّമാണ്  ആെണ ׯസ് ചതുരം ബിസി്؛
പൂജّമാണ്, അതിനാൽ നأൾ സമവാകّ؋ിേല്ׯ  ചുരുുؗുׯ, ഇത് ഒേമഗ തവണ ؛സ് ഒേമഗ b 
സ്കٔയർ എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, ഇത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായിരിׯണം, ഇേؚാൾ എؓാെണ്ؗ c 
േചാദിുׯക  ഇത് അർ،മാؗുׯത് , ഇവിെട ഒേമഗ ൈമനസ് ബി ൈബ സി എؗത് നിരീײിുׯക s 
എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, ബി സ്കٔയർ ؛സ് സി സ്കٔയർ ബിസി്ׯ തുലّമാെണ്ؗ കാണിׯാൻ 
ഇത് ഒരു രസകരമായ ഒരു ഇലയാണ്, ഇേؚാൾ അത് ൈമനസ് ബി കാണിؗുׯതിന് തുലّമാണ്  ആണ് c 
ഏകതٔ؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂് ഇേؚാൾ ഈ സമവാകّം നമു്ׯ നൽകുؗത് െകാ؇് ؛സ് െകാ؇് b c c b 
ആണ് ഇതിൽ നി്ؗ ഒ്ؗ ആണ് എؗതിന് നമു്ׯ ഒരു പദْപേയാഗം ഉ؇്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് b by c b 
െകാ؇് ഒ്ؗ ൈമനസ് ഇേؚാൾ നമു്ׯ ْശമിׯാം  െױയിം ബി ൈബ സി എؗത് cs c by b 
ഐകّ؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂ാണ്, അതിനാൽ ഇതിന് ഞ׹ളുെട െױയിം ൈമനസ് ബി ൈബ സി കّൂബ് 
ആണ്, അതിനാൽ ൈമനസ് ബി ൈബ സി സ്കٔയർ ഉപേയാഗി്׺ ആരംഭിؗുׯതിന് ഇത് ബി ൈബ സി 
ഉൽؚؗ؋ിന് തുലّമാണ് ബി ൈബ സി എؗാൽ ബി ൈബ സി 1 ൈമനസ് സി ൈബ ബി ഇേؚാൾ 
ْശؑിുׯക, ഇത് നമു്ׯ ബി സി ൈമനസ് 1 ആയി ലഭിുؗുׯ, ഇേؚാൾ വീ؇ും ബി സി ൈമനസ് 1 െസ 
ൈമനസ് സി ൈബ ബി എؗ എക് സ് ْപഷനിേല്ׯ മടു׹ക, ഇേؚാൾ സി കّൂബിന്െറ ൈവ ൈമനസ് ബി 
ഒؗാെണ്ؗ വّװമാണ്. ൈമനസ് ബി സി സ്കٔയർ ൈമനസ് ബി െകാ؇് ഗുണി׺ാൽ , േവഗതേയറിയ 
പദെ؋ നമു്ׯ ൈമനസ് സി ബി ബി ആയും ൈമനസ് ബി സി െകാ؇് െْപാഡ്ٚع ആയും കി؂ി  
ഐകّ؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂് ആയി ൈമനസ് ബി ൈബ സി ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ നിഗമനം െചᅃٝു, 
അതിനാൽ ഇനിؚറയുؗ സമവാകّം ْതിേകാണെ؋ ഒരു ശീർഷം േപാെലയുت ْതിേകാണെ؋ 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ്ؗ കാണിׯാൻ കഴിയും, മെئാരു ശീർഷകം ബിസി , ഈ ര؇് സമവാകّ׹ൾ 
ആെണ׸ിൽ മാْതം അത് സമഭുജ ْതിേകാണമാണ് തൃلിٝകരമാെണ׸ിലും ഒരിׯൽ ഈ സമവാകّം 
തൃപ് തിെؚ؂ാൽ ْതിേകാണം സമഭുജ ْതിേകാണമായിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾׯറിയാം, അതിനാൽ 
ഞ׹ൾ മു്آ അവകാശെؚ؂ിരുؗ സമഭുജ ْതിേകാണമായിരിׯണം, അതിനാൽ താെഴ പറയുؗ വാദം t
ഒരു ഇലയിൽ ഏെത׸ിലും ഒരു വّവرെയ തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ׸ിൽ അത് സമഭുജ 
ْതിേകാണമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ െതളിയിു׺, അതിനാൽ ഈ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝു 
ഐകّ؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂ിന്െറ നിരവധി ഗുണവിേശഷതകൾ ഞ׹ൾ ഐകّ؋ിന്െറ കّൂബ് റൂ؂ിെന 
അടിرാനമാׯിയുت നിരവധി ْപശ് ന׹ൾ ചർ׺ െചᅃٝു, അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ചില ْപശ് ന׹ൾ 
ഞ׹ൾ ചർ׺ െചുؗുإ നؕി 
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