
 नमˋार छाũो ंका ˢागत है , िपछले ʩाƥान मŐ जिटल संƥाओ ंपर सातवŐ ʩाƥान मŐ हमने एकता की जड़ पर चचाŊ की और nth 
उसके आधार पर हमने कई पहचान सािबत की हœ, आइए इस चचाŊ को जारी रखŐ, हमने पहचान मŐ से एक को सािबत कर िदया है जो 
साइन पाई है  साइन दो Ȫारा साइन माइनस एक बटा मान बटा दो से घात घटा एक है आइए देखŐ िक यह n pi n n pi n n n 
कैसे कुछ सम˟ाओ ंको हल करने मŐ हमारी मदद करता है िनɻिलİखत ʩंजक का मान ǒात करŐ  ʩंजक साइन दस िडŤी है साइन बीस 
िडŤी उȋाद के साथ साइन अˣी िडŤी तक हम इस अिभʩİƅ के उȋाद को खोजना चाहŐगे तो आइए हम इस अिभʩİƅ के मूʞ को
खोजने के िलए उपरोƅ पहचान का उपयोग करने का Ůयास करŐ  जो हम देखते हœ उसे कोई मान िदया जाता है मान लीिजए के n n 
बराबर दो तो हम जो देखते हœ वह यह है िक यह साइन पीआई से दो तक है और यिद मœ एन मान लेता šं तो दस कहता है तो यह अभी भी
कहता है िक पहला मान साइन पीआई दस से होगा जो अठारह साइन है और जब तक यह साइन नही ंहो जाता है नौ से नौ पीआई दस 
ठीक है,
 इसिलए यिद मœ पहले शɨ के साथ पहचानने की कोिशश करता šं जहां यह साइन 10 िडŤी से शुŝ होता है तो ˢाभािवक ŝप से मœ 
देखता šं िक अगर मœ को 18 के ŝप मŐ लेता šं तो मœ कारक को पहला कारक Ůाɑ करने मŐ सƗम šं जो साइन है  10 िडŤी तो n 
इसका मतलब है िक हम 18 के बराबर से शुŝ करने की कोिशश करते हœ n 
तो मœ उपरोƅ पहचान से अिभʩİƅ के भाग के साथ मेल खाने मŐ सƗम šं,
 इसिलए यिद मœ को 18 के बराबर मानता šं तो मुझे यहां Ɛा िमलेगा यह साइन 10 िडŤी है  18 से है और अɊ जो साइन बीस n pi 
िडŤी है जो साइन दो बटा दो बटा अठारह है और यह साइन सũह बटा अठारह तक जाता है िजसका मान हमारे पास अठारह pi pi 
बटा दो से घात सȅर है आइए देखŐ िक Ɛा हम इसे और सरल बना सकते हœ पहला अवलोकन यह है िक यिद हम मान यहाँ नौ या नौवŐk 
पद लेते हœ, जो यहाँ कहते हœ यिद मœ को 9 के बराबर लेता šँ जहाँ मेरा ʩंजक सामाɊ पद से ऊपर है, साइन बटा 18 है मœ को k k k 
9 के बराबर लेता šँ तो हमŐ साइन पाई Ůाɑ होता है।
 2 से जो 1 है तो इसका मतलब है िक नौवां पद  यह अिभʩİƅ नौवां शɨ मान एक है लेिकन दूसरा अवलोकन यह अवलोकन है और 
दूसरा अवलोकन यह है िक यिद हम अठारह शूɊ से के पीआई 
अठारह पर िवचार करते हœ जो साइन के अठारह के समान है वाˑव मŐ आपके पास एक सामाɊ अवलोकन है जो साइन एन माइनस है  

यह 1 से तक मान Ȫारा के समान  है, हमारे पास दी गई अिभʩİƅ है, हमारे पास k pi by n n nk sine k sine pi 
बटा 18 साइन दो बटा अठारह तक है, जब तक सũह बटा अठारह जो अठारह गुणा दो घात सũह है, हम देखते हœ pi sine pi 
नौवां पद एक है और शेष अɊ पद इस अथŊ मŐ दोहराए जाने वाले Ůकार हœ जो 17 को 18 से संकेत करते हœ जो िक साइन पाई के pi 
ŝप मŐ 18 के समान है,
 इसिलए हमŐ वगŊ Ǜा वगŊ 2 बटा 18 तक साइन 8 बटा 18 वगŊ Ůाɑ होता है िजसे हम कहते हœ  सामाɊ शɨ को रȞ कर सकते हœ pi 
जो नौ गुणा दो शİƅ सोलह है अब यह शɨ कुछ और नही ंबİʋ हमारी आवʴक अिभʩİƅ है जो साइन 10 िडŤी साइन 20 िडŤी 
और साइन 80 िडŤी है और पूरा वगŊ इस Ůकार है और अब आप इसे लेते हœ  वगŊमूल हमŐ 3 बटा 2 घात 8 एक मान के ŝप मŐ िमलता है 
अब पहचान के समान साइन उȋाद जो हमŐ बटा दो घात माइनस एक िमलता है, इसी तरह हम टमŊ को शािमल करते Šए n n cos 
एक पहचान Ůाɑ कर सकते हœ जो िक से माइनस एक बटा जो cos pi by n cos two pi by  n cos m pi n m 
के वगŊमूल बटा दो घात माइनस एक के बराबर है तो अब इस पहचान को कैसे सािबत िकया जाए यिद मुझे याद है िक जब हमने साइनm 
टमŊ को शािमल करने वाली पहचान को सािबत िकया तो हमने जो इˑेमाल िकया वह यह है िक बŠपद से  घात माइनस 1 इस z n 
ɘस 1 तक इस बŠपद को एकता के वŐ मूल का उपयोग करके गुणनखंिडत िकया जाता है और हमने के मान को 1 के ŝप मŐ माना n z 
है, िफर हमŐ यह ʩंजक िमला, िफर एक बार जब आप इसका मापांक मान लेते हœ तो हमŐ संकेत ʩंजक अब संकेत िमलते हœ  इस पहचान 
मŐ को माइनस 1 के बराबर कहŐ z 
और इसी तरह की ŮिŢया करŐ  तािक जब आप माइनस 1 माइनस अ̵फ़ा पावर से दूरी की गणना कर रहे हो ंतो समान ŮिŢया करŐ  जोk 
िक 1 ɘस अ̵फ़ा पावर मापांक के समान है जहाँ आपको काː िमलेगा  अविध  दाईं ओर इस संकेत का उपयोग करके आप िदखा k 
सकते हœ िक कोसाइन को शािमल करने वाला उȋाद शɨ यह मान देता है और जहां एक सम संƥा है यिद िवषम है तो आपको n n 
यह अिभʩİƅ िमलती है और साइन और कोसाइन पहचानो ंको िमलाकर आप पहचान Ůाɑ कर सकते हœ ˙शŊरेखा शɨ ठीक है
 इसिलए मœ एक अɷास के ŝप मŐ Ůमाण छोड़ देता šं अब हम िवशेष मामले के बराबर 3 के साथ एकता की वी ंजड़ पर चचाŊ n n 
करŐ गे िजसे एकता का घनमूल कहा जाता है
 इसिलए हम को 3 मानते हœ और हम पूछ रहे हœ िक सभी जिटल Ɛा हœ  संƥा िजसकी तीसरी शİƅ 1 है, हम जानते हœ िक हमŐ वह n 
शɨ िमलता है जो कहता है िक कोण दो पाई बटा तीन है और दूसरा पद जो चार पाई बटा तीन है , जिटल संƥा जो इस समीकरण को 
संतुʼ करती है, Ɛा ये संƥाएं ठीक हœ
 इसिलए एक िवशेष संकेतन है जो  ओमेगा है िजसे िसस टू पाई बटा Ūी कहा जाता है हम जानते हœ िक कॉस टू पाई बटा Ūी और ɘस 
आई साइन टू पाई बटा Ūी का मूʞ Ɛा है हमŐ माइनस हाफ ɘस आई ŝट 3 बटा 2 के ŝप मŐ मान िमलता है और हम जो देखते हœ वह 
है  अगला शɨ 
ओमेगा वगŊ के अलावा और कुछ नही ंहै, जो िक सीआईएस 4 पीआई बटा 3 है, जैसा िक 2 पीआई बटा 3 के ŝप मŐ Ůाɑ होता है, जो िक 
हमारे ओमेगा वगŊ के अलावा कुछ भी नही ंहै,
 इसिलए इस अंकन का उपयोग करते Šए ओमेगा जो हम देखते हœ वह एक ओमेगा ओमेगा वगŊ आर Ɛूब ŝट है एकता का बŠत 
आसानी से हम देख सकते हœ िक एक ɘस ओमेगा ɘस ओमेगा वगŊ का मान शूɊ है Ɛोिंक आप यह भी देख सकते हœ िक ओमेगा वगŊ 
और कुछ नही ंबİʋ ओमेगा संयुƵन है अब यह एक बार जब आप ओमेगा ओमेगा वगŊ का योग करते हœ तो काʙिनक भाग ओमेगा के 
वाˑिवक भाग को रȞ कर देता है  माइनस हाफ तो आपको वाˑिवक भाग का दो गुना िमलेगा जो माइनस एक है
 इसिलए योग शूɊ है
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 इसिलए हम देखते हœ िक यह िटɔणी एक और इसी तरह की बात है जो हमने एकता के ŝट मŐ की है ओमेगा पावर कहो जहां nth n 
है जो िक हम इसे िसफŊ  एक के ŝप मŐ Ůाɑ करते हœ ,n 3 

 इसिलए कोई भी अपनी शİƅ तीन की गणना कर सकता है जो यहां उदाहरण के िलए सीआईएस दो पीआई तीन घन है जो सीआईएस 
तीन मूल ŝप से तकŊ  मŐ गुणा मŐ जाता है आपको केवल दो पीआई िमलते हœ  एक ठीक है या हम इसके िलए Ǜािमतीय ʩाƥा भी देख 
सकते हœ आइए हम यूिनट सकŊ ल 1 पर िवचार करŐ  और ओमेगा को 120 िडŤी घुमाकर और ओमेगा ˍायर िफर से आप एक बीस िडŤी 
घुमाते हœ जो वाˑव मŐ संयुƵन है जो ओमेगा वगŊ है  इसका मतलब है िक ओमेगा से गुणा करना जो िक इस िवशेष वेƃर मŐ 120 िडŤी के
कोण को जोड़ने के समान है, अब आप एक और 120 िडŤी जोड़ते हœ जो ओमेगा से गुणा िकया जाता है आप एक पर वापस पŠंचते हœ
 इसिलए हम देखते हœ िक ओमेगा Ɛूब एक है और सामाɊ ŝप से यिद आप ओमेगा पावर पर िवचार करते हœ मान लŐ िक 3 शİƅ n 
यह ओमेगा शİƅ 3 शİƅ के समान है यह 1 है कोई भी पूणाōक हो सकता हैn n 
 इसिलए अवलोकन यह है िक यिद हमारे पास ओमेगा शİƅ तीन गुणक है तो यह एक है और एक और अवलोकन जो हमने बनाया है वह
एकता की घन जड़ो ंका योग है  शूɊ है जैसे सामाɊ तौर पर हमारे पास एकता की जड़ है आप इसे योग करते हœ आपको शूɊ nth 
िमलता है आइए हम एक साधारण सम˟ा करते हœ इस अिभʩİƅ का मूʞ ǒात करŐ  या इस तरह से सरल करŐ  िक यह एक ɘस आईबी
के ŝप मŐ कम हो जाए अिभʩİƅ जो हम देखते हœ वह यह है िक यह शɨ हमारे ओमेगा के अलावा और कुछ नही ंहै
 इसिलए ओमेगा की संपिȅ का उपयोग करके हम इसे आसानी से सरल बना सकते हœ
 इसिलए इस शɨ पर िवचार करŐ  चार ɘस पांच ओमेगा शİƅ तीन सौ चौतंीस ɘस तीन गुना ओमेगा शİƅ तीन सौ पœसठ जैसा िक 
हमने पहले देखा था इस शɨ को ओमेगा शİƅ 3 गुणक के ŝप मŐ िलखा जा सकता है जो िक 300 तœतीस गुणा ओमेगा ɘस के साथ 
तीन बार िफर से हम शİƅ को इस तरह िवभािजत कर सकते हœ िक एक तीन गुणक है जो तीन सौ साठ तीन है यह ओमेगा वगŊ है
 इसिलए यह शɨ एक है िफर से यह कारक एक है तो हमŐ जो िमलता है वह है चार जमा पांच ओमेगा ɘस तीन ओमेगा वगŊ अब िफर से 
इस तȚ का उपयोग करŐ  िक एकता के घनमूलो ंका योग 0 है इससे हमŐ ओमेगा वगŊ माइनस ओमेगा माइनस 1 िमलता है अब इसमŐ 
̾थानापɄ करŐ  समीकरण हमŐ यह िमलता है जैसे िक ɘस फाइव ओमेगा और िफर माइनस Ūी ओमेगा माइनस Ūी हमŐ एक ɘस टू 
ओमेगा िमलता है अब जरा देखŐ िक ओमेगा का मान Ɛा है जो माइनस आधा है ɘस आई Ūी ŝट Ūी बाय टू जो सरलीकरण के बाद है, 
हम देखते हœ िक यहां हमŐ यहां एक माइनस एक िमलता है और एक के साथ कœ िसल हो जाता है,
 इसिलए शेष कारक मœ तीन बार ŝट šं,
 इसिलए ऐसा लगता है िक जब हम कहते हœ िक अिभʩİƅ ओमेगा की शİƅयो ंके साथ आती है तो हम  ओमेगा के गुणो ंका उपयोग 
करके आसानी से कम िकया जा सकता है आइए हम एक और सम˟ा करते हœ अब हमŐ यह िदखाने की आवʴकता है िक इस जिटल 
संƥा की शİƅ जो तीन Ȫारा दो ɘस 1 से गुणा की जाती है जो िक Ůȑेक के िलए हमेशा माइनस 1 होती है  पूणाōक तो mul n n 
आइए हम यह देखने का Ůयास करŐ  िक यह अिभʩİƅ Ɛा है, पहले इस अिभʩİƅ पर िवचार करŐ  ŝट 3 ɘस मœ ŝट 3 घटाकर मœ 
हमŐ सीधे सरल करता šं िजसका अथŊ है िक आप इसके संयुƵ ŝट 3 ɘस ŝट 3 ɘस से गुणा करते हœ, मुझे यहां िमलता है जो ŝट i 
तीन है इसके अलावा मœ पूरे वगŊ को तीन जमा एक से िवभािजत करता šं, हमŐ एक शɨ िमलता है जो अब चार है याद रखŐ ओमेगा ओमेगा
का मान माइनस हाफ ɘस मœ ŝट 3 बटा 2 है अब हम देखते हœ िक यह अिभʩİƅ लगभग इसके करीब है यह है ŝट Ūी के बराबर हम
िनकाल सकते हœ मœ आमतौर पर यिद आप को बाहर िनकालते हœ जो िक वगŊ है तो हम वगŊ टमŊ के अंदर चार ले सकते हœ िजसका i i 
अथŊ है िक हमŐ यहां एक माइनस टू टू िमलता है यह वही है जैसे यह माइनस वन है और यह है  माइनस ओमेगा के अलावा और कुछ नही,ं 
िजसे हम ओमेगा ˍायर के ŝप मŐ देखते हœ,
 इसिलए अब अगर हम पावर को तीन गुना बढ़ा दŐ  तो ŝट Ūी ɘस आई बाय ŝट Ūी माइनस आई Ūी गुना टू एन ɘस वन और और जो 
हम देखते हœ वह है माइनस ओमेगा ˍायर पावर द Ūी  मʐीपल टू एन ɘस वन यह माइनस वन पावर िसƛ एन ɘस Ūी और ओमेगा 
ˍायर है हम इसे िसƛ पावर टू एन ɘस वन के ŝप मŐ िलख सकते हœ यह हमŐ माइनस वन देता है और यह हमŐ िसफŊ  एक देता है 
Ɛोिंक यह तीन का गुणक होता है जो हमेशा एक होता है  हम अपने कथन को सȑािपत करने मŐ सƗम हœ आइए हम एक और सम˟ा 
करते हœ हम कम से कम सकाराȏक पूणाōक खोजना चाहते हœ जैसे िक यह इस समीकरण को संतुʼ करता हैn 
 इसिलए कई इस पहचान को संतुʼ करŐ गे लेिकन हमŐ का कम से कम मान देने की आवʴकता है  कौन   यह समीकरण संतुʼ n n 
करता है
 इसिलए इस अिभʩİƅ से हम उस एक ɘस ओमेगा ˍायर के माइनस ओमेगा और ओमेगा पावर फोर का उपयोग कर सकते हœ जो 
िक ओमेगा Ɛूब को ओमेगा से गुणा िकया जाता है जो िक िसफŊ  ओमेगा है, िजसका अथŊ है िक यह अिभʩİƅ हमŐ 1 ɘस ओमेगा 
ˍायर पावर के ŝप मŐ िमलती है।

ɘस इस Ůकार यह संतुʼ करता है अगर और केवल अगर यह माइनस ओमेगा पावर है और यह शɨ 1 ɘस ओमेगा है जो  n 1 n 
माइनस ओमेगा ˍायर पावर है और यह तभी संतुʼ होता है जब ओमेगा पावर के ŝप मŐ ओमेगा पावर 2 इस Ůकार संतुʼ n n n 
होता है यिद और केवल  यिद ओमेगा शİƅ के बराबर है तो हम केवल ओमेगा शİƅ को रȞ कर देते हœ हम पूछ रहे हœ िक n 1 n n 
का Ɋूनतम मान Ɛा है जो इसे संतुʼ करता है जो िक केवल तीन है आइए हम एक सम˟ा पर चचाŊ करने का Ůयास करŐ  जो थोड़ा n 
अलग है हम Ɛा पूछना चाहŐगे सभी सİʃŵ संƥाएँ हœ जो इस समीकरण को संतुʼ करती हœ,
 इसिलए िजस Ɨण हम इसे देखते हœ यिद हम को शूɊ के बराबर लेते हœ तो संतुʼ हो जाता है जो िक एक तुǅ समाधान है अब मान लŐ z 
िक गैर-शूɊ है और हम पूछते हœ िक Ɛा कोई गैर-शूɊ है  सİʃŵ संƥा इस समीकरण को संतुʼ करती है गैर शूɊ एक बार जबz o 
यह शूɊ नही ंहोता है तो इसका उलटा या यहां तक िक का मापांक होता है जो िक शूɊ नही ंहोता है हम इस पूरे ʩंजक मŐ z mod z 
वगŊ से िवभािजत कर सकते हœ 
इसिलए हमŐ वगŊ वगŊ ɘस Ȫारा िमलता है यहां कहŐ िक एक मॉड जेड रȞ कर िदया गया है और हमŐ एक z mod z z mod z 
िमलता है यह शूɊ के बराबर है अब िकसी तरह यह अब पįरिचत समीकरण के करीब आता है जो िक बाय मॉड जेड पूरे वगŊ और z 
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एक अɊ जिटल संƥा ɘस एक शूɊ के बराबर है जो वाˑव मŐ ओमेगा है जहां यह  इस समीकरण को संतुʼ करता है तो आइए अब 
हम अपना Ůʲ िफर से पूछŐ  हम एक गैर-शूɊ जिटल संƥा की तलाश मŐ हœ जो इस समीकरण को संतुʼ करता है,
 इसिलए यिद मœ इस तरह से एक संƥा ओमेगा को मानता šं z 
तो ओमेगा को इस समीकरण को संतुʼ करना चािहए और हम जानते हœ िक दो हœ इस समीकरण का अनूठा समाधान जो और कुछ नही ं
बİʋ एकता का घनमूल है िजसे हम ओमेगा सो और ओमेगा वगŊ कहते हœ,
 इसिलए इसके दो समाधान हœ जो सीआईएस 2 पाई बटा 3 और कहते हœ 4 पीआई बटा 3 िजसे हम ओ कहते हœ  मेगा और ओमेगा 
ˍायर अब अगर हम को लै̱̭डा टाइʈ ओमेगा के ŝप मŐ मानते हœ जहां लै̱̭डा एक है तो आपको इस समीकरण से Ɛा िमलता है,z 
 इसिलए हम Ůाɑ करते हœ िक हम मॉड लै̱̭डा Ȫारा चुन सकते हœ Ɛोिंक ओमेगा यह इस समीकरण को संतुʼ करता हैz 
 इसिलए हम केवल के िलए मान डालते हœ मॉड जेड जो ओमेगा है जहां मॉड जेड को अब मनमाने ढंग से चुना जा सकता है, िजसका z 
अथŊ है िक जेड को लै̱̭डा टाइʈ ओमेगा के ŝप मŐ िलखा जा सकता है और अɊ कहते हœ िक लै̱̭डा टाइʈ ओमेगा ˍायर आर जहां 
लै̱̭डा गैर नकाराȏक है,
 इसिलए हमारे समाधान एक मŐ मुझे िफर से दोहराते हœ िक हमारे पास Ɛा है  पहले िकया हमने देखा िक शूɊ के बराबर एक समाधान है
और िफर हम एक शूɊ समाधान की तलाश करते हœ एक बार जब हम मानते हœ िक शूɊ नही ंहै तो हम Ȫारा िवभािजत z mod z 
करने मŐ सƗम हœ िजसका अथŊ है िक हमारा समीकरण इकाई सकŊ ल पर ˋेल िकया गया है Ɛोिंक जो भी जिटल संƥा इसे संतुʼ करती 
है  समीकरण िजसका मापांक एक ठीक है
 इसिलए हम एक जिटल संƥा की तलाश कर रहे हœ जो इकाई सकŊ ल पर İ̾थत है और इस समीकरण को संतुʼ करती है और यह एकता
के घनमूल के अलावा और कुछ नही ंहै और इससे हमने अɊ सभी को Ůाɑ िकया है अब हम  Ǜािमतीय पहलू के संदभŊ मŐ इस जिटल 
संƥाओ ंके लाभ पर चचाŊ करने का Ůयास करते हœ,
 इसिलए एकता के घनमूलो ंकी इसकी एक Ǜािमतीय ʩाƥा होती है, यानी जब हम इकाई वृȅ लेते हœ तो हम यहां 1 और ओमेगा को 
120 िडŤी कोण के साथ रखते हœ।
 सकाराȏक वाˑिवक अƗ और अɊ आप एक ही वेƃर Ȫारा 120 िडŤी तक घूमते हœ, हमŐ ओमेगा वगŊ िमलता है जो हम जानते हœ िक 
यिद हम एक बŠभुज को शीषŊ के साथ रखते हœ, तो यह एकता की घन जड़ो ंके ŝप मŐ तीन पƗो ंके साथ बŠभुज है जो िक िũभुज के 
अलावा कुछ भी नही ंहै जो िनयिमत है यहाँ िनयिमत ŝप से इसका मतलब है िक हमŐ एक समबाŠ िũभुज िमल रहा है,
 इसिलए समबाŠ िũभुज आइए याद करने की कोिशश करŐ  िक समबाŠ िũभुज Ɛा है, 
इसिलए सभी भुजाओ ंवाला िũभुज समान है जो िक एक कहावत है, आइए हम इसे कहते हœ Ɛोिंक यह भुजा की लंबाई है और  दूसरी 
लंबाई है और इस Ůकार यिद यह समबाŠ है तो सभी भुजाएँ समान हœ और सभी कोण भी समान हœ न केवल हम यहाँ देखते हœ िक यह b 
समबाŠ िũभुज केȾक है  ऑथŖ कŐ ū के साथ-साथ पįरिध के साथ मेल खाता है,d 
 इसिलए हम कुछ समय के िलए समबाŠ िũभुज के िलए कई गुणो ंको सूचीबȠ कर सकते हœ, आइए हम केवल एक पįरभाषा लŐ िक सभी 
पƗ समान हœ और सभी कोण समान हœ उनमŐ से कोई भी आप ले सकते हœ  पįरभाषा के ŝप मŐ ये दोनो ंयह कहने के बराबर हœ िक एक 
िũभुज समबाŠ िũभुज है अब यह सȑािपत करना बŠत आसान है िक जो िũभुज हम यहाँ Ůाɑ करते हœ वह एक समबाŠ िũभुज है बस 
यह देखकर िक भुजाओ ंकी लंबाई भुजाओ ंकी लंबाई Ɛा है जो िक एक ऋण ओमेगा है  देख सकता है िक यह ओमेगा माइनस ओमेगा 
ˍायर के समान है, Ɛोिंक इसे िलखा जा सकता है Ɛोिंक ओमेगा को सामाɊ ŝप से िलया जा सकता है और आपको जो िमलता है वह
ओमेगा उȋाद है िजसमŐ 1 माइनस ओमेगा होता है और Ůȑेक कारक के िलए मापांक िलया जा सकता है मॉड ओमेगा एक है
 इसिलए आपको िमलता है  िक यह एक माइनस ओमेगा है िजसका अथŊ है िक भुजा और इस भुजा की लंबाई समान है आप देख सकते हœ
िक यह भी 1 ऋण ओमेगा वगŊ के बराबर है जो िक आप कर सकते हœ  मॉड ओमेगा से गुणा करŐ  तो आप देखŐगे िक तुरंत यह दूसरी तरफ 
के बराबर है ठीक है
 इसिलए हम सीधे सȑािपत कर सकते हœ िक एक ओमेगा ओमेगा वगŊ के ŝप मŐ कोने के साथ रखा गया िũभुज हमŐ समबाŠ िũभुज देता 
है अब एकता के घनमूल की इस संपिȅ का उपयोग करके हम सािबत करŐ गे समबाŠ िũभुज के कुछ लƗण वणŊन हम िनɻिलİखत को 
िसȠ करते हœ िक एक िũभुज है िजसके शीषŘ को Ȫारा िनŝिपत िकया जाता है जहाँ सİʃŵ संƥा मŐ हœ और हम कहते t abc abc 
हœ िक समबाŠ िũभुज है यिद यह बैठ जाए तो यह िकसी एक शतŊ को पूरा करता है अɊथा यिद इनमŐ से कोई एक  İ̾थित संतुʼ है तो t 

समबाŠ िũभुज है आइए पढ़Ő  िक यह İ̾थित Ɛा है एक ɘस ओमेगा गुणा बी ɘस ओमेगा वगŊ गुणा सी के साथ उनका योग शूɊ है t 
और दूसरा समीकरण एक वगŊ ɘस बी वगŊ ɘस सी वगŊ है जो एबी ɘस बीसी ɘस के बराबर है  सीए अगर यह समीकरण संतुʼ है तो 
हम दावा कर सकते हœ िक एबीसी के ŝप मŐ िशखर के साथ संबंिधत िũभुज एक समबाŠ िũभुज है तो आइए हम कोिशश करते हœ  इस 
पįरणाम को सािबत करŐ  पहले मœ यह सािबत कर दंू िक यिद समबाŠ िũभुज है तो हम िदखाते हœ िक यह इस समीकरण को संतुʼ t 
करता है और इसी तरह यिद समीकरण संतुʼ है तो हम दावा कर सकते हœ िक यह समबाŠ िũभुज है
 इसिलए हम िदखाएंगे िक 1 और 2 समतुʞ कथन 1 और 2 हœ समतुʞ कथन हœ
 इसिलए हमŐ जो िदया गया है वह हमŐ एक िũभुज के साथ िदया गया है जो िक ऑगŊन ɘेन मŐ कही ंकोने के साथ रखा गया है एबीसी 
ओįरएंटेशन के साथ है, अब एंटीƑॉकवाइज िदशा मŐ ओįरएंटेशन को नोिटस करने की आवʴकता है जब यह िदया जाता है िक यह 
समबाŠ है िũभुज हम जानते हœ िक कोण बराबर हœ Ɛा हम यह भी देख सकते हœ िक Ůȑेक पƗ की लंबाई वे बराबर हœ अब मœ यह देखने 
जा रहा šं िक Ɛा यह वाˑव मŐ एक समान है Ɛा मœ िकसी अɊ िबंदु पर ̾थानांतįरत करके िũभुज का अȯयन कर सकता šं ठीक वही 
पįरणाम  Ɛा मœ इस िũकोण को िकसी अɊ िबंदु पर ̾थानांतįरत कर सकता šं और वहां की सम˟ा को हल कर सकता šं और Ɛा मœ 
वापस आ सकता šं ठीक है िजसे ˢाभािवक ŝप से ̾थानांतरण संपिȅ कहा जाता है यिद ऐसा है तो हमारा दावा Ɛा है  अब पहले हम 
यह मान लेते हœ िक यह एक समबाŠ िũभुज है तो हम िदखाते हœ िक दूसरा भाग दूसरा भाग Ɛा है यह एक ɘस ओमेगा गुना बी ɘस 
ओमेगा वगŊ गुना सी बराबर शूɊ है हम इसे िदखाना चाहते हœ
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 इसिलए यिद मœ इस िũकोण को ̾थानांतįरत करता šं  इसका मतलब है िक मœ सभी िबंदुओ ंमŐ कुछ जिटल संƥा जोड़ने जा रहा šं 
अɊथा आप इस िवशेष िũभुज मŐ Ůȑेक िबंदु से एक िबंदु घटाते हœ, िजसका अथŊ है िक हम केवल उस पर िवचार करŐ , मान लŐ िक आपके 
पास एक िũभुज है, जैसा िक हम कहते हœ िक यह पर है  एक अʙिवराम एक और मान लŐ िक यह तीन अʙिवराम एक है और हम कहते
हœ िक यह दो अʙिवराम है और आधा ठीक है तो मœ Ɛा कर सकता šं िक मœ एक अʙिवराम से घटा सकता šं िफर पूरी चीज 
को िबंदु मूल मŐ ̾थानांतįरत िकया जा सकता है ठीक है तो  आप इस िũभुज के Ůȑेक िबंदु पर 1 अʙिवराम 1 घटाते हœ, िजसका अथŊ है 
िक मœ 
िबना िकसी अिभिवɊास को बदले और साथ ही साथ की लंबाई को बदले िबना एक नया िũभुज बना सकता šं,
 इसिलए िबना िकसी Ǜािमतीय संपिȅ को बदले हम केवल िशɝ कर सकते हœ िजसका अथŊ है ई िसफŊ  एक िũकोण ले सकता है w  
और इसे दूसरी जगह पर रख सकता है, तो मœ जो देख सकता šं वह यह है िक अगर मœ िशɝ करता šं तो Ɛा यह अभी भी यह 
समीकरण होगा िक Ɛा यह अपįरवतŊनीय होगा ठीक है मान लीिजए िक समीकरण संतुʼ है मान लीिजए िक कोई संतुʼ है ठीक है, तो 
Ɛा यह िकसी अɊ िũभुज के िलए भी सही होगा िजसे िकसी अɊ िबंदु पर बदल िदया गया था , िजसका अथŊ है िक मेरा नया िबंदु शूɊ से

घटा शूɊ से है, वे एक नया िũभुज बनाते हœ िजसे अभी Ȫारा ̾थानांतįरत िकया गया था ठीक है अब मœ पूछ रहा šं िक Ɛाzb zc z z 
 समीकरण संतुʼ हो जाएगा बस इसे इस िवशेष िबंदु के िलए समीकरण मŐ ̾थानापɄ करने का Ůयास करŐ , िजसका अथŊ है िक यह एक 
माइनस जेड ɘस ओमेगा टाइʈ बी माइनस जेड ɘस ओमेगा ˍायर सी माइनस जेड है जो ɘस ओमेगा बी ɘस ओमेगा ˍायर सी के
समान है माइनस जेड एक सामाɊ कारक के ŝप मŐ एक ɘस ओमेगा ɘस ओमेगा वगŊ जो शूɊ है और चंूिक एबीसी के िलए संतुʼ 
समीकरण हम देखते हœ िक यह शूɊ है
 इसिलए अब हम देखते हœ िक 
अगर एबीसी एक को संतुʼ करता है तो आप इसे िकसी अɊ मŐ ̾थानांतįरत कर सकते हœ केवल से घटाकर ̾थान िफर से इस z 
समीकरण को संतुʼ करेगा,
 इसिलए यह इसके िवपरीत है यिद यह िवशेष शूɊ के बराबर संतुʼ है तो आप वाˑव मŐ िदखा सकते हœ िक एक संतुʼ है
 इसिलए ऐसा है इसे दो के ŝप मŐ कहते हœ तो हम जो देखते हœ वह एक है और दो बराबर हœ इस अवलोकन से हम Ɛा करने जा रहे हœ, 
हम ʩापकता के नुकसान के िबना जा रहे हœ हम अपने िũभुज को मूल मŐ ̾थानांतįरत करने जा रहे हœ Ɛोिंक िũभुज के कŐ ūक के ŝप मŐ 
इसका मतलब है िक मœ जा रहा šं मेरे िũभुज को इस तरह ̾थानांतįरत करने के िलए िक मूल कŐ ū के ŝप मŐ िजसे हम जानते हœ िक 
समबाŠ िũभुज की संपिȅ मूल है, कहते हœ िक केȾक और पįरिध समान हœ
 इसिलए हम जो जानते हœ वह है
 इसिलए हम वाˑव मŐ ̾थानांतįरत हो गए हœ आइए हम इसे कहते हœ Ɛोिंक यह एक संकेतन दुŜपयोग है लेिकन बस यह इस बदलाव के 
तहत एक संपिȅ अपįरवतŊनीय है, मœ इसे िफर से कहता šं यह एबीसी है अब हम इन Ůȑेक कोने के बीच के कोण को देखते हœ जो 120 
बनाता है Ɛोिंक यह कोण जो 60 है वे बराबर कोण हœ Ɛोिंक  समबाŠ िũभुज का से और चँूिक कŐ ū वह है जो हम देखते हœ िक यह 
केȾक के साथ-साथ पįरिध कŐ ū है, हम देखते हœ िक यह इस कोण को समिȪभािजत करता है यह िवशेष रेखा हमारे मूल कोण को 
िȪभािजत करती है, िजसका अथŊ है िक यह 30 है और दूसरा एक है  30 तो शेष 120 होगा
 इसिलए इस अवलोकन से हम जो देख सकते हœ वह यह है िक यह साइड वेƃर जो िक बी माइनस ए है यिद आप 120 िडŤी के कोण से 
घुमाते हœ तो यिद आप 120 िडŤी के कोण को घुमाते हœ तो यह उस तरफ पŠंच जाएगा जो अब सी माइनस बी है।
 यह अवलोकन हमŐ बताता है िक वाˑव मŐ यह समबाŠ िũभुज होगा यिद और केवल यिद मेरी भुजा घटा को घटाकर को c b b a 
120 िडŤी के कोण पर घुमाकर Ůाɑ िकया जाता है, िजसका अथŊ है िक िũभुज समबाŠ है यिद और केवल यिद हम Ůाɑ करते t ts 
हœ  हमारा पƗ सी माइनस बी रोटेशन को घुमाने के अलावा और कुछ नही ंहै,
 इसिलए यह ओमेगा Ȫारा गुणा करने के अलावा कुछ भी नही ंहै,
 इसिलए यह वही है जो अब हम देखते हœ िक समीकरण को सरल करके जो िक सी ɘस एक ओमेगा और िफर माइनस बी वन ɘस 
ओमेगा यह शूɊ और वŐ के बराबर है  यह एक ओमेगा बी ओमेगा वगŊ ɘस सी के समान है यह शूɊ के बराबर है अब हमारे समीकरण 
को ओमेगा वगŊ से गुणा करने के िलए तो हम यहां Ůाɑ करते हœ यह ओमेगा Ɛूब है जो यहां एक है आपको ओमेगा पावर चार िमलेगा 
यानी ओमेगा इस Ůकार यह  यह िनʺषŊ िनकालता है िक पहली िटɔणी हम Ůाɑ करने मŐ सƗम हœ िक समबाŠ िũभुज है यिद केवल t 
एक अगर यह इस शतŊ को पूरा करता है तो अब हम दूसरे को सािबत करना चाहŐगे िक समबाŠ िũभुज है यिद और केवल यिद ऐसा है t 
तो एक बार समबाŠ िũभुज है िजसका अथŊ है ˢचािलत ŝप से यह इस समीकरण को संतुʼ करता हैt 
 इसिलए हम केवल यह िदखाएंगे िक ये दो समीकरण बराबर हœ तो आइए हम सािबत करŐ  िक दो तीन के बराबर है 
या हम मूल ŝप से समबाŠ िũभुज की तरह हœ यिद और केवल अगर İ̾थित तीन िफर से संतुʼ होती है तो कोई यह देख सकता है िक यिद
 िशखर िफर से ̾थानांतरण िशɝ संपिȅ िफर से रखती है िक यिद आप एबीसी को ̾थानांतįरत करते हœ जो िक जेड से एक िũभुज है, तो 
यिद यह संतुʼ है तो केवल एक अगर बी माइनस जेड ˍायर ɘस सी माइनस जेड पूरे  वगŊ यह एक माइनस माइनस ɘस zb z b 
माइनस Ůोडƃ के साथ माइनस ɘस माइनस ɘस के बराबर होगा,z c z c z 
 इसिलए अब िफर से हम जो करने जा रहे हœ वह यह है िक हम थोड़ी सुिवधा करने जा रहे हœ तािक हमारा समीकरण बŠत सरल िदखे 
सबसे सरल िवकʙ हम केवल के बराबर पįरवतŊन करŐ गे, िजसका अथŊ है िक िũभुज को इस तरह से ̾थानांतįरत करŐ  िक एक शीषŊ z t 
को शूɊ के ŝप मŐ ठीक िकया जाए, िजसका अथŊ है िक ʩापकता के नुकसान के िबना हम के शूɊ कोने मान सकते हœ t bcr 
िजसका अथŊ है िक यह संतुʼ करता है समीकरण जो हमŐ िदया गया है िक बी वगŊ ɘस सी वगŊ बीसी के बराबर है अब हमारा दावा है िक 
हम दावा करना चाहते हœ िक यह शतŊ दो को संतुʼ करने के बराबर है मुझे याद िदलाएं िक İ̾थित दो Ɛा है तो अगर िशखर  एबीसी हœ तो 
यह समीकरण अब संतुʼ करता है िक हमारा वटőƛ ए शूɊ है, िजसका अथŊ है िक हम समीकरण को कम करते हœ यह कहने के बराबर 
है िक ओमेगा टाइʈ बी ɘस ओमेगा ˍायर सी यह शूɊ के बराबर होना चािहए अब पूछŐ  िक Ɛा है  इसका मतलब यह कहने के 
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बराबर है िक हमŐ यह कहने की ज़ŝरत है िक यहां केवल ओमेगा एस माइनस बी बटा सी यह िदखाने के िलए िक बी ˍायर ɘस सी 
ˍायर बीसी के बराबर है यह एक मजेदार एक पȅा है अब यह उस माइनस बी को िदखाने के िलए उबलता है  एकता का घनमूल है c 
अब यह समीकरण जो हमŐ देता है वह है बटा जमा बटा यह इसमŐ से एक है हमारे पास बटा के िलए एक ʩंजक है b c c b b c 
इसका अथŊ है िक बटा एक घटा बटा अब हम कोिशश कर सकते हœ बी बटा सी के बारे मŐ दावा एकता का घनमूल हैb cs c b 
 इसिलए इसके िलए हमारा दावा माइनस बी बटा सी Ɛूब एक है
 इसिलए इसके िलए माइनस बी बटा सी ˍायर से शुŝ करŐ  जो बी बटा सी उȋाद के साथ बी बटा सी लेिकन बी बाय सी के समान है 1 
माइनस बटा है अब ȯान दŐ  िक यह हमŐ बटा माइनस 1 के ŝप मŐ िमलता है अब िफर से एƛŮेशन बटा माइनस 1 c b b c b c 

माइनस बटा पर वापस जाएं अब यह ˙ʼ है िक माइनस बटा Ɛूब एक है तो माइनस बी बटा सी ˍायर को माइनसs c b y b c 
बी बटा सी से गुणा करने पर तेजी से टमŊ हमŐ माइनस सी बटा बी और उȋाद माइनस बी बटा सी के ŝप मŐ िमलता है।
 एक है
 इसिलए हमने िनʺषŊ िनकाला है िक माइनस बी बटा सी एकता के घनमूल के ŝप मŐ है
 इसिलए हम यह िदखाने मŐ सƗम हœ िक िनɻिलİखत समीकरण संतुʼ करता है िक एक िũभुज है िजसका मूल एक शीषŊ अɊ शीषŊ के ŝप
मŐ है बीसी यह समबाŠ िũभुज है यिद और केवल यिद ये दो समीकरण हœ संतुʼ करता है लेिकन हम जानते हœ िक एक बार जब यह 
समीकरण संतुʼ हो जाता है तो िũभुज समबाŠ िũभुज होना चािहए िजसका हमने पहले दावा िकया था
 इसिलए हमने िसȠ िकया िक िनɻिलİखत अिभकथन समबाŠ िũभुज है यिद एक पȅी पर यह िकसी एक शतŊ को संतुʼ करता है तो t 
इस ʩाƥान मŐ हमने चचाŊ की एकता के घनमूल के कई गुण और हमने एकता के घनमूल पर आधाįरत कई सम˟ाओ ंपर चचाŊ की और 
हम अगले ʩाƥान मŐ कुछ और सम˟ाओ ंपर चचाŊ करते हœ धɊवाद 
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