
 హ޳࢑ ࡹङ ङߕగత ఉప ࡱबࡏ సంࡹ సంړ ऱషद సంఖङ ల߯ ఉపߕङ छࣃ ڕలࣃ గతం, ࠭࠲ ఐకङ త ࡅకए  వ n
ऒߖ࡮࠮  చࡍऐ ంۧ࠭ మߖ޳ ࠾ࡍ ఆ߄రం࠭࠲ ڴ అߝక ࡍڷ फంߩలߧࡐߖ ߘం۪ߕڕऒ ࠭, ఈ చరऐ  ߘ
भ޳ڵࣃనڜ ం ڒబܽद ఐకङ త ࡅకए  వ ߖ࡮࠮ऒ ړసం ޴ం ఇ޳ంڕࣆۯफࡏڷ ߘߝ  ऱషद࠳న޴ సంఖङ  సࠬకరߖހऒn z 

శړ फړ1 ړ సࠪనం ࣆۯफం޴ మ࠾ࡍ గత తరగޔలࡹ మనం ۫ߧన࢑ ఈ సࠬకరߖހऒ  n 
సంతృߧफపࠚ࢑ ۯࡍనऒ  సంړ ऱషद సంఖङ ऒߕఉ ࡱ ఇవछ ڴ అ࢑ , ࠼ బݞन ప  ޴ఇ ,࠼ ऱ࣒ छ޳ 2 ߤ࣌   n zk n i k 2 ࡌ

छ޳ ఇవछ ࡌ బޔݡం޴.pi 
छ޳ ړఈ శ ࠾ࡍమ ޴ఉంܿం ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ ࡌ फ 1 ړ తపओ  మڒ ࠬࡔదߖ   k pi nk 0 1 n zk k z 

 ంۧ࠭ߖగమ ࠭࠲
ప  ࠑ ޴అ , ޴ంޔݡంచబށగࡍప ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ޴ߝఅ ࡏࠬ బܽदڒ ऱ࣒  k z one n i pi  ݡంࡓ ݀ ߤ࣌ 
छ޳ ओߩఇ ࡌ కएࡅ లܾߖ࠿ ޴ఇ ,޴ంܿంڕࣆޓ ߖ పవ࡛ ߖ޳ ݡ  ఇతర వ ߖ࡮࠮ऒ  ఉతओ n k ޴फంࣆۯ फޒ n
మ࠾ࡍ ࣏లభङ ం ڝసం ܼޓ ࣒ࣄ ࠭࠲ అߝ సం܉थ ऒߖߕࠪ  పࡍచయం ࣃۯफ ࠭, ఇ޴  ప ऱ࣒  cos theta i sin 

అߖ ߖరछ ۨంచబݟం޴ మ࠾ࡍ మనం ߖ޳ పవ࡛ ښ ߖవలం ࣒ࡍ࠵ చటदం ޳छ theta k ࠭࠲ ం݄ڕࣆޓ ࡌ d 
ఇڴ ޴ వࣆफందߖ ۫డంݟ  అܼޓ ޴ߝ మ࠾ࡍ మనం గమߖంۨన ߖڜऒ  ࢐ङ ఖङ  c k ࡱ
भ޳ۯ ం, ఆ࡮औ औ࡮࢑࣋फ, ఆ࠙ ߖఅం݄ అ , ݟటदం߭ ڴ1 ߘ ړసం శڝ  फߖ ߭ంۨޙ మనڕ z cis 2 pi by n n 
లࠚం޴ۯ పవ࡛ ޳छ యమం ߯న ఉనऒߖ ߯  ࡌ  అ࣒ڒ ޴ ݀  ప ऱ࣒  cis 2 pi by n n cis two pi pi i 

ఇ޴ ఒకܽ అߖ మనం ۫ࣃफ ࠭ మ࠾ࡍ మనం పవ࡛ ఆ࡮औ  పవ࡛ ߘ ߭ంۨనటऱߖߖ޵ ޙ࠼ sin two pi kn 
ఆ࡮औ  పవ࡛ అ࠴ ߖతफం పవ࡛ ړ ऴ࢐యవ۪ऐ  మ࠾ࡍ ߯ పࢣࡍలన ޳छ औ࡮ఆ ࠭࠲  ޴ఇ ࡌ  పవ࡛ n k k 
మ࠾ࡍ పవ࡛ లߘ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ , ߕࣆऒ  కం݄ ఎڕए వ ߕࣆ ޳ࡶऒ  ऱ n ksࢁసం మڝ న࠳సࠪన ړ
అ࢑ ޻ధంڴ ऴపږޒల ࡱ࢑వߘ k 
ऒߕࣆ  కం݄ తڕए వ అۮ  ߖపओ వ۪ऐ  మ࠾ࡍ ఇ޴ మࢁऱ ఆ࡮औ  పవ࡛ పవ࡛ ڴ࡮ ఉందߖ ధృ࢒కࡍంచవ۪ऐ .n k 
  n 
కएࡅ  ఆ࡮औ  పవ࡛ ܉ށڷలߘ మనం పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄, అం݄ అࡌߪ ޴ߝप ంۮ ړߖڒం޴న޴ kn k 
మࡓ ࠾ࡍండవ ࢐ङ ఖङ , ఆ࡮औ  పవ࡛ ڴ ऴ࢐యబݦ ఈ వ ߖ࡮࠮ऒ  ऴ޳࢐भ ం.n

ऒߕࣆ ޜ ఐకङ ڕన࣒ ఒకܽ వర࠳ ݟంߘ  త ࡅకए  ࠪ వ ࡱ࡮࠮ అం݄ అ޴ సంతృߧफ ۮంޔ޶ం޴  k n n
औ࡮ఆ ߕ޼ఏ ޴బܽद ఇڒ  పవ࡛ ߖ సంతృߧफపࣆࡏफం޴, శړ फړ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపࣆࡏफం޴, ఆ࡮औ  పవ࡛ k n z 

అ޴ߝ k 
బࣗప޴ పవ࡛ ࡅకए పओۮ ߖఒకܽ అ ړ న࣒࠳ లం࠮   z n k ޴फంࣆఇ ߖߖ޳ న࠳సࠪన ړߖݞ
ऒߕࣆ  ఒకܽ ߘం࠳ ݟన࣒ వߤ వరڕ మనࣄ࡯ޘ ڕన޴ ఏߕ޼ ఇవछ బݟనړߖ޳ ఒకܽ ఎలऱߩओ  ఈ n n ݢ
బࣗప࠮ ړ޴లంڴ ఉంܿం޴, ఇ޴ పవ࡛ ࠳న࣒ వߘ ߤ పࡍగణనڕࣆޓ ړࡹం݄ ࣆలభంڴ ۫డవ۪ऐ , z n 
న࣒  ఉతओ࠳ ޜ న࣒࠳ పవ࡛ ߖߖ޵ యవ۪ऐۯ రకంڒ ڴफޒ .z n z 1
 పవ࡛ ࠳న࣒ 21 ړ ప ऱ࣒  n z.
छ޳ ంచడంށగ ڴ࢓ࡱࣆ బܽदڒ  ంచవ۪ऐࡍక࢒ధృ ߖޒۯ ఎడమ ߖన࣒ 1 అ࠳ మనం పవ࡛ ࡌ , ఇߩओ  ఈ z n ݡ
ల ఉతओڒరڒ ݡంࡓ  ߝڴ࢑ధం నࣄऴ࢐ ڴफ పరంޒ

ఒకړߖ޳ సࠪనం ࠮ ړߖ޵లం.z 
  బࣗప࠭࠲ ޴ పదం మ࡯ڵࠫ ࠾ࡍన ڒరڒలڒ ߘరకం ࠳ ړߖ޵ , ࠭ࣃۯన࣒ 1 ݟऴڶ బࣗప޴ అ࠼న n 
ఆ࡮औ  ఒకܽ ߘం࠳ ݟన࣒ ఒకܽ వరڕ ఈ బࣗప࠮ ޴లంڴ ఉంܿం޴ , ఇతర పࢣࡍలన ߘంݟ మనం k n 
ఆ࡮औ  పవ࡛ అۮ ߖపओ వ۪ऐ న࣒ 1 ప࠳   ऱ࣒ న࣒ 2 ప࠳  ऱ࣒   ప ऱ࣒  వڝ ߤసం ఒకܽ ࡓంߘ ݡంݟ k zn zn z k n 
న࣒ 1 ప࠳ పవ࡛ ޴బܽद మనం బࣗపڒ ޴ఉంܿం ڕన࣒ ఒకܽ వర࠳ ऱ࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ 2 ప ऱ࣒   ప ऱ࣒  1 z n z n z 
ऴ࢐యవ۪ऐ औ࡮న࣒ ఆ࠳  औ࡮న࣒ ఆ࠳   ࣋ए छ ࡛ మ࠳ ࠾ࡍన࣒ ఆ࡮औ  పవ࡛ ࠳న࣒ ఒకܽ ڒబܽद ߘߝ z z z n 
ۨనऒ  సం܉थ ࠪనంࡹ ऴ࢐࣋फ మనڕ కߧߖం޴ۯ ఏࠫటం݄, పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ప ऱ࣒  పవ࡛ ࠳న࣒ 2 వదभ ఈ పऱ࣒  n z n 
వరڒ ڕరకం ޳ࡶ బࣗపࡱ޳   ప ऱ࣒  1 ఈ బࣗప࣒ܾߖ࠿ ߖ޴ పవ࡛ ࡅకए  వ ߖ࡮࠮ऒ  ఉపڵࡆంۨ z k n
యవ۪ऐۯ రకంڒ  
మ࠾ࡍ సࠪనతछ ం ࣆలభం޴࢐ ڴంచబޔݡం޴ ఎం޶కం݄ ࠳న࣒ వݟ ߤऴڶ బࣗప޴ గࡍషदం࠳ ڴన࣒ n n 
ఒక ࡮࠮లߘ కڵ࡯ ఉంܿం޴ మ࠾ࡍ మనం గమߖంۨన࠳ ޴న࣒ 1 ࡮࠮ల࠭࠲ ߘ ఇపओ  n ښܽ
గమߖంۧ࠭ ఐకङ త ࡅకए నऒࠚ࢑  ఈ n ߖ޴బܽद ఈ బࣗపڒ ࡱ࡮࠮ ڕల޳లం ఈ బࣗప࠮ న వ࠳
యవ۪ऐۯ రకంڒ ࡹపంࡐ ఈ ࡹపంࡐ రణ సమసङ߄ࣃ బܽद మనం ఒకڒ  भࡿࢗ ڕ ం,  ࠉ ࠪڒ ఆర न࡛  నࣄۯ 
జంటల సంఖङ ఇకए ,ݟనంھߘక ߘ డ మ࢐ ࠾ࡍసफవ సంఖङ ऒߖހఅం݄ ఈ సࠬకర ࡱ a b i  t ib ړ న࣒࠳ 
సࠪన࠳న పऱ࣒  పవ࡛ 2016ߘ సంతృߧफపࣆࡏफం޴,  కߘక ఇ޴ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफప࢑ ۯࡍధంڴ ib 
ధङࣃ మࡃङ ࢐సफవ సంఖङ ࠉ ࠪڒ  లߘ కھߘనమ࢐  ࠭ࡌڝ  ࠭࠲ ߖసफవ సంఖङ ల ఉతओ  మనం ఒక ߖफޒ
స࠲घ ళన సంఖङ పऱ࣒ ߘ ङޙऴప ߖ  కంڴ అߘబం߅ంచగల࠭ అం݄, ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۯࡍ ऴకమంࡹ ib
ఉనऒ  జతߘ కھߘనడం, ఈ సంబంధం ڒరణంڴ ఈ సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफపۯࡍ సంړ ऱషद సంఖङ  ړߖݞనھߘక ߘ
సࠪనం 
ప ߖ బܽदڒ ऱ࣒ ऒߕफࣆ۫ ࠭࠲ ࠾ࡍమ ݟంచంށగࡍప ڴ  ࠭.z ib

అߖऒ झڡం߭ऱڒ   సంఖङ ړశ ߖ޵ సంڝ  फ 2016 మన࡛ࠈ ڕ ఇ࢐छ ऒߖހబܽद ఈ సࠬకరڒ ࡯  సࠪనంڴ  z z 
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సంతృߧफపۯࡍ అߖऒ  సంړ ऱషद సంఖङ ల ࣊ڝ ݋సం ࠭࠲ ఈ సࠬకరߖހऒ  పࡍషए ऒߖހफ, ఈ సࠬకర࣋ࡍ  
సంతృߧफపޜࠉ ࠪڒ ۯࡍ ఆర न࡛ ంచవ۪ऐ߅బంߘఅ ߘన జతలࣄۯ  ऒߖހఈ సࠬకర ݟంߘ బܽद ఈ సࠬకరణంڒ 
పࡍషए भ޳ࡍ ం.
ङݡࠪ ࠭࠲  ల࣒ ߘ వࡍ फంపܑ࣋फ, 

కएࡅ  ङݡࠪ  ల࣒ తపओ కएࡅ ࡛ࠈ ڴࡍసߖ ङݡࠪ  ల࣒ ڕ సࠪనంڴ ఉం࡯ݞ, ఇ޴ వ2016 ࡵ z mod z 
ఉంܿం޴, ఇࣆۨࣇ ߖ ޴फం޴  ఎడమ ࢙ڕࣆޓ ڕߩరంڒ ݟబܽद మన࠳ 2016 ڕన࣒ t hat mod z mod z 
ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇړ0 ޴ సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం ࣆ޴࢐फనऒ ړఏࠫటం݄ , సం ޴ ऱషद సంఖङ  ఉం݄ ఈ 
సࠬకరߖހऒ  సంతృߧफ పࣆࡏफం޴, అ޴ తపओ ऒߖ߄ఈ సంబం ڴࡍసߖ  సంతృߧफ పరۧ࡯, ఇ޴ 

ఉతओ  mod z mod z ޳ࡶ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړ0 ݟంߘ న࣒ 1 ఈ సంబంధం࠳ పవ࡛ 2015 ޴फంࣆۨࣇ ߖफޒ
తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం޳ࡶ ࡯ݞ పవ࡛ ࡓంݡ ࢘ల పߘࣜ޴ తపओ  mod z mod z ړߖ޳ఒక ڴࡍసߖ

సࠪనంڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद మనం ߕࣆऒ ऒߖ߄న సంబం࠳సࠪన ړ   ߰ం࠭ޑ޶  mod z r mod z mod z 
ऒߕࣆ తపओ ߘࣜ޴ల ప࢘ ݡంࡓ పవ࡛ ޙ࠼సࠪనం అ ړ ऒߕࣆ అం݄ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ڴࡍసߖ  z 
అߖ అర बం, ڒబܽद ߕࣆऒ  z 
పవ࡛ 2015 తపओ ޙక߱ڒ  బܽद mod zڒ ࡯ݞఉం ڴఒకܽ ڴࡍసߖ

తపओ मࡌߖ ࠭࠲ ߖఅ ࡯ݞఉం ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ڴࡍసߖ  కం݄ mod z޶ఎం ڕ޶ంۧ࠭ ఎంࡍ
పవ࡛ ࡱ ݭ࠵ ࡹ ఒకܽ మ࠾ࡍ ఒకܽ కం݄ తڕए వڴ ఉం݄, ࢗంటڕࠬ ߝ ఒకܽ కం݄ తڕए వ 2015 mod z 
एڕఒకܽ కం݄ ఎ ޳ࡶ వ ޳ࡶ పవ࡛ ࡓంݡ ࢘ల పߘࣜ޴ ఒకړߖ޳ సࠪనంڴ ఉండదࢗ ࡏࠬ ߖంటߝ mod z 
फࣃ۫ छ޳ ࢐దన బܽद ఈڒ ࡏ తపओ ݟంߘ ߩంڵ࠭ ఈ ࡏడగల۫ ߖఅ ࠭࠲ ࡌ  ఒకܽ i  mod z ڴࡍసߖ
అߖ޳ ޙ࠼ శړ फ ఒకܽڴ ఉంڒ ࡯ݞబܽद ఇߩओ ए࣋ ޙ࠼సࠪనం అ ړߖ޳ఒక ݡ छ ࡛ మࢁऱ ఒకܽ mod z mod z 
అޙ࠼ ఇߩओ  z ߖ ࡛ࠈ ߝంటࢗ ڕమన ޴ఇ ࠾ࡍమ ݟంచంށగࡍప ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ߘࣆښ ల ݭ࠵ ݡ
.޴फంࣆయܑ࡯ޘ

࣋ए छ ఇవछ ڴసࠪనం ޜ ࡛ࠈ ړ ࡛ࠈ ڴ ࡛ࠈ ߖ ࡛ బޔݡం޴, ఈ సందరग ంࡹ ఇߩओ  మనం   mod z z z z ݡ
ఈښछ షࢗ ڵࡍޒ ړ ߤళ ऱడం ۫ࣃफ ࠭, మన సంړ ऱషद సంఖङ  ఈ ߖ ࡛ࠈ సంతృߧफ పరۧ࡯.z 
 

ఒకړߖ޳ సࠪనం అߩओ ఒకܽ తపओ ړ ࡛ࠈ ݡ  మࡖకܽ ڒ ޶ڒబܽद ఇ޴ శړ फࡓ ړంݡ ࢘ల పݡࣜ޴ ఒకܽ z z z z 
అࣆۨࣇ ߖफం޴ మ࠾ࡍ ఈ సࠬకరࣃ ړߖހధङ మࡃङ  అߖऒ  పࢲࡍए  ,ࣆࡱޘ ڕఏࠫ݇ మన ࡱࡌ
ఇ޴ ఉనऒ  ఐకङ త ࡅకए  వ ࠮లం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ.n n 
  2017.
అర ߖ޵ బܽदڒ  बం సࠬకరణం ࡓంݡ సࠬకరణం ࡓంࡓ ݡంݡ ࢘ల ࠑݥख నऒࠚ࢑  ङࡲ࣍ ࡗ܋-ߤߕ  షࡱ ߤ మ࠾ࡍ 
ऒߕࣆ ࡏࠬ ऒߖހఈ సࠬకర ࠾ࡍంۧ࠭ మߖగమ ࠭࠲ ޙ࠼ంۨనటऱށగࡍప ߖ న࠳సࠪన ړ z ݞږ 
సంతృߧफపࣆࡏफంڒ ޴బܽद ߕࣆऒ एࢲࡍప ڴߩంڵ࠭ ݞږ న࠳సࠪన ړ రం 1 అߖ అర बం.z 
 సࠬకరణం 1 ࠚ࢑నऒ  పࢲࡍए ఐకङ ࡱࡌ త ࡅకए भ޳۫ ߖफࣄసం ఒక మంۨ ఆڝ ݋ࡐ  ం, ఇ޴ a  s 2018 nth 

छ޳ छ޳ ࡌ ఇవछ ࡌ బݟన అߖ ऴ࢐యబޔݡం޴, ఇకए డ అߕࣆ ޴ߝऒ  cis two k pi n zk k n ݟంߘ 
ओߩన࣒ ఒకܽ, ఇ࠳ फޑ࠴ ۯం߭ ߘలࡌڒ߅అ ݡ ऒߖ  పࡍగణڝࣆޓ ړࡹంݟ .
 
ऒߕࣆ సࠫघ ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ  छ޳ ݋ కएࡅ లڒఏ ࡌ  వ ࠮లం అߩओ n m n ڴ 0 ޳ࡶ మనం ݡ n 
ړశ ,  ࠭ޑ޶ం߰ ߘవࡱ࢑ फ ࡅకए m n n n m ߘవࡱ࢑ తफం࠴ फ࣋ڵ࠙ ߖ ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ߘ ޙ࠼ణకం అڷ 
߰ం࠭ޑ޶.
  0 ఈ ऴపߦޒదన ߖ మనం ఇంతڕ ࠭ంߧۮ ޶ओ న ऱܿ޳ߧࡐߖ ڴभ ం, zk 
ఇకए డ ఆ࡮औ ऒߕࣆ ߖఅ ࠾ࡍమ ࠑ  ओ߮ۮ ߖన࣒ ఒకܽ అ࠳ ݟంߘ   ۲ట, ఇߩओ సమघ ݡ షߤ s 2 pi n k n k
ऒߕࣆ  ݟంచంށగࡍప ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ 0 ߘ n z n zk kzk m ړ న పవ࡛࠳సࠪన ړ ߤన࣒ వ࠳ ݟంߘ 
ఆ࡮औ  పవ࡛ మ࠾ࡍ పవ࡛ ޜ భࡎ फ ۯయబޔݡం޴ మ࠾ࡍ ఇ޴ k m
औ࡮న࣒ 1 ఆ࠳ ݟంߘ 0  పవ࡛ వరڕ ఉనऒ  సమघ షߤ వࡵ ఉంܿం޴ ఇߩओ बర సంఖङࣄ ޴ఇ ݡ ړన శڵࡍ߭  फ n m k 

ओߩఇ ޜ తफం తపओ࠴ తށగڣࡔ తफం మనం࠴ ݡ  మࡖకܽ ޑ࠴ ޶ڒफ నడం kھߘక ڴలభంࣆ ߘవࡱ࢑ ړߖ
ఎࣆࡱޘ ڿ࡮ బࣗࢡ ఒక ࢐ङ ఖङ తफం సమघ࠴ తށగڣࡔ ఆ ߘߝ ڴ షړ ߤ సࠪనంࣃݟܔ ڴफ  బܽद మనం kڒ ߘ
फޑ࠴ తށగڣࡔ ऒߖ ऐ۪ޘ ڕफࡏڷ  పओۮ ڕన࣒ 1 వర࠳ ం޳ంڕ ంݟ మన శړ फ ࠴ ړతफం ࡱ࢑వ ఉంܿం޴ శړ फ n k 

 n ,޴ంޔݡంచబڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ఒక ڴంచڵ࠙ ޜ న࣒࠳ ఒక ߖ న࣒࠳
ఇకए డ తపओ ఇకए ߘవࡱ࢑ తफం࠴ బܽद మనంڒ ࡔస ޶డږఉండ ڴసࠪనం ړߖ޳ఒక ڴࡍసߖ డ 
వࡍ फంపܑయవ۪ऐ  అం݄ ࠴తफం ࡱ࢑వ ఇకए డ ఉం޴ అߖ అర बం  ఇకए డ ࣄबర ࡱ࢑వ ఆ࡮औ  పవ࡛ ڒబܽद a m 
మనڕ ఆ࡮औ  పవ࡛ వࣆफంڒ ޴బܽद ߖ޳ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ߖ ఆ࡮औ  పవ࡛ ࠳న࣒ 1ڵ࠙ ޜంచڴ, ఇߩओ  m n m ݡ
छࡌత ߘవࡱ࢑ తफం࠴ ޻అ ߘߝ సమघ ܋߮ ޒ షߕࣆ ࡹ ߤऒ फࣃऴ࢐ ڴసࠪనం ړ పవ࡛ ߤన࣒ వ࠳ ړ k  ߘ n z k
పవ࡛ ࡱ࢑ ߖ޳వ ߖߖ޳ ࠭࠲ ఆ࡮औ  పవ࡛ పవ࡛ ࠳న࣒ ఒకܽڴ ఆ࡮औ  పవ࡛ ڵ࠙ ޜంచ࠳ ڴన࣒ m m n m
ఒకܽࡍڷ ڴ फంۧ࠭, ޳छ औ࡮ఆ ޙ࠼నటऱݟంచబڵ࠙ ࡌ  పవ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం అޔ࢓ంڒ ޴బܽद m n ok m 
ఆ࡮औ  పవ࡛ అޙ࠼ ఈ ߷ࡏघ సࠪనతछ ࠾ࡍమ ޶ڒ సࠪనం ړ1  ޴ంޔ࢓అ ܿࠈऱࡱۮ ࡮ ం ఎߩओ  m ݡ
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జޔڷࡏం࢑ ߖ ޴భࣆ܊फంڒ ޴బܽद nn m n 
కएࡅ అం݄ ޙంచక߱ڵ࠙ ߖ అర ߖదڒ ణకంڷ  बం, ఆ సందరग ంࡹ ఆ࡮औ  పవ࡛ ఒకړߖ޳ సࠪనం m m n m 

న ఉనऒ߯ ࠾ࡍమ ߖదڒ ऒߕࣆ బܽदڒ ࣆࡱޘ ڕమన ߖదڒ సࠪనం ړߖ޳ న వङ࠳సࠪన ړ ڔ फకరణ ߘంݟ k n 
పదం ఇకए ߝపవ࡛ పవ࡛ అ ߤన࣒ వ࠳ డ ఆ࡮औ  పవ࡛ పవ࡛ ఎ࠳ ࠹న࣒ ఒకܽ ఆ࡮औ  పవ࡛ n z k  m n m 

फࣃ۫ మనం ߖందݟంచబڵ࠙ ޜన࣒ ఒకܽ࠳ ࠭ మ࠾ࡍ ఆ࡮औ  పవ࡛ ࡱ࢑వ ఒకܽ ڒబܽद ఇߕࣆ ޴ऒ  n 
అޔ࢓ం޴ మࡶ ࠾ࡍనߩओ ऒߕࣆ ޴ఇ ݡ  ణం.nࠪࡍప ߖڒ 

ऒߕࣆ ޙంచక߱ڵ࠙ ߖ అం݄ ݟంచంڵ࠙ ߖ  వࣆफం޴ అం݄ ࣆڵ࠙ ߖफం޴ అڕߘం޳ం అం݄  m n m n m m 
అࡅ ޴ߝకए ऒߖڜ  ఇవछ ޜల܉ށڷ  బޔݡం޴ , ఆ సందరग ంࡹ సమघ షߘ ߤంݟ వర࠳ ڕన࣒ 1 ړn k 0 n z 
పవ࡛ ړ ఇవछ బޔݡం޴ ఇ޴ మ࠾ࡍ ఐకङ త ࡅకए  వ ࠮లం ڷ ߖ޳ణకం ࡅకए  శړ फ ఎలऱߩओ k m qn n ݢ n 
ఒకܽڴ ఉంܿంద࠭࠲ ߖ ఇపओ औ࡮ఆ ߖߖ޵ బܽदڒ ంۧ࠭ߖగమ ښܽ  పవ࡛ అڵࡍޒ ݞږ ߖ ऴ࢐యవ۪ऐ  k 
మ࠾ࡍ ఇకए డ అ޴ మࡏࠬ ࠾ࡍ ఈ పߖ޳ऒ  ఒకܽ మ࠾ࡍ మࢁऱ మࢁऱ అࣆ ࠭࠲ ߖలభంࣃ۫ ڴफ ࠭  kq 
పవ࡛ ߖ ߭ంచంݟ kq

అޙ࠼ అ࠴ ޙ࠼తफం ࡱ࢑వ అޔ࢓ంࡅ ޴కए  బࣗళ సంఖङ  m m n n , ߘదనߦޒऴప ࠪ ࠭࠲ బܽदڒ 
కएࡅ లڒఏ ࡏࠬ ంۧ࠭ అం݄ߧࡐߖ  వ ߖ࡮࠮ऒ  పࡍగణڕࣆޓ ړࡹం݄, శړ फߖ ߭ంచడం ޳छ n ࡌ m m 
ऒߖ࡮࠮ తफం వ࠴  ఏకం ࣋ۯफ, అߩओ కएࡅ ంۨన޴అం ࡏޑ޶వ ߰ంࡱ࢑ ࡏࠬ ݡ nޙ࠼అ ࡱ܉ށڷ  n m n 
మన0 ڕ వࣆफం޳۫ ,޴भ ం ࡱ࢑వ࡮ۧ ޜ ऴపޙङ క సందరग ంࡹ  ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ఉం݄ ࡱ࢑వߘ a  m n m 
ఖۨऐ తంڴ ఒకܽڴ పࡍగށంచంݟ, అ࢑ ߖ ޴భ܊ంచڒ ޶బܽद ߘం࠳ ݟన࣒ 1 పవ࡛ వర࠴ ڕతफం m k n z k 
వ, ఇకएࡱ࢑ డ 1ڴ పࡍగށంచబޔݡం࠴ ޴తफం ࡱ࢑వ 0.m 

ఒకܽ కం݄ ఎڕए వ ڒబܽद ఇߩओ ప  ࠑ ݀ ࣒ڒ ݟऴ࢐యం ߖఈ అం݄ ఏࠫܽ అ ݡ ऱ࣒  n zkzk k pi n i  2 ߤ࣌ 
ओߩఇ ࠾ࡍసࠪనం మ ړ0 ޴ఇ ࠑ ऒߖڴ࠙ ࢐సफవ మనం ఆ ݡ డవ۪ऐ۫ ڴలభంࣆ    ఈ స࠲घ ళన k pi n 

సంఖङ కएࡅ   0 మ࠾ࡍ క࡯ओ త ࠙గ࠳న ߕࣆऒ కएࡅ   క࡯ओ త ࠙గం ఈ సంړ ऱషद సంఖङ కएࡅ   ࢐సफవ ࠙ߖڴऒ  
एړࡵ ంచంݟ, ఇߕࣆ ޴ऒ న తపओ࠳సࠪన ړ ݟంߘ   మ޶ڒ ࠬࡔ , ఈ సంړ ऱషद సంఖङ కएࡅ   ࢐సफవ ࠙గ࠳న n k n
छ޳ కएࡅ ݡంࡓ ࡌ  ఒక ࠳ ࣒ڒన࣒ మ࠾ࡍ ఇߕࣆ ޴ऒ  మ࠾ࡍ ఊࣔతघ క ࠙గం k pi si  ne 2 k pi by

ఇ0 ޴ అߘߝ ߖ సओ షदంڴ ऴ࢐࣋फ ఇߕࣆ ޴ऒ ऒߕࣆ ࣒ڒ   న n k࡯ڵࠫ ࠾ࡍఒకܽ మ ޴సం , అڝ న࠳సࠪన ړ
పࡱ޳ ఇకए డ మనڕ ఉనऒ ప  ࠑ ݡంࡓ ࢑ ऱ࣒  pi n pi n n pi n ࠑ న࣒ 1࠳ 2 ڕవర ࣒ڒ ࠾ࡍమ ࠑ ࡛ࠂ ࣒ڒ 
 ࠾ࡍన࣒ 1 మ࠳ వࡱ࢑

ࡎభ ߘవలࡱ࢑ న࠳సࠪన ړసం 0ڝ फ ۯయడం ޳छ ࡍڷ ޒణࠫڝޒక ऴࡖమ ࠭࠲ ࡌ फంߘߩ ߰ం࠭ޑ޶ k k 
మ࠴ ࠾ࡍదܽ ࠴తफం ࡱ࢑వ 0 అߖ మనం ۫ࣃफ छ޳ ڷࡱߕ ߤ࣌ ࡱڒరڒ న࡯ڵࠫ , ࠭  n pi ݀ ߤ࣌ ࡌ
 వ 0.n sine two n minus one pi by nࡱ࢑ పదం ࡍవۨ ࠾ࡍమ  ࠭ޑ޶ం߰ ߖ߯
ࡍߖ బܽदڒ  भషद సందరग ంࡹ పవ࡛ 1ړ సࠪనం ڒబܽद మనڕ చకए ࡍڷ ޒణࠫڝޒऴ ߖ फంߩ వۨऐ ం޴, ఈ ऴపߦޒదన m 
ఆ߄రంڴ మనం ఆ࡮औ फࣃۨࣇ ڴ2 ߘ ࠭.cis 

छ޳ ఐకङ ޴ߝఅ ࡌ త ࡅకए  వ ࠮లం తపओ  మࡖకܽ ޶ڒ మ࠾ࡍ సంړ ऱషद సంఖङ pi n n  ߘޔషర ޴ంړ  z 
సంతృߧफపࣆࡏफం޴ అం݄ ࠬࡏ ఐకङ త ఆ࡮औ కएࡅ   వ ࠮లం ߘంݟ వరߖࡌ޷ ڕऒ फࣃࡱڜ  k n ޴ఇ ,ࡏ z 
అߖऒ  వ ࡮࠮ల ߘంݟ ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం n

ఉం݄ ఈ షరߘޔ సంతృߧफపࣆࡏफంߕࣆ  ޴ऒ  az z mus t ڴ
ఉంڒ ݡబܽद మనం ۫࣋ߖ޳ऒ  ۨऴతపరంڴ ۫డړߖݞ ऴపయޒऒ भ޳ ం అం݄, ࠬ వదभ ఉనऒ ऒߕࣆ   సࠪనం k ړ
అޙ࠼, 
ఒకܽ ߘంݟ వరڕ ఉనऒ  గࡍషद ޷రం ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం అۮ ߖపओ ంڒ ,ݟబܽद ఈ ޷రం z 
ఏࠫ݇ ࠪڒ ࣆࡱޘ ڕబܽद ఇ݋ߖ࠿ ޴ అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ.
 ఒక ޷రం ݞږ ఇకए డ ݋ߖ࠿ ఒకܽ ఇߩओ झڡం߭ऱڒ ݡ  నంబ࡛ వߘ ߤం޷ 1 ݟరంࡹ ఉంڒ ޴బܽद ࠬࡏ z  
ఒకߘ ߖ޳ంݟ ఒకܽ ߰డ࢓ ఎంత ఉంࡏࠬ ޾ ऴ݄࣒ ۯయంݟ అߩओ एࡍస ڕమన ݡ ओߩఇ ࡽ పల ఎకएࡹ ݡ  z ݩ
ఉం޴ మ࠾ࡍ ఇߩओ  ంܼ࠭ڕࣆޓ ݡ
ఐకङ త ࡅకए  వ ࠮లంࡹ ఉనऒ  మࡖక ఆ࡮औ  ఇߩओ फޑక వృࡖమ ޜరం޷ ࡏࠬ ݡ ऒߖ  తࣃۯ ࡏ࠻फ ऱ nࢁమ ,ࡏ z
వృతफం ࡹపల ఉంܿంڒ ޴బܽद అ࢑ ޻ధంࡏࠬ ڴ ఐకङ త ࡅకए  ऴపޒ వ ړߖ࡮࠮ ఐకङ త ࡅకए  వ ړߖ࡮࠮n n 
फࣃ۫ ࡏࠬ ߖరం అ޷ घ࠲అܿవంܽ స  ࡏ ళనం సంఖङ  ఉం݄ ఎలऱߩओ एڕఒకܽ కం݄ త ݢ వ ޳ࡶ సࠪనంڴ 
ఉంܿం޴, అ࠮ ޴లం తపओ  మڒ ࠬࡔద࠭࠲ ߖ ۫పߕޔࠓऒ ం , మనڕ అం޴ంۨన ఈ ఫߖޑ࡯ऒ  
ऒޒऴపయ ړߖݞంచߧࡐߖ भ޳ ం అం݄ ࠳న࣒ ఆ࡮औ  పవ࡛ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం  ࡅకए  అߖऒ  z k 
 ړ1 ڕవలࡱ࢑

ఒకܽ ߘం࠳ ݟన࣒ ఒకܽ ڒబܽद ఇߩओ ऒߕࣆ ߘߝ ݡ ఉనऒ ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ   k n n k ߘవࡱ࢑ 
పࡍషए फࣃࡍ ओߩఅ ,ߘ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ࠭࠲ ݡ  పవ࡛ ࣃ۫ ߖफ ए࣋ ߖ޵ ,࠭ छ ࡛ ऴపڒ ޒరకం ࡅకए  మࢁऱ mod z k
ఉతओ एڕఈ పదం త ࠾ࡍफ మޒ వڴ ఉంܿం޴  ఒకܽ కం݄ ޳ࡶ సࠪనం మࢁऱ ఈ పదం ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ
సࠪనం ڒబܽद ఉతओ एڕफ ఒకܽ కం݄ తޒ వ ޳ࡶ సࠪనం ڒబܽद ఇߩओ  ړߖݞంచࡍ࢑సफ ߩ࢙ ޒۯ ఈ ఎడమ ݡ
ऴపయޒऒ ంచంݟ ఇ࠳ ޴న࣒ ఆ࡮औ औ࡮న࣒ ఆ࠳  ఉతओ ࡍ࢐ ࡛ࠈ  एڕफ తޒ వڴ ఉంܿం޴  ఒకܽ కం݄ z kz k 
ओߩఇ ڴసࠪనం ړߖ޳ ޳ࡶ ए࣋ ޴ఇ ݟంచంࡍ࢑సफ ంతࡍమ ߩ࢙ ޒۯ ఎడమ ݡ छ ࡛ మ࠾ࡍ ఇతర పࡱ޳mod z 
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ఆ࡮औ औ࡮ఆ ࡛ࠈ న࣒࠳ ࡛ࠈ   పవ࡛  ప ऱ࣒ औ࡮ఆ ࡏࠬ   ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ङݡࠪ  ల࣒ ߘ ߰ంࡏޑ޶, ఇ޴ z k z k k 
ఒక ࡽڒࡎ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం  ݋ߖ࠿ సࡍए ߯ ࡽ  ఉనऒ  ఏకతछ ం ࡅకए  వ ࠮లం అం݄ ఈ ఆ࡮औ  n
పవ࡛ ࡱ࢑వ ࡅకए ङݡࠪ  ల࣒ ఒకܽ, ఇ޴ ࣋ए छ ࡛ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం అࣆۨࣇ ߖफంߘߝ ,޴ k mod z 
అߖऒ  ఇతర ߖబంధనలڕࣆޓ ߩ࢙ ݟڕ ߘం݄ అ޴ ఆ࡮औ  పవ࡛ ࡛ࠈ పऱ࣒ औ࡮ఆ ࡛ࠈ   పవ࡛ ఇకए డ z k z k k
 n k ڴసࠪనం ړ0 ࡏࠬ బܽदڒ ޴ంޔ޶ంۮ फߧఅసࠪనత సంతృ ޻అ ڕన࣒ 1 వర࠳ ݟంߘ 0  ࡱవࡱ࢑
అర ߖ޳ ం݄ڕࣆޓ बం ఏࠫ݇ గమߖంచంࡏࠬ ,ݟ ఆ ࡍߖ भషद సంړ ऱషद సంఖङ ఐకङ ڕ త ࡅకए  దܽ వ n࠴ 
ऒߖ࡮࠮  ߰ంࡏࠬ  ࡏޑ޶ ఆ࡮औ औ࡮ఆ ߖ ࡛ࠈ ܿߦ ޜ ࡛ࠈ   z n ࠭࠲ బܽदڒ ࡏంܼڕࣆޓ ړࡹ
అసࠪనతలߘ ߰ంڒ ࠭ޑ޶బܽद ࠬࡏ ఈ అసࠪనతలߘ సంకలనం ࣋ۯफ, ߘߝ ఈ అసࠪనతలߘ n n 
ఎడమ ࢙ߩన కߘߝ ޙߧ࡯ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ एڕకం݄ త ޴ఇ ,ߘޑ޶ం߰ ߘబంధనలߖ  వ ޳ࡶ mod z n 
సࠪనంڴ ఉంܿంޑ࠴  ޴फ औ࡮ఆ ڕన࣒ వర࠳ ݟంߘ  ړߖ  పవ࡛ ށڷ ޜ ࡛ࠈంచబޔݡం޴ k 0 n 1 z k 
మ࠾ࡍ ఇ࠭࠲ ޴ ఇߩओ ఉనऒ ڵ࡯క ݡ  ఒక ߄ࣃరణ సమघ ష࠭࠲ ,ߤ ఇߩओ  ࡏࠬ ߘదనߦޒంۨన ऴపߧࡐߖ ݡ
వࡍ फంపܑ࡯࠻, అ޴  వ ࠮లం ࠴తफం ࠴తफంڴ  ఏڒల ࡅకए ऒߕࣆ   ఇߩओ ఇకए ݡ డ ఖۨऐ తంڴ సమघ షߤ n
ఇకए డ ߘ ࠭࠲ ఒక ߄ࣃరణ ڒరకంࣃ࢘ࡍࣄ࢑ ڴफ ࠭ మߩ࢙ ݟڕ ࡏࠬ ࠾ࡍన ߰ందంݟ ఇߘ 0 ޴ంݟ z n 
ࡓ ڕన࣒ వర࠳ ऱܿ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం అߖ ऴࣃ࢐फ औ࡮ఆ 1 ߘ పऱ࣒ ࡛ࠈ  సమघ ࡛ࠈ  షߤ z k k z k 0 
औ࡮న࣒ 1 ఆ࠳ ݟంߘ  పవ࡛ ړ సࠪనం మ࠾ࡍ ఈ ࠴తफం 0 అࣆࡱޘ ڕࠪ ߖ మ࠾ࡍ ఇకए డ n k
సంߖڴࡆऒ పల సమघࡱࢗ ڴరణం߄ࣃ  షڝࣆޓ ڕ ߤవ۪ऐ  మ࠴ ࠾ࡍతफం మࢁऱ అ࢑ ޻ధంڴ ఉంܿం޴ అం݄
ऒߕࣆ  అం݄ ߩ࢙ ޒۯ  ݟڕ ఇߩओ ऒߕࣆ ݡ  అޔ࢓ం޴ ۫డంݟ ࣋ए छ కएࡅ ࡛ ङݡࠪ  ల࣒ అం݄ ऴపږޒల z 
పదం ఇߕࣆ ޴ऒ  కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪనం అం݄ తపओ ऒߕࣆ ڴࡍసߖ  అ࠼ ఉం࡯ݞ అం݄ mod z z 
ऒߕࣆ  అۮ ߖపओ డంޜ సࠪనం ڒబܽद ڕࡏڝ ࠭࠲నऒ  ఫߖޑ࡯ऒ ऒߖంۧ࠭ అߧࡐߖ   వ ࡮࠮ల ߘంݟ n
రం ఉనऒ޷  సంړ ऱషद సంఖङ  ఒకܽ కం݄ తڕए వ ޳ࡶ సࠪన࠳న ߖࡌ޷ऒ  కڵ࡯ ఉం݄, సంړ ऱషद సంఖङ  
తపओ   ,࡯ݞఉం ࠼లం అ࠮ ڴࡍసߖ
మన߄ࣃ ڕరణ బࣗࠜ܊ ఇవछ బݟన మࡖక మంۨ ఫߖޑ࡯ऒ भ޳ۯ ࢓܌ࡏ  ం  అ޴ ఏ ࢣర लం అం݄ అ޴ p nough 

 వర࠳ ڕన࣒  వరڕ ఉంܿం޴, ఇ݋ߖ࠿ ޴ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంచబޔݡం޴ సڒ ,ࡔబܽद మనڕ p 1 pn 1 n 
ఇవछ ޜ܊రణ బࣗࠜ߄ࣃ బݟం޴, ఇ޴ ఈ ఇۨऐ న ఊహޜ 
एࡍస ݋ߖ࠿ ߯ ࡽ  ఉంచబޔݡం࠭࠲ ,޴ అߧ۫ ߖంచߕޔࠓऒ ం ߘంݟ  వరڕ d p naught p 1 p 

ఉనऒ ڕవర ݟంߘ  naught p 2 p naught p 2 p naught pn ݟంߘ ڕరం వర޷ ڕవర ݟంߘ రం޷ 
ړఆస ڕࠬ फ࣋ށڷ ࡏࠬ ߘల޳ప ڴ࢑ధం ఈ ,࡯ంۧށڷ ڕన࣒ 1 వర࠳ फకర࠳న ࡍڷ फంࡱ࢑ ߩవ వࣆफం޴ n n 
మ࠾ࡍ ఈ ࡍڷ फంߘߩ ఉపڵࡆంۨ మనం ߰ందߕޔࠓऒ ం ࠳న࣒ 1 ࡏڷफ వర޳ ߯ ߤ࣌ ڕछ  n pi by n n ࡌ

छ޳ చకए ߝఅ ࡌ ܽ ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంࡱ࢑ ߩవ2 ࠑ ߘ పవ࡛ ࠳న࣒ 1 ఇࣆफం޴ n sine 2 pi n n n n 
మ࠾ࡍ అ࢑޻ధంڴ మనڕ మࡖక ࡍڷ फంߩ ఉం޴ , ఇకए డ మనం ߘݞޙ ۫డవ۪ऐ .
 

కएࡅ ऒߖޑంށڷ ࣄࠐ  పओۮ ߖఅ ݟంచంڵ࠙ ޜ 2  ంݟ , ఇకए డ మనڕ వࡏస పࡱ޳ ఉߕऒ pi n ࠼ pi 2 pi 
ఇకए ߗڒ ,޴ఉంܿం ڕన࣒ 1 వర࠳ ڕబܽद మనڒ డ మనࡅ ڕకए n pi n pi n ޜ 2 ࡱ܉ށڷ ࣄࠐ 
ఉతओ ࢐ܽ ޙݟంచబڵ࠙ ړఆస ࡮ۧ ޴ߝన࣒ 1 అ࠳ పవ࡛ 2  ޴फంࣆఇ ߖ1 ڕफ మనޒ फకర࠳న ࡍڷ फంߩ, ఈ n 
ఫߖޑ࡯ऒ भ޳ۯ ࢓܌ࡏ  ం, మనڕ అం޴ంۨన సమసङ  ఏࠫ݇ ۫޳भ ం, 
మన߄ࣃ ڕరణ బࣗࠜ܊ ఉం޴, ఇ݋ߖ࠿ ޴ సࡍए  ޴ఇ ,޴ంޔݡఉంచబ ࡹ ࡽ

 p p.޴ఉంܿం ڴ࡮ ߤవ ࠾ࡍమ ݋ߕ
लࡌࢣ ఈ ࣆࡱޘ ڕన࣒ ఒకܽ మన࠳ లߘ ఐకङ త ࡅకए  వ ࠮లంڴ ఎం۪ڝవ۪ऐ pn n  ߘరణత߄ࣃ బܽदڒ ,

ओࡹڝ ఇవछ , ݞంڕ బݟన ߄ࣃరణ బࣗࠜ݋ߖ࠿ ܊ సࡍए ߯ ࡽ  ఉంచబݟందߖ మనం ࠙࢑ంచవ۪ऐ , n 
త޳छ लࡌࢣ ࡌ మన ఐకङ ࡱ త ࡅకए  వ ࠮లం తపओ  మ޶ڒ ࠬࡔ మ࠾ࡍ మనࡏࠬ  ࣆࡱޘ ڕ ఏకతछ ం ࡅకएn

వ ࠮లంࡹ ఒక బࣗࠜࡌࢣ ߖ܊ल ఇపओ ࠭࠲ బܽदڒ ܊రణ బࣗࠜ߄ࣃ ఒక ޴అ ,ࡏఉంۧ ڴࡱ గత n ښܽ
ఉపߕङ సంࡹ చࡍऐ ంۧ࠭, ఇߩओ फనऒࣆۯ ࢓܌ࡏ ࠭࠲ ݡ ࡍڷ దܽ࠴  फంߩ ఏࠫటం݄ 
ऒߖࡌ޷ ݟంߘ ࠾ࡍమ ߤవ ݟంߘ ࡏࠬ  పࡍగށంచంࡓ ݟంߘ ݡంݟ మ࠾ࡍ p naught p p naught p 
ఇతర ࡌࢣल ల ڝసం ߘం޷ ݟరం అంతܼ మనం పࡍగࣃށफ ࠭ మߖ޳ ࠾ࡍ ఉతओ ఉతओ ߖ޳ ߖफޒ  p ߖफޒ
 ,ంܼ࠭ڕࣆޓ
ङ܉ ړ ڴయంޓࠫ ऱషदంڴ కߧߖంۨనపओ ړసం , ڔܽ ऱషद సంఖङ ల పరంڴ ఒకࡍࣃ ऴ࢐࣋फ అ࡯ޙ ޴కࡍڷ ڴ फంచబޔݡం޴.
ओࡹڝ ߘరణత߄ࣃ   औ࡮ఈ ఆ , ړߖݞంచߧࡐߖ ݞంڕ  పవ࡛ వదभ ఉంచబݟంద࠭࠲ ߖ ఊࣕࣃफ ࠭ , pks k 
ఇ޴ అߘ 0 ޴ߝం࠳ ݟన࣒ 1 వరڕ ఉంܿం޴, ఇߘ 0 ޴ం࠳ ݟన࣒ 1 వరڕ ఉంܿం޴.k n n 
ڡన࣒  ऴ߱డ࠳ ߖ న࣒࠳ ం݄ పవ࡛ڕࣆۯफࡏڷ ߖంܾܽݥఈ ఐ ࡏࠬ   द ޜ ڴ పవ࡛ ࠳న࣒ z n 1 z 1 z n 1 z 
పవ࡛ ࠳న࣒ ݀ړ ߷ङ క द࡛ యవ۪ऐۯ  , త޳छ ङ߷ ڴ ߖ޴బࣗప ࡌ క द࡛ యవ۪ऐۯ  .n z 
औ࡮న࣒ ఆ࠳   పవ࡛ ఇకए డ ఆ࡮औ  అ޴ߝ ఐకङ త ࡅకए  వ ࠮లం తపओ  మڒ ޶ڒ ࠬࡔబܽद ࠭࠲ ఈ k k n
బࣗపښ ࡱ࡮࠮ ޴వలం ఆ࡮औ  పవ࡛ అߖ గమߖంۧ࠭, ఇకए డ ߘం࠳ ݟన࣒ 1 వరڕ ఉంܿం޴.k k 1 n 
ࡍڷ బܽद మనం ఈڒ  फంࡏڷ ߘߩफ۪ޘ ڕऐ ऒߕޔࠓڝ ࠭.

పవ࡛ ߘం࠳ ݟన࣒ 1 ప ऱ࣒ న࣒ ݀ పऱ࣒࠳ పవ࡛ ݟంߘ    ప ऱ࣒  వߤ ఇ޴ ఉతओ  z n z n z  ޴ంݟऴ࢐యబ ڴफޒ
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छ޳ ల࡮࠮ ߖ޳ , నݟయబۯ రకంڒ ࡌ ऱܿڴ మనం ۫ࣄన ࡱ࡮࠮ ߖ޳ ఇకए డ ఉߕऒ ओߩమనం ఇ ,࠼ pk ݡ
थ܉రణ సం߄ࣃ మన ޳ࡶ ࠪనం ఆ࡮औ  పవ࡛ అۮ ߖపओ వ۪ऐ  ఐݥంܾܽ అ޴ߝ అߖऒ झڡం߭ऱڒ   సంఖङ లڕ k 
z ݟంߘ 1 ߩ࢙ ޒۯ ݟڕ ࠾ࡍమ ࠼ఉంܼ ࡱ޳ప ڕమన ߩ࢙ ޒۯ ం݄, ఎడమڕఎం۪ ߖ న࠳సࠪన ړ 1 n n
వర࠳ ڕన࣒ 1 1 ࠳న࣒ ఆ࡮औ  పవ࡛ ࠭࠲ ړ దగ ठరڴ ఉనऒ కएࡅ   ఉతओ  k k.࠭ޑ޶ం߰ ߖफޒ
ړఆస ړߖݞంచߧࡐߖ ࠭࠲  फ ఉనऒ ࡍڷ  फంߘߩ ఇߩओ औ࡮న࣒ ఆ࠳ ణం ఏࠫܽ 1ࠪࡍఈ ప ࡔࠬ  ݟఅడగం ݡ  
పవ࡛ అ޴ߝ ఐకङ త ࡅకए k 1 n ޜణంڝ ޴సࠪనం, ఇ ړߖ޳ఒక ޴ߝఅ ࠾ࡍలం మ࠮ దܽ వ࠴ ࠪ  k 
छ޳ ݡంࡓ మనం ఇకए ࡌ డ ߰ం࠭ޑ޶ ఈ ڝణం ࡓంࠑ ݡ ఈ ఒకܽ మనం ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  వߤ pi n pi n p p
వߤ అߖ ऴߖߖ޳ ࠭࠲ ࠭ࣃ࢐ ఆ࡮औ  మࡓ ࠾ࡍంݡ అߖ ऴ࠭࠲ ࠭ࣃ࢐ ఇߩओ औ࡮ఆ ݡ  పవ࡛ ࡓంݡ అߖ p 
ऴߘߝ ࠭ࣃ࢐ సంߪరप ࡱ࢑వڕࣆޓ ߘం݄ అ޴ మధङ ఉనऒ ڕవర ݟంߘ 1  ऒߖࡌ޷   ఇࣆफం޴,p naught pk 
అ޴ ఆ࡮औ  పవ࡛ ڒబܽद మనం ۫ࣃफ ࡍڷ ఈ ࡏࠬ  ࠭ फంڝ ߩసం సంߪరप ࡱ࢑వڕࣆޓ ߘం݄, ࠭࠲ k 
నऒڕࡏڝ ࡍڷ  फంߘߩ ߰ం࠭ޑ޶, అ޴ ఈ ఉతओ కएࡅ फޒ  సంߪరप ࡱ࢑వ 1 ߘం࠳ ݟన࣒ 1 1 ࠳న࣒ ఆ࡮औk n 
పవ࡛ మߩ࢙ ݟڕ ࠾ࡍ ఒక ऴపږޒల సంఖङ ङݡࠪ వࡱ࢑ రपߪసం ߖڒ  ల࣒ ߘ ఇࣆफంࡱ࢑  ޴వ k z1 z2 
కएࡅ  అݡࠪ ޻ङ ల࣒ ߘ ఇࣆफం޴, అޜ ޴  ఉతओ న mod z2࠳సࠪన ړ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆఇ ߖफޒ mod z1 n
ङݡࠪ ల࣒ ߷ङ క द࡛ औ࡮న࣒ ఆ࠳ 1   పవ࡛ ࡅకए ఉనऒ ڕవర ݟంߘ 1  కएࡅ   ఉతओ  k n k ࠾ࡍసࠪనం మ ړफޒ
ఇ޴ నߘ ݋ం޷ ݟరం తపओ  మࡖకܽ ړ ޶ڒ ఇ޴ వߤ ऴ߰డڡ द, ߘంݟ p pk p naught p vp naught pn 
న࣒ 1 మధङ࠳ ࡍڷ దܽ࠴ ޴బܽद ఇڒ ޴फంࣆవ ڕమన ޜ݀ ڕరం వర޷  फం࢓܌ࡏ ߘߩ p naught p n 
ओߩఇ ,޴फంࣆۯ ࡍڷ ండవࡓ ࠭࠲ ݡ फంߧࡐߖ ߘߩంۧలڕߘంܿߕऒ ࠭, ఇ޳ ޴छ ఉతओ ࡌ  sine pi n ړफޒ
फߠ࣌  ఉంܿం޳  ޴छ ఉతओ ࠾ࡍమ ݡంࡓ ࡌ छ޳ వࡱ࢑ फޒ  n pi n n ߖߖ޵ , న࣒ ఒకܽ࠳ పవ࡛ ݡంࡓ ࡌ
औ࡮ఆ ݟంߘ మనం 1 ړߖݞంచߧࡐߖ  పవ࡛ వర޷ ڕరం ఎంత అړࡵ ߖए ంۧ࡯, ఇ޴ మన ࣌ߖ ߤబంధనలߘk 
ఖۨऐ తంڴ ߰ందޜࠓంߖ޵ ,޴ 
ऒߖࡌ޷ ݟంߘ  గ޳ށभ ం.
 ఒక ࠳న࣒ ఆ࡮औ  పవ࡛ అం݄ ఒక ࠳న࣒ ߖ޳ చޔరऴߖࣃऒ  ప޳࡯ࢣࡍभ ం ఇ޴ ఒక ࠳న࣒ ࠑ ݀ ࣒ڒ k k pi n 
ए࣋ ݭ࠵ ߖ޵ ࠑ 2 ߤ࣌ న࣒ ఐ࠳ छ ࡛ మనం ࠳ 1 ߖߖ޳న࣒ ࡓ ࣒ڒం޳ ݡछ  తफం k pi n k pi n࠴ ݡ࠮ ࡌ
࣋ए छ .࠭ޑ޶ం߰ ڴ ࡛
࡛ߦ ࡽయࡍ   द ࣋ए छ ࡛ ప ऱ࣒  ఇࠪ܊న࡛ߦ ࡎ द ࣋ए छ ࡛ ܿ ࣋ए छ ए࣋ ࠑ ࡛ छ ࡛ అߖ ఒక࢑ ࡍࣃసफࡍంపܑ࣋फ మన࣒ڒ ڕ n n 
࣋ए छ ࡛ అߝ పదం వࣆफం޴ మ࠾ࡍ మనߤ࣌ ڕ ࣋ए छ ࡛ ట࡛घ  ఉం޴, అ޴ ఒకܽ ఇࣆफం޴ మ࠾ࡍ మనڕ ఇకए డ 
మࡗ ట࡛घ  ఒకܽ ఉంڒ ޴బܽद కࣄ࡯ మన࠳ 2 ڕన࣒ 2 ࡏࣃऱ వࣆफం޳  ޴छ ओߩఇ ࡌ  n cos 2 k pi ࡏࠬ ݡ
మࡍంత ࠭ం࠳ 1 ڕ޶న࣒ ܼޓ 2 ࣒ڒ ఐݥంܾܽߖ ఉపڵࡆంచంߤ࣌ 2 ݟ ࣋ए छ ऴ࢐యవ۪ऐ ߖఅ ܼޓ ࡛  బܽदڒ 
ఇ޳ ޴छ ए࣋ ߤ࣌ 2 ࡌ छ ࡓ 2 ړ ࡛ ऱܿ వࣆफంڒ ޴బܽद ఇߩओ n k pi ڕన࣒ ఒకܽ వర࠳ ݟంߘ వ 1ࡱ࢑ ݡ kk n 
ఉం޾ గమߖంచంݟ.

औ࡮న࣒ ఆ࠳ ఒక ڕన࣒  వర࠳ ݟంߘ  న࣒࠳ ݟంߘ   పవ࡛ ࣋ए छ ࡓ ڷࡱߕ ߖ ࡛ ऱܿ   0 n 1 1 n 1 k sine k 
छ޳ ए࣋ ࡌ छ एړࡵ ޜ ࡛ ంۧࡏ.pi n 

మధङ ݟంߘ ޴బܽद ఇڒ   కएࡅ ߤ࣌ రం޷  ङݡࠪ  ల࣒ ࡅకए ࡓ ݡంࡓ  ऱܿ ఇవछ బݟందߖ p naught pk 
.޴फంࣆۨࣇ
 

ओߩబܽद ఇڒ ޴ఉంܿం ڕన࣒  వర࠳ ݟంߘ  ठङࡏఆ ࡏࠬ ݡ फࣃ۫ ߖ ݋ం࠱ ఇకए ࡏ డ k pi by n 1 n 1
ఆࡏठङ  pi k pi s pi n n pi n ࠑ న࣒ 1࠳ ݟంߘ వࡱ࢑ బܽदڒ ޴ంޔࡏࠪ ڕవర ݟంߘ వ 0ࡱ࢑ ݋ం࠱
కం݄ తڕए వڴ ఉంܿంړ  ޳ࡶ ޴ సࠪనం మ࠾ࡍ అ࢑ ޻ధంڴ ఇ޴ ఈ ఆࡏठङ एڕంద 0 కం݄ ఎړ ݋ం࠱ వ pi
ओߩవ ఎలऱࡱ࢑ తښసం ޴ఉంܿం ڴసࠪనం ޳ࡶ ࡓ ݡంࡓ బܽद మనంڒ ޶ఉండ ڴలంږޒऴప ݢ ऱܿ ࣌ߤsine 

छ޳ ߖ ఉనऒ ړ ݟంߘ ޴ఇ ,࠭ޑ޶ం߰ ࡌ రం తపओ޷   మࡖకܽ ޶ڒ.k pi n p pk
ࡍڷ నݟంచబߧࡐߖ పܽߘ࠭  फంߩ, ఇ޴ ఒకܽ, ఇࡓ ޴ంߦ ݡపం  ࠑ ऴ߰డڡ द ࡓ ޜంݡ p naught p e pi n 
ࡓ ݡంࡓ ࠾ࡍమ ࠑ ߯ ݀ ߤ࣌ ऱܿ ࣌࠳ ߤన࣒ 1 ߯ ࠑ ఉతओ ఉతओ ޜफޒ  n n n n ߯ ߤ࣌ బܽद మనం ఆڒ फޒ
ఉతओ फࣃ۫ ڕన࣒ 1 ߯ వర࠳ ߤ࣌ ݟంߘ ࠑ ߯ ݀ ߤ࣌ ߖफޒ ࠭.n n n 

छ޳ ࡍڷ న࠳అవసర ޴ఇ ,޴फంࣆన࣒ 1 వ࠳ పవ࡛ ڕమన ࡌ फంڒ ߩబܽद ࠮ ࠭࠲డవ ࡍڷ फంߘߩ  n n 2 n 
ऒߖ޳ండవࡓ ړߖݞంచߧࡐߖ फࣃఇ ߘచనࣇ ంۨనށగࡍప ߘߝ ,ంۧ࠭ߧࡐߖ  నऒڕࡏڝ బܽद మనంڒ ߘ  
ࡍڷ फంࡿࢗ ڵࡍޒ ڕߩभ ం  ࠭ߘపܽ ࡍڷ फంߩ కం݄ మనం ࣌޳ 2 ߖ߯ ߤछ  n ࡌ
ఇకए డڕ వ ऐۧ మߧࡐߖ ߖంచړߖݞ, ఈ ࡍߖ भషद పߖ޳ऒ  ߰ందࡓ ړߖݞం߄ࣃ ݡరణ బࣗࠜࡱ܉ ఈ n 
ࡍవ ߘߩफంࡍڷ फంపܑࣃफ య࠭࠲ ߖ పࡍగࣃށफ ࠭, అం݄ సంఖङ  ऱ n nࡏࣃݡంࡓ ߖఅ ࡔస ݡంࡓ ߘ
.ంܼ࠭ڕࣆޓ

ࡍڷ ంۨ , ఆ߯ ఈށగࡍప ࡵవ ܊రణ బࣗࠜ߄ࣃ ఒక ࡏࠬ फంߘߩ ఉపڵࡆంۧ࡯ మ࠾ࡍ కߗస   n 
ࡍڷ డవ࠮ ࠭࠲ ޜࡏࠪࡏޑ फంߧࡐߖ ߘߩంచగల࠭ ڒబܽद ޳ ߘ࢓܌ࡏ ߘߝట࢘ࣃफ  బܽद ఈڒ ߘ
ఉపߕङ సం࠭࠲ ࡹ ఐకङ త ࡅకए  వ ࠮లం మ࠭࠲ ࠾ࡍ పࡍషए ऒߖڜ ంۨనࡍ  సమసङ ల ఆ߄రంڴ అߝక n 
ऴపߦޒదనల࠭ࢡ۫ ߘ.

కएࡅ  వ ࠮లంࡹ ఉం޴  అ࠭࠲ ڼ࡮ మంۨ ऴڝޒణࠫࡍڷ ޒ फంߩల࠭࠲ ߖܽ࢒ ,࠭ࢡ۫ ߘ   u n nity 
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త޶పࡍ ఉపߕङ సంࡹ ఐకङ త ࡅకए  వ ߖ࡮࠮ऒ  ఉపڵࡆంۨ ߧࡐߖంచగల࠭, ߯ߖ޵ n 
మߖࡍऒ  సమసङ లߘ చࡍऐ फࣃ ࠭ ధనङ  ࡱ޳࢐
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