
 வணக்கம் மாணவரக்ள் கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ஼க்கலான எண்கள் பற்௣ய ௳ரி௵ைரக௬க்ஶ 
வரேவற்ழேறாம், நாங்கள் ஒற்௥ைமகளின் வௌ ௛லத்ைதப் பற்௣ ௳வாொத்ேதாம், அதன் n 
அூப்பைட௜ல் நாங்கள் பல அைடயாளங்கைள நி௡௔த்ௌள்ேளாம், இந்த ௳வாதத்ைதத் 
ெதாடரலாம், எனேவ ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ைத நிைன௵ப௄த்ௌழேறன், இௌ ஒ௠ n 
஼க்கலானௌ.
 எண் 1 க்ஶ சமமான சக்ொ க்ஶ சமன்பா௄ மற்௥ம் கடந்த வஶப்௖களில் நாம் காடூ்யௌ n z 

தனித்ௌவமான ஼க்கலான எண்கள் உள்ளன, இௌ என வழங்கப்ப௄ழறௌ, இௌ 2 n zk k pi 
இன் ஷட்டல் ைசன் 2 ௛லம் வழங்கப்ப௄ழறௌ.n i 

என்பௌ 0 1 ௚தல் ைமனஸ் 1 வைர உள்ளௌ, ேம௩ம் இந்த என்பௌ க்ஶ   k pi by nk n zk z 
சக்ொ 1 ஐத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல என்பைத நாங்கள் கவனிக்ழேறாம், எனேவ நீங்கள் k k
என்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் என்௥ நீங்கள் க௠ௌழ௤ரக்ள், அௌ இரண்௄ ஆல் ஷட்டல் z pi n i 
ைசன் ௅ ஆஶம்.

இப்ேபாௌ அதன் சக்ொ ஐ எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம், இௌ ஒற்௥ைமகளின் மற்ற  pi by n k n 
வௌ ௛லத்ைத உ௠வாக்ஶழறௌ, ேம௩ம் வசொக்காக நாம் ோட்டா ஶ௣௝டை்ட cis 
அ௣௚கப்ப௄த்ௌேவாம், இௌ ௔ளஸ் என வைரய௥க்கப்ப௄ழறௌ, cos theta i sin theta 
ேம௩ம் அதன் சக்ொ ஐ ூ ேமாரிஸ் சடட்த்ொன்பூ எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் நாம்  இௌ ஆக k c 
வ௠வைதக் காண்க ேக ோட்டா மற்௥ம் 
நாம் கவனிக்ஶம் ஼ல ஶ௣ப்௖கைளச ்ெசய்ேவாம், ஆல்ஃபாைவ ஆக ைவக்க௵ம் , அதாவௌ z 1 

ஆல் ஐ உயரத்்ொனால், cis 2 pi n n 
நமக்ஶ ழைடப்பௌ பவர ் ஆல்  ேமேல உள்ள ௳ொ௜ல், ஼ஸ் ௅ ைப என்பௌ cis 2 pi by n n 
காஸ் ௅ ைப ௔ளஸ் ஐ ஼ன் ௅ ைப என்பௌ ஒன்௥ மற்௥ம் ஆல்பா பவர ்ேகஎன் என்ற சக்ொைய 
உயரத்்ொனால்  , ௚௱ பவர ்ேகக்ஶம் ஆல்ஃபா பவர ் என எ௱தலாம் மற்௥ம் ேமேல n 
கவனிப்பதன் ௛லம் இைதப் பாரக்்கலாம்.

க்ஶ ௗஜ்௷யத்ைத ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா ௙ண்௄ம் ஒன்௥ உள்ளௌ, அேத  ks 
ேபால்,  
ஆல்பா பவர ்ேக மற்௥ம் பவர ் ஐக் க௠த்ொல் ெகாண்டால், ேக எொரம்ைற  மொப்ைபக் n 
கவனிக்கலாம்  இன் ஆல்பா பவர ்மடங்ஶகைள நாம் க௠த்ொல் ெகாண்டால், இௌ ௙ண்௄ம் n 
ஒன்றாஶம், எனேவ இௌ என்பௌ அைனத்ௌக்ஶம் ஒன்௥ என்பௌ ௚௱ எண்ேக்ஶரியௌ kn k 
மற்௥ம் இரண்டாவௌ ஶ௣ப்௖, ஆல்பா பவர ்என எ௱தக்ஷூய ஒற்௥ைமகளின் இந்த வௌ n 
௛லத்ைத எ௱ௌேவாம்.

உடன் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ க௯த்தல் ஒன்௥ வைர ஒற்௥ைம௜ன் நமௌ வௌ ேவரக்ள்  k n n 
அதாவௌ அௌ ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ எனேவ அௌ எந்த ஆல்பா சக்ொைய௞ம் 
ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ என்பௌ சக்ொக்ஶ சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, இௌ k n z 
ஆல்பா பவர ் என்பௌ பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ பவர ் க்ஶ ஒன் ைமனஸ் ேக என்ற k z n 
பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ௜ன் ேவர ்என்௥ ஷ௥வைதப் ேபான்றௌ.
 ௗஜ்௷யம் ஒன்௥ ௚தல் ைமனஸ் ஒன்௥ வைர நமக்ஶத் ெதரிந்தௌ, இந்த n 
பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவக்ஶ ஒன்௥ எப்ேபாௌம் ேவர ்ஆஶம்   1 ௔ளஸ் பவர ் ைமனஸ் 2.n z n 
 எனேவ எளிதாகக் கணக்ழ௄வதன் ௛லம் இடௌ பக்கம் பவர ் க௯த்தல் 1 என்பைத இந்த z n 
இரண்௄ காரணிகளின் ெப௠க்கத்ொன் அூப்பைட௜ல் எ௱ௌவைதப் ேபாலேவ சரிபாரத்்ௌக் 
ெகாள்ளலாம்.
 பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ நாம் ைமனஸ் 1 ூழரி பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவயான காலத்ைத௞ம் n 
௙த௚ள்ள காரணிகைள௞ம் நாங்கள் காரணியாகக் ெகாண்௄ள்ேளாம், இௌ 

இ௧௠ந்ௌ க௯த்தல் ஒன்௥ வைர௜லான ஆல்பா ஆனௌ இந்த பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ௜ன் k n k 
ேவராக இ௠க்ஶம் , மற்ற கவனிப்௔௧௠ந்ௌ ஆல்பா சக்ொ என்௥ நாம் ஷறலாம்.k 

ைமனஸ் 1 ௔ளஸ் ைமனஸ் 2 ௔ளஸ் ௔ளஸ் ஒன் க்ஶ ஒன்௥ இரண்௄ ௚தல்   zn zn z k n 
ைமனஸ் ஒன்௥ வைர, எனேவ நாம் பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ சக்ொைய க௯த்தல் 1 ஷட்டல் z n z 
சக்ொ க௯த்தல் 2 ஷட்டல் ஷட்டல் 1 ஐ எ௱தலாம் ைமனஸ் ஆல்பா ைமனஸ் ஆல்பா n z z z 
ஸ்ெகாயர ்மற்௥ம் ைமனஸ் ஆல்பா பவர ் ைமனஸ் ஒன் என நான் ஒ௠ ஼௣ய ஶ௣ப்௔ல் z n 
எ௱ொனால், நாம் பாரப்்பௌ என்னெவன்றால் , சக்ொ ைமனஸ் 1 ௔ளஸ் பவர ் ைமனஸ் 2 n z n 
இல் உள்ள காரணி அல்லௌ பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவகள் இந்த ௔ளஸ் வைர  ௔ளஸ் 1 இந்த z 
பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவயானௌ ஒற்௥ைம சக்ொ இன் வௌ ௛லத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ k n 
காரணியாக்கப்படலாம் 
மற்௥ம் சமத்ௌவம் எளிொல் வாொடப்ப௄ழறௌ, ஏெனனில் க௯த்தல் ஒ௠ ூழரி n 
பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ அொகபடச்ம் க௯த்தல் ஒ௠ ேவரக்ைளக் ெகாண்ூ௠க்கலாம் மற்௥ம் n 
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நாம் ஏற்கனேவ கவனித்தௌ ைமனஸ் 1 ேவரக்ள் ஆஶம் ஒற்௥ைம௜ன் தனித்ௌவமான வௌ n n 
ேவர ்இந்த பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவக௬க்கான ேவரக்ள் எனேவ இந்த பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ இந்த 
வூவத்ொல் காரணியாக்கப்படலாம், எனேவ ஒ௠ எளிய ஼க்க௩க்ஶச ்ெசல்ேவாம், 
வரிைசப்ப௄த்தப்பட்ட ேஜாூகளின் எண்ணிக்ைகைய கமா எனக் கண்ட௣யலாம், அங்ஶ b a 
மற்௥ம் ஆழயைவ உண்ைமயான எண்களாஶம்  இந்த சமன்பாடை்ட ஒ௠ ைமனஸ் க்ஶ b t ib 
சமமான ஒ௠ ௔ளஸ் சக்ொ 2016 ஐ ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌழறௌ, எனேவ இந்த சமன்பாடை்ட ௗரத்்ொ ib 
ெசய்௞ம் வைக௜ல் சாத்ொயமான காற்௖ள்ளி உண்ைமயான எண்கைளக் கண்ட௣௞மா௥ b 
ேகட௄்க் ெகாள்ளப்ப௄ழேறாம்.
  உண்ைமயான எண்களின் தயாரிப்௖, ஒ௠ கலப்௖ எண்ைண ஒ௠ ஷட்டல் ஐ தனித்ௌவமாக ib 
இைணக்கலாம், அதாவௌ, இந்த சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் வரிைசப்ப௄த்தப்பட்ட 
ேஜாூையக் கண்ட௣வௌ, இந்தச ்சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ௌம் கலப்௖ எண்ைணக் 
கண்ட௣வதற்ஶ சமமானதாஶம், 
எனேவ ஐ ஷட்டல் ஆகக் க௠ௌழேறாம்.z ib 
 
அைனத்ௌ கலப்௖ எண் க்ஶ அதன் சக்ொ 2016 நமக்ஶ படூ்ைய வழங்க ேவண்௄ம், எனேவ z z 
இந்த சமன்பாடை்ட சமமாக ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் அைனத்ௌ கலப்௖ எண்களின் ெதாஶப்௔ற்ஶம் 
இந்த சமன்பாடை்ட நாம் ோரத்்தால், இந்த சமன்பாட்ைட ௗரத்்ொ ெசய்௞ம் காற்௖ள்ளி உடன் b 
இைணக்கலாம், எனேவ இந்த சமன்பாட்ூ௧௠ந்ௌ இந்த சமன்பாடை்ட ோரக்்கலாம்.
 கவனிப்௖ என்பௌ 
மா௄லைஸப் பயன்ப௄த்ொனால், 2016 இன் மா௄லஸ் பட்ூ௜ன் மா௄லஸஓக்ஶ சமமாக z 
இ௠க்க ேவண்௄ம், இௌ ஐக் ஶ௣க்ஶம் ஐப் ேபான்றௌ.d mod z 

ஐ இடௌ பக்கம் ெகாண்௄ வா௠ங்கள், எனேவ 2016 ைமனஸ் இௌ 0 க்ஶ   hat mod z mod z 
சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ நாம் வாொ௄வௌ என்னெவன்றால் , ஒ௠ கலப்௖ எண் 
இ௠ந்தால் இந்த சமன்பாடை்ட ொ௠ப்ொப்ப௄த்ொனால், அௌ இந்த உறைவ ொ௠ப்ொப்ப௄த்த 
ேவண்௄ம் .

சக்ொ 2015 க௯த்தல் 1 இந்த உற௳ல் இ௠ந்ௌ 0 க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்,  mod z mod z 
ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் அல்லௌ சக்ொ இரண்டா௜ரத்ௌ பொைனந்ௌ ஒன்௥க்ஶ mod z 
சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம், எனேவ ௗஜ்௷ய க்ஶ சமமான உறைவப் mod z r mod z 
ெப௥ழேறாம்.
 சக்ொ இரண்டா௜ரத்ௌ பொைனந்ௌ ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்க ேவண்௄ம் என்றால் mod z 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமம் என்றால் ௗஜ்௷யம் என்௥ அரத்்தம் எனேவ என்பௌ ௗஜ்௷யமல்ல z z 
என்றால் ஒன்றாக இ௠க்க ேவண்௄ம் இொ௧௠ந்ௌ ஒன்௥க்ஶ சமமாக mod z power 2015 mod z 
இ௠க்க ேவண்௄ம் என்௥ ௚ூ௵ ெசய்ழேறாம் ஏன் என்றால் , 2015 ஆம் ஆண்௄ அொகாரத்ொல் 
உள்ள ேமாடஸ்் ஒன்௥ மற்௥ம் ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாக இ௠ந்தால், உடனூயாக ஒன்௥க்ஶ mod z 
ஶைறவாக அல்லௌ ஒன்௥க்ஶ ேமற்பட்டதாக இ௠ந்தால், சக்ொ இரண்டா௜ரத்ௌ mod z 
பொைனந்ௌ ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்க ௚ூயாௌ என்பைத நீங்கள் உடனூயாகக் காண்௕ரக்ள், 
எனேவ இந்த வாதத்ொன் ௛லம் நாம் சரி நான் என்௥ பாரக்்க ௚ூ௞ம்  உடனூயாக mod z 
ஒன்௥ இ௠க்க ேவண்௄ம் என்றால் அதன் சக்ொ ஒன்௥தான் எனேவ இந்த ௚ூ௳ல் இ௠ந்ௌ 

என்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமமானதாக இ௠ந்தால், சௌரம் ௙ண்௄ம் ஒன்றாக இ௠ந்தால், mod z mod z 
க்ஶ சமமாக இ௠க்ஶம் வழக்ைகக் கவனி௞ங்கள் , இௌ உடனூயாக ஐத் mod z z bar 

ெதரி௳க்ஶம்.
சௌரத்ைத ஆக படூ்யாகக் ெகா௄த்தால், அௌ படூ்௜ல் ஒன்௣ன் ௛லம்   mod z z z z z 

ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ, இப்ேபாௌ இந்த வழக்ழல் நாம் ௙ண்௄ம் சமன்பாட்ூற்ஶச ்ெசல்வைதக் 
காண்ழேறாம், எங்கள் கலப்௖ எண் இந்த படூ்ைய ொ௠ப்ொப்ப௄த்த ேவண்௄ம் z 

ஒன்௥க்ஶ சமமான பட்ூ ஒன்௥ம் ஒன்௥ம் இல்ைல, எனேவ இௌ சக்ொக்ஶ z z z z 
இரண்டா௜ரத்ௌ பொேன௱ ஒன்௥ என்பைத இௌ ஶ௣க்ழறௌ , ேம௩ம் இந்த சமன்பாட்ூற்கான 
சாத்ொயமான ோர௵் என்ன என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம், இௌ இ௠க்ஶம் ஒற்௥ைம௜ன் வௌ n n 
௛லத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல.
  2017.
 எனேவ சமன்பா௄ இரண்௄ சமன்பா௄ இரண்௄ என இரண்டா௜ரத்ௌ எ௱பௌ தனித்ௌவமான 
ௗஜ்௷யமற்ற ோர௵்கள் மற்௥ம் 
நீங்கள் ஐ ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமாகக் க௠ொனால் இந்த சமன்பாடை்ட நாங்கள் கவனித்ேதாம்.z 
  சமன்பா௄ 1 இன் தனித்ௌவமான ோர௵்கள் ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ொற்கான a  s 2018 n 
ஒ௠ நல்ல ெசாத்ைத பாரக்்கலாம், 
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இௌ என எ௱தப்பட்ட ஆல் ௛லம் எ௱தப்பட௄்ள்ளௌ, இங்ஶ என்பௌ zk cis two k pi n k 
ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் ஒன்௥ ஆஶம் n 
.
 
ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 வைர௜லான உச஼்மாநாட்ூன் வௌ ேவர ்௟னிடூ்௜ன் n m n 
மொப்ைப அல்லௌ 0 ஆகப் ெப௥ழேறாம் , சக்ொ இன் ெப௠க்கமாக இ௠ந்தால் ஐப் n m n n 
ெப௥ழேறாம், இௌ ஐப் வஶக்ஶம் என்௥ ெசால்வௌ ேபால் இ௠க்ஶம், n m 
இல்ைலெயனில் நாம் ஷட௄் மொப்ைபப் ெப௥ழேறாம்  0 இந்த ௚ன்ெமா௯௵ ஐ zk 
நி௡௔ப்ேபாம், நாம் ௚ன்௖ ஶ௣ப்௔ட்டௌ ேபால், ஆல்பா பவர ் என எ௱தலாம், அங்ஶ ஆல்பா k s 
2 ைப மற்௥ம் ஐ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ க௯த்தல் ஒன்௥ என்௥ இப்ேபாௌ 0 ௚தல் ைமனஸ்n k n n 

வைர௜லான ஷட௄்த்ெதாைகையக் க௠த்ொல் ெகாள்௬ங்கள்.1 z 
பவர ் க்ஶ ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ   kzk m 

க௯த்தல் ஒ௠ க்ஶ சமமான என்பௌ ஆல்பா பவர ் மற்௥ம் பவர ் ஆல் n zk k k m 
மாற்றப்ப௄ழறௌ, ேம௩ம் இௌ 0 ௚தல் ைமனஸ் 1 ஆல்பா பவர ் வைர௜லான n m 
ஷட௄்த்ெதாைக க்ஶ சமம் இப்ேபாௌ இௌ ஒ௠ நிைலயான எண் உயரத்்தப்பட்ட சக்ொ k k 
இப்ேபாௌ ஷட௄்த்ெதாைக நாம் வூ௳யல் ெதாைகையத் த௳ர ேவ௣ல்ைல  
ஷட௄்த்ெதாைக௜ன் மொப்ைப எப்பூ எளிதாகக் கண்௄௔ூப்பௌ என்பைதத் 
ெதரிந்ௌெகாள்வௌ எப்பூ என்பைத ஒ௠ ஶ௣ப்ைபப் ேபாலேவ நான் அந்த வூ௳யல் 
ஷட௄்த்ெதாைக க்ஶ சமமாகச ்ேசரப்்ேபன், எனேவ வூ௳யல் ெதாைகைய k 
நிைன௵ப௄த்ௌேவாம், க௯த்தல் 1 வைர ெசால்லலாம்.n 
  ஒ௠ சக்ொ ைமனஸ் ஒன்ைற ைமனஸ் ஒன்றால் வஶத்தால் என வழங்கப்ப௄ழறௌ, அங்ஶ n a a
என்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமமாக இ௠க்கக்ஷடாௌ சரி, எனேவ ஷட௄் மொப்௖ இ௠ந்தௌ என்பைத 
எளிதாகப் ெபறலாம், எனேவ இைத இங்ேக பயன்ப௄த்தலாம் , அதாவௌ ஷட௄் மொப்௖ இங்ேக a

இங்ேக ஆல்பா பவர ் என்ற நிைலயான மொப்௖, ஆல்ஃபா பவர ் ஆனௌ அதன் சக்ொைய is  m m 
ைமனஸ் 1 ஐ ஆல்ஃபா பவர ் ைமனஸ் ஒன் ஆல்  வஶத்ேதாம்.n m 

  பவர ்௙ அதன் மொப்ைப ஆல்பா பவர ்எம் பவர ்என் ைமனஸ் ஒன் ஆல்ஃபா பவர ்எம் ைமனஸ் 
ஒன் வஶக்ழனால் ஆல்பா பவர ்௙ ன் ஓேக ஆல் வஶப௄மானால் ஆல்பா பவர ்எம் ஒன்௥க்ஶ 
சமமாக இ௠க்ஶம் என்பைதக் கண்ட௣ந்ேதாம் எனேவ ஆல்பா பவர ்என்றால் இந்த ஃபார௚்லா 
ெசல்௩பூயாஶம்.

க்ஶ சமமாக இல்ைல மற்௥ம் சமத்ௌவம் எப்ேபாௌ நடக்ஶம் ஐ வஶக்க௳ல்ைல   m 1 nn m 
என்றால், என்பௌ இன் ெப௠க்கல் அல்ல என்௥ ெபா௠ள்ப௄ம் , அப்பூயானால், ஆல்பா m n 
பவர ் என்பௌ ஒன்௥க்ஶ சமம் அல்ல என்பைத நாம் அ௣ேவாம் , எனேவ என்பௌ m k 
ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான ெவளிப்பா௄ ௧௠ந்ௌ ஒ௠ சக்ொ பவர ்௙ என்ற ெசால் இங்ேக n z k  
ஆல்பா பவர ் பவர ்௙ ைமனஸ் ஒன்ைற ஆல்ஃபா பவர ்௙ ைமனஸ் ஒன் ஆல் வஶத்தால் ஒன்௥ n 
என்பைத நாம் காண்ழேறாம், ேம௩ம் ஆல்பா பவர ் மொப்௖ ஒன்௥ என்பதால் இௌ n 
ௗஜ்௷யமாக மா௥ம் மற்௥ம் இல்லாதேபாௌ இௌ ௗஜ்௷யமற்ற அள௵.n 

வஶத்தல் அதாவௌ வஶபட௳ல்ைல என்றால் ௗஜ்௷யத்ைதப் ெப௥ேவாம், ஐ  m n n m 
வஶக்ழறௌ என்௥ ைவத்ௌக்ெகாள்ேவாம், அதாவௌ ஆனௌ இன் ஼ல மடங்ஶகளால் m n 
வழங்கப்ப௄ழறௌ , அப்பூயானால் , 0 ௚தல் வைர௜லான ௧௠ந்ௌ 1 வைர௜லான n k z 
ஷட௄்த்ெதாைக க்ஶ நாம் சக்ொைய உயரத்்த ேவண்௄ம்  இௌ மற்௥ம் ஒற்௥ைம௜ன் k m qn n 
வௌ ேவர ்அதன் சக்ொ௜ன் மடங்ஶ எப்ேபாௌம் ஒன்றாக இ௠க்ஶம் என்பைத நாங்கள் n 
ஏற்கனேவ கவனித்ேதாம், எனேவ இைத ஆல்பா பவர ் என்௥ம் ௙ண்௄ம் எ௱தலாம், இங்ேக k 
அௌ என்௥ம் நீங்கள் இ௠ந்தால், இந்த ெசால் ஒன்௥ என்பைத நாங்கள் எளிதாகக் காணலாம்.kq 

சக்ொைய உயரத்்த௵ம்  kq 
, ௙ என்றால் ௙ என்றால் ஷட௄் மொப்௖ ஆஶம் இன் ெப௠க்கத்ைத n n 
நாங்கள் நி௡௔த்ௌள்ேளாம் , அதாவௌ ஒற்௥ைமகளின் வௌ ௛லத்ைத நீங்கள் க௠த்ொல் n 
ெகாண்டால், ஒற்௥ைமகளின் அைனத்ௌ வௌ ௛லத்ைத௞ம் ஷடூ்னால், நீங்கள் மொப்ைபப் n 
ெப௥௴ரக்ள் வழங்ழனால் என்பௌ இன் மடங்ஶகள் இல்ைலெயனில் நமக்ஶ 0 ழைடக்ஶம்n m n 
என்௥ பாரப்்ேபாம்.

மொப்௖டன் ஒ௠ ஶ௣ப்௔ட்ட சந்தரப்்பம், மொப்ைப ஒன்றாகக் க௠ௌங்கள், ஒன்௥க்ஶ  m m n 
அொகமாக இ௠ந்தால் அௌ மொப்ைபப் வஶக்காௌ, எனேவ இ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 m k n z power 

வைர௜லான ஷட௄் மொப்௖, இொல் ஆகக் க௠தப்ப௄ம்.k m 1 
 ஷட௄் மொப்௖ 0.

ஒன்ைற ௳ட அொகமாக உள்ளௌ, எனேவ இப்ேபாௌ இந்த என்றால் என்ன என்௥  n zkzk 
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எ௱ௌங்கள் மற்௥ம் இௌ 0 க்ஶ சமம் , இப்ேபாௌ cos two k pi by n i sine 2 k pi by n 
அந்த உண்ைமயான பஶொைய நாம் எளிதாகக் காணலாம்.
 இந்த கலப்௖ எண்ணின் 0 மற்௥ம் கற்பைனயான பஶொ கலப்௖ எண் ௗஜ்௷யத்ொன் 
உண்ைமயான பஶொ என்ன என்பைதக் கணக்ழ௄ங்கள், இௌ இந்த கலப்௖ எண்ணின் 
உண்ைமயான பஶொ என்ன என்பைதக் கணக்ழ௄ங்கள், இௌ இந்த கலப்௖ எண்ணின் 
உண்ைமயான பஶொயான ஆல் இரண்௄ இன் ௗஜ்௷யத்ொ௧௠ந்ௌ க்ஶ சமமான ஐத்n k pi n k 
த௳ர ேவ௣ல்ைல.
  ேம௩ம் இௌ ௗஜ்௷யம் மற்௥ம் கற்பைனயான பஶொ ஆஶம்  இௌ 0 என்௥ si ne 2 k pi by n 
நான் ெவளிப்பைடயாக எ௱ொனால், இௌ ௗஜ்௷ய காஸ் ௗஜ்௷யத்ொற்ஶ சமமான க்ஶ சமம், k 
அௌ ஒன்௥ மற்௥ம் ௙த௚ள்ள ெசாற்கள் இங்ேக நம்௘டம் இ௠ப்பௌ இரண்௄ மற்௥ம் pi by n 

மற்௥ம் வைர 2 ைமனஸ் 1 ஆல் மொப்௖ க௯த்தல் 1 மற்௥ம் cos four pi by n cos n pi n 
க்ஶ சமமான மொப்௖கைள மாற்௥வதன் ௛லம் மற்ெறா௠ ௚க்ேகாண௳யல் k k 

அைடயாளத்ைதப் ெப௥ழேறாம் , ௚தல் ெதாைக மொப்௖ 0 என்௥ பாரக்்ழேறாம் .
மற்௥ம் கைட஼ வாரத்்ைதயான ைசன் ௅ ைமனஸ் ஒன் ைப ஆல் மொப்௖ 0 ஆஶம்.  n n n 

 எனேவ 1 க்ஶ சமமான ஶ௣ப்௔ட்ட ௘ன்சக்ொ க்ஶ ஒ௠ நல்ல ௚க்ேகாண௳யல் அைடயாளம் m 
ழைடத்தௌ , இந்த ௚ன்ெமா௯௳ன் அூப்பைட௜ல் ஒ௠ எளிய ஼க்கைலச ்ெசய்ேவாம்.
 

ஆல் என்பௌ ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல மற்௥ம் ஒ௠ கலப்௖ எண் n n n z
௔ன்வ௠ம் நிபந்தைனைய ௗரத்்ொ ெசய்ழறௌ 
, அதாவௌ ஒற்௥ைம௜ன் ேவர ்௟னிடூ் ஆல்பா இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான ்ரத்ைத nth k z 
நீங்கள் அள௳௄ழ௤ரக்ள்.

இ௠ந்தால் இந்த நிபந்தைனைய ௗரத்்ொ ெசய்தால் ௗஜ்௷யமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்,  az z mus  
எனேவ நாம் காண்பைத படமாகப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம், உங்களிடம் உள்ள ௗஜ்௷யத்ொற்ஶச ்
சமம் என்றால் , ஒன்௥ ௚தல் வைர௜லான அொகபடச் ்ரம் ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாகேவா k z 
அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம், எனேவ இந்த ்ரம் என்ன என்பைத நாங்கள் அ௣ேவாம்.
 ஒ௠ ்ரம் இங்ேக௞ம் அௌ அலஶ ஒன்௥ இப்ேபாௌ என்பௌ ஼க்கலான எண் ஒன்௣௧௠ந்ௌ 1 z  
இன் ்ரத்ொற்ஶள் உள்ளௌ, அதாவௌ ஒன்௣௧௠ந்ௌ ஒன்௣ன் நீளம் என்ன என்பைத நீங்கள் 
கண்௄௔ூத்ௌ, இப்ேபாௌ என்ற வட்டத்ைதப் ெப௥ழேறாம், இப்ேபாௌ உள்ேள எங்ேகா z z 
உள்ளௌ.
 ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ொல் உள்ள ஆல்பாைவ இப்ேபாௌ நீங்கள் மற்ெறா௠ வட்டத்ைத n 
உ௠வாக்ஶழ௤ரக்ள், ஒன்௥ ௙ண்௄ம் வட்டத்ொன் உள்ேள உள்ளௌ, அேதேபால் z 
ஒற்௥ைம௜ன் ஒவ்ெவா௠ வௌ ேவரி௩ம் ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ொற்கான ்ரம் n n 
இ௠ப்பைத நீங்கள் காண்ழ௤ரக்ள்  எப்ெபா௱ௌம் ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாகேவா அல்லௌ 
சமமாகேவா அப்பூ ஒ௠ கலப்௖ எண் இ௠ந்தால் , அௌ ேதாற்றம் என்பைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல 
என்பைதக் காட்டப் ேபாழேறாம், நமக்ஶக் ெகா௄க்கப்படட் இந்த ௚ூைவ நி௡௔க்க 
௚யற்஼ப்ேபாம், அதாவௌ ைமனஸ் ஆல்பா பவர ் என்பௌ ஶைறவாகேவா அல்லௌ z k 
சமமாகேவா உள்ளௌ.
 அைனத்ௌ மொப்௖க௬க்ஶம் 1  ஒன்௣௧௠ந்ௌ ைமனஸ் ஒன்௥ வைர, இப்ேபாௌ நான் இன் k n k 
மொப்ைப நிரண்௜த்ேதன், அௌ ௗஜ்௷யத்ொல் இ௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 இல் உள்ளௌ, ௔ன்னர ்n mod z 
ைமனஸ் ஆல்பா பவர ் ஐக் காண்ேபாம், அதன் சௌரம் ஒவ்ெவா௠ காரணி௜ன் பலன் மற்௥ம் k 
இந்த ெசால் ஶைறவாக உள்ளௌ  ஒன்ைற ௳ட அல்லௌ சமமாக ௙ண்௄ம் இந்த ெசால் ஒன்௥க்ஶ 
ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா உள்ளௌ, எனேவ தயாரிப்௖ ஒன்௥க்ஶ ஶைறவாகேவா 
அல்லௌ சமமாகேவா உள்ளௌ, இப்ேபாௌ இந்த இடௌ ௖றத்ைத ௳ரிவாக்க ௚யற்஼க்க௵ம் இௌ z 
க௯த்தல் ஆல்பா க௯த்தல் ஆல்பா ேக படை்ட அவரக்ளின் தயாரிப்௖ ஶைறவாக உள்ளௌ  kz 
இடௌ பக்கத்ைத ௳ட அல்லௌ சமமாக இப்ேபாௌ ேம௩ம் ௳ரி௵ப௄த்த௵ம் இௌ சௌரம் mod z 
மற்௥ம் மற்ற ெசாற்கள் மற்௥ம் நீங்கள் ஆல்பா z alpha k bar minus z bar alpha power k 

சௌரத்ொன் மா௄லைஸப் ெப௥௴ரக்ள், இௌ ஒ௠ நிைன௶ட்ட௩க்ஶக் ஶைறவான அல்லௌ k 
சமமானதாஶம்.
 
௟னிட் வட்டத்ொல் இ௠க்ஶம் ஒற்௥ைம௜ன் ௡ட், அதாவௌ இந்த ஆல்பா பவர ்ேக மொப்௔ன் nth 
மா௄லஸ் என்பௌ ஒன்௥, இௌ சௌரத்ைத ௳ட ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா mod z 
இ௠க்ஶம் நான் மற்ற எல்லா ெசாற்கைள௞ம் வலௌ பக்கம் எ௄த்ௌக் ெகாண்டால் அௌ z alpha 

பார ்ஆஶம்.power k 
 ௔ளஸ் பார ்ஆல்பா பவர ் இொல் மொப்௖கள்  0 ௚தல் ைமனஸ் 1 வைர அேத z k, k n 
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சமத்ௌவ௘ன்ைம ொ௠ப்ொ அளிக்ழறௌ, எனேவ நீங்கள் ஐ 0 க்ஶ சமமாக k 
எ௄த்ௌக்ெகாள்ழ௤ரக்ள் என்பைதக் கவனி௞ங்கள் , அந்த ஶ௣ப்௔ட்ட கலப்௖ எண்ேக்கான 
ஒற்௥ைம௜ன் ௚தல் வௌ ௛லத்ைதப் ெப௥௴ரக்ள்  என்௥ ெசால்௩ங்கள், நீங்கள் ஆல்பா n k 
பார ்மற்௥ம் பட்ூைய ஆல்பாவாகப் ெப௥௴ரக்ள், எனேவ நாங்கள் ஏற்றத்தாழ்௵கைளப் z n 
ெப௥ழேறாம், இப்ேபாௌ நீங்கள் இந்த ஏற்றத்தாழ்௵கைளத் ெதாஶத்தால் இௌ ஶ௣க்ழறௌ.n 
 

இன் ஷட௄்த்ெதாைக 0 ௚தல் வைர 1 வைர ஆல்ஃபா பவர ்ேக படை்ட ெகாண்௄ k n z 
ெப௠க்கப்ப௄ம் ேம௩ம் இௌ ஒ௠ ெபாௌவான  ஷட௄்த்ெதாைகயாஶம்  ஒற்௥ைமகள் 
ௗஜ்௷யமாஶம், இௌ இங்ேக ா௠க்கமாக உள்ளௌ, இங்ேக நாம் ஐ ஒ௠ ெபாௌவான காரணியாகz 
ெவளிேயற்றலாம் , ௔ன்னர ்நீங்கள் வலௌ ௖றத்ொல் வரலாம் , இௌ மடங்ஶ ஷட௄்த்ெதாைக z k 
க்ஶ 0 ௚தல் க௯த்தல் வைர ஶைறவாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா உள்ளௌ என்௥ n 
எ௱ௌழேறன்.
  1 ஆல்பா ேக பட்ைட ௔ளஸ் பார ்ஷட௄்த்ெதாைக என்பௌ 0 ௚தல் ைமனஸ் 1 ஆல்பா z k n 
பவர ் க்ஶ சமம், இந்த ஷட௄்த்ெதாைக 0 என்௥ எங்க௬க்ஶத் ெதரி௞ம் , இங்ேக k 
ஷட௄்த்ெதாைகைய ெபாௌவாக ஷட௄்த்ெதாைகக்ஶ ெவளிேய எ௄க்கலாம், ேம௩ம் 
ஷட௄்த்ெதாைக ௙ண்௄ம் அேததான் ௗஜ்௷யமாஶம் , அதாவௌ சரியானௌ  ைகப்பக்கம் 
ௗஜ்௷யமாக மா௥ழறௌ என்பைத இப்ேபாௌ பாரக்்க௵ம், சௌரத்ொன் மா௄லஸ் என்பௌ z 
எொரம்ைற அல்லாத வாரத்்ைதயாஶம்.
  ஒன்௥க்ஶக் ஶைறவான அல்லௌ அதற்ஶ சமமான ெதாைல௳ல் உள்ள அைனத்ௌ வௌ n 
௛லத்ொ௧௠ந்ௌம் ெதாைல௳ல் உள்ள ஒ௠ கலப்௖ எண் இ௠ந்தால், அந்தக் கலப்௖ எண் 
ேதாற்றமாக இ௠க்க ேவண்௄ம்,  
நமக்ஶ வழக்கமான பலேகாணம் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ என்பைத மற்ெறா௠ நல்ல ௚ூைவ 
நி௡௔ப்ேபாம்.
  அௌ என்ன உச஼் என்றால் அௌ இல்ைல ௚தல் ைமனஸ் 1 வைர அலஶ வட்டத்ொல் pn p 1 pn 
ைவக்கப்பட்௄ள்ளௌ 
சரி, எனேவ வழக்கமான பலேகாணத்ௌடன் ெகா௄க்கப்பட௄்ள்ளௌ, இௌ ெகா௄க்கப்படட் n 
அ௑மானத்ௌடன் ஒ௠ அலஶ வட்டத்ொல் ைவக்கப்ப௄ழறௌ, நாங்கள் என்பைதக் காட்டப் d 
ேபாழேறாம் இ௧௠ந்ௌ வைர௜லான ்ரத்ைத இ௧௠ந்ௌ க்ஶ p naught p 1 p naught p 2 
உள்ள ்ரத்ௌடன் ெப௠க்ழ இ௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 வைர௜லான ்ரம் வைர p naught pn n 
ெசாற்கைள நீங்கள் ெப௠க்ழனால் மொப்௖ ழைடக்ஶம், அௌ ாவாரஸ்யமான n 
அைடயாளமாஶம் , ேம௩ம் இந்த அைடயாளத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ நாம் ெபறப் ேபாழேறாம்.
 நல்ல ௚க்ேகாண௳யல் அைடயாளம் , ைசன் ைப ைப ைசன் 2 ைப ைப வைர ைமனஸ் 1 n n n 
ைப ைப என்பௌ ஐ 2 பவர ் ைமனஸ் 1 ஐக் ெகா௄க்ழறௌ , அேத ேபால் நமக்ஶ ேம௩ம் ஒ௠ n n n 
அைடயாள ௳த்ொயாசம் உள்ளௌ என்பைத இங்ேக பாரக்்கலாம்.
 ைப௜ன் ஒற்ைறப் ெப௠க்கத்ைத 2 ஆல் வஶக்கச ்ெசால்௩ங்கள் , இங்ஶ என்ற n pi 2 pi 
ெதாடரச்஼்யான ெசாற்கள் உள்ளன, எனேவ ைமனஸ் 1 ஐ ஆல் வஶக்க ேவண்௄ம், n pi n 
ஆனால் இங்ேக ைப௜ன் ஒற்ைறப்பைட மடங்ஶகள் 2 ஆல் வஶக்கப்ப௄ழன்றன, அவற்௣ன் n 
தயாரிப்௖ 1 ஆல் த௠ழறௌ  2 பவர ் ைமனஸ் 1 என்பௌ ௘க௵ம் ாவாரஸ்யமான n 
அைடயாளமாஶம், இந்த ௚ூைவ நி௡௔ப்ேபாம் , நமக்ஶ ெகா௄க்கப்படட் ௔ரசச்ைன என்ன 
என்பைதப் பாரக்்க ௚யற்஼ப்ேபாம், 
எங்களிடம் வழக்கமான பலேகாணம் உள்ளௌ, இௌ ஒ௠ அலஶ வட்டத்ொல் ைவக்கப்பட௄்ள்ளௌ, 
அௌ நாட ்மற்௥ம் ௔ ஒன் மற்௥ம் பல.p 

ைமனஸ் ஒன்௣ல் நமக்ஶத் ெதரி௞ம்  இந்த  pn 
உச஼்ைய ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லமாகத் ேதரந்்ெத௄க்கலாம், எனேவ ெபாௌத்தன்ைமைய n 
இழக்காமல் , ெகா௄க்கப்படட் வழக்கமான பலேகாணம் அலஶ வட்டத்ொல் n 
ைவக்கப்பட்௄ள்ளௌ என்௥ நாம் க௠தலாம், இதனால் அந்த ௚ைனகள் நமௌ ஒற்௥ைம௜ன் n 
வௌ ௛லத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல.
 
ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ொல் ஒ௠ பலேகாணத்ைத ெசங்ஶத்ௌகளாக ைவக்ழ௤ரக்ள், அௌ ஒ௠n 
வழக்கமான பலேகாணம் எனேவ நாங்கள் ஏற்கனேவ கடந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ௳வாொத்ேதாம், 
இப்ேபாௌ நாங்கள் நி௡௔க்ஶம் ௚தல் அைடயாளம் என்னெவன்றால் , இ௧௠ந்ௌ p naught p 
ஒன் மற்௥ம் இ௧௠ந்ௌ ்ரத்ைத நீங்கள் க௠த்ொல் ெகாள்ழ௤ரக்ள் ௚தல் மற்ற p naught p 2 
ெசங்ஶத்ௌக௬க்ஶ ல் இ௠ந்ௌ ்ரம் வைர நாம் க௠ொ அதன் தயாரிப்௖கைள p 
எ௄த்ௌக்ெகாள்வௌ 
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, வூ௳யல் ரீொயாக ஼க்கலானதாகத் ேதான்௣னா௩ம் நாம் அைதக் காட்ட ேவண்௄ம், ஆனால் 
஼க்கலான எண்களின் அூப்பைட௜ல் எ௱ொனால், அௌ எளிதான அைடயாளம்.
  ெபாௌத்தன்ைமைய இழக்காமல் நி௡௔ப்பதற்காக , இந்த ஆனௌ ஆல்பா பவர ் இல் pks k 
ைவக்கப்பட்௄ள்ளௌ என்௥ க௠ௌழேறாம், அதாவௌ என்பௌ ஒற்௥ைம இன் வௌ ௡ட் 0 k k n 
௚தல் ைமனஸ் 1 வைர உள்ளௌ.n 
 
இப்ேபாௌ நாம் அைடயாளத்ைத நிைன௵ப௄த்ௌழேறாம்.
  இந்த அைடயாளத்ைத நீங்கள் நிைன௵ ஷரந்்தால்  
, இௌ எங்கள் பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ என்௥ ஏற்கனேவ ஶ௣ப்௔டப்பட௄்ள்ளௌ ைமனஸ் ஆல்பா 
பவர ்ேக, ஆல்பா ேக என்பௌ ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ைதத் த௳ர ேவ௥ ஒன்௥ம் இல்ைல, n 
எனேவ இந்த பல்௩௥ப்௖க்ேகாைவ ேவரக்ள் ஆல்பா பவர ்ேக மட௄்ேம என்பைத நாங்கள் 
கவனிக்ழேறாம், இொல் ௚தல் க௯த்தல் 1 வைர இ௠க்ஶம்.k 1 n 
 எனேவ இந்த அைடயாளத்ைத நாம் நிைன௵ப௄த்தப் ேபாழேறாம்.

பவர ் ைமனஸ் 1 ௔ளஸ் க்ஶ பவர ் ைமனஸ் ௅ ௔ளஸ் ௔ளஸ் ஒன் இௌ ப்ராடக்ட் என  z n z n z 
எ௱தப்பட௄்ள்ளௌ அதன் ேவரக்ளால் காரணியாக்கப்பட்டைத நாம் பாரத்்ேதாம் இதன் ேவரக்ள் 
இங்ேக உள்ளன நாம் அல்லௌ நமௌ வழக்கமான ஶ௣௝ட௄் ஆல்பா பவர ் என்௥ pk k 
ெசால்லலாம்.
  அைனத்ௌ கலப்௖ எண்க௬க்ஶம் அைடயாளம் உண்ைமயானௌ 
, 1 க்ஶ சமமான ஐத் ேதர௵்ெசய்தால், இடௌ ௖றம் ஐப் ெபற்றால் மற்௥ம் வலௌ ௖றம் z n n k 
இன் பலைன 1 ௚தல் ைமனஸ் 1 1 ைமனஸ் ஆல்பா பவர ் ஐப் ெப௥ழேறாம்.n k 
  நாங்கள் நி௡௔க்க ௳௠ம்௖ம் அைடயாளத்ைத இப்ேபாௌ ேக௬ங்கள்  நீங்கேள இந்த அள௵ 
என்ன 1 க௯த்தல் ஆல்பா சக்ொ என்பௌ ஒற்௥ைம௜ன் ௚தல் வௌ ௡ட் மற்௥ம் என்பௌ k 1 n k 
ஒன்௥க்ஶ சமம் ஆஶம், இௌ ௛லம் இரண்௄ ஆக இ௠க்ஶம் ேகாணத்ைதக் ெகாண்௄ n pi 
வ௠ேவாம்.
 இப்ேபாௌ ஆல்பா ஒன் ப ஒன் என்௥ எ௱ொ௞ள்ேளாம், அைத ஆல்பா மற்௥ம் ௔ ௅ என்௥ 
எ௱ொ௞ள்ேளாம், இப்ேபாௌ ஆல்பா பவர ்இரண்௄ என்௥ எ௱ொ௞ள்ேளாம் , நான் ௚௱ைமயான 
மொப்ைப எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், அௌ ௔ நாட் 1 ௚தல் ௔ேக வைர இ௠க்ஶம் ஆல்பா பவர ்ேக 
என்௥ பாரக்்ழேறாம்.
 இந்த அைடயாளத்ொற்கான ௚௱ைமயான மொப்ைப நீங்கள் எ௄த்ௌக் ெகாண்டால், நாம் 
௳௠ம்௔ய அைடயாளத்ைதப் ெப௥ேவாம், அதாவௌ 1 ௚தல் ைமனஸ் 1 வைர௜லான இந்த n 
தயாரிப்௔ன் ௚௱ைமயான மொப்௖ மற்௥ம் வலௌ ௖றம் எொரம்ைற எண் அல்லாத ௚௱ k 
மொப்௖ மா௄லைஸ வழங்ஶழறௌ  மொப்௖ இன் அேத மா௄லைஸ நமக்ஶ உடன் z1 z2 mod z2 

தயாரிப்ைபக் ெகா௄க்ஶம், எனேவ இௌ க்ஶ சமமான மா௄லஸ் காரணி 1 ைமனஸ் mod z1 n 
ஆல்பா பவர ் இன் 1 ௚தல் வைர௜லான இன் தயாரிப்௖க்ஶ சமம்.k n k 
 ேம௩ம் இௌ நாடூ்௧௠ந்ௌ ்ரத்ைதத் த௳ர ேவ௣ல்ைல  க்ஶ இௌ ஒன் p pk p naught p 
தயாரிப்௖ இரண்௄ ௚தல் ைமனஸ் 1 க்ஶ இைடேய உள்ள ்ரம் p naught p vp naught pn 
வைர ஐப் ெப௥ழேறாம், எனேவ இௌ ௚தல் அைடயாளத்ைத நி௡௔க்ழறௌ, இௌ இப்ேபாௌ n 

௛லம் தயாரிப்௖ ைச௑டன் இரண்டாவௌ அைடயாளத்ைத நி௡௔க்க sine pi n 
௳௠ம்௖ழேறாம்.
  இரண்௄ ஆல் மற்௥ம் பல தயாரிப்௖ மொப்௖ இரண்௄ பவர ் ைமனஸ் ஒன்௥ இைத pi n n n 
நி௡௔க்க 1 ௚தல் ஆல்பா பவர ் வைர உள்ள ்ரம் என்ன என்பைதக் கணக்ழட ேவண்௄ம், k 
இௌ நமௌ ைசன் ெசாற்கைளப் ெபறப் ேபாழறௌ, 
இொ௧௠ந்ௌ ்ரத்ைதக் கணக்ழ௄ேவாம்.
 ஒன் ைமனஸ் ஆல்பா பவர ்ேக, இௌ ஒ௠ ைமனஸ் அதன் சௌரத்ைத இந்த ஒ௠ ைமனஸ் காஸ் ௅ 
ேக ைப ஆல் ைமனஸ் ஐ ைசன் 2 ேக ைப ஆல் ைமனஸ் ஐ ைசன் 2 ேக ைப, அதன் ேமாட் n n n 
ஸ்ெகாயர ்1 ைமனஸ் காஸ் ௅ ேக ைப ௛லம் ௛ன்௥ ௚௱ சௌரம் என்௥ ெப௥ேவாம்  நிஜப் n 
பஶொ சௌரம் மற்௥ம் கற்பைனப் பஶொ சௌரம் இரண்௄ சௌரம், இைத k pi by n 
௳ரி௵ப௄த்ொய௵டன், சௌரம் ழைடக்ஶம், உள்ளௌ, அௌ ஒன்ைறக் cos sine square term 
ெகா௄க்ஶம், ேம௩ம் ஒ௠ ெசால் இங்ேக உள்ளௌ, எனேவ ஒன்றாக 2 ைமனஸ் 2 ௚ைற 
ழைடக்ஶம்.
  இன் ௛லம் இப்ேபாௌ ேம௩ம் நீங்கள் 1 ைமனஸ் காஸ் 2 ோட்டாைவ 2 ைசன் cos 2 k pi n 
ஸ்ெகாயர ்ோட்டா என்௥ எ௱தலாம், எனேவ 
இௌ 2 ைசன் ஸ்ெகாயர ் இன் 2 ெப௠க்கல் ஆல் ழைடக்ஶம்.k pi n 
 ஒ௠ ைமனஸ் ஆல்பா பவர ் சௌரம் நான்ஶ மடங்ஶ ைசன் என சௌரம் வரம்௔ல் 0 k k pi n k 
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௚தல் ைமனஸ் 1 1 ௚தல் ைமனஸ் 1 வைர கணக்ழடப்ப௄ழறௌ.n n 
 எனேவ இௌ க்ஶம் க்ஶம் இைடேய உள்ள ்ரம் ைசனின் மா௄ல௻ன் இரண்௄ p naught pk 
மடங்ஶகளால் ெகா௄க்கப்ப௄ழறௌ என்பைதக் ஶ௣க்ழறௌ.
 

வரம்௖கள் 1 ௚தல் க௯த்தல் 1 வைர உள்ளதால், இப்ேபாௌ நீங்கள் k pi by n , k n 
வாதத்ைதப் பாரக்்ழ௤ரக்ள் இங்ேக மொப்௖ 0 ௚தல் வைர மா௥ப௄ம் எனேவ மொப்௖ pi k pi s 

௧௠ந்ௌ ைமனஸ் 1 க்ஶ ஶைறவாக இ௠க்ஶம் அல்லௌ  க்ஶ சமம் மற்௥ம் pi n n pi by n pi 
இேதேபால் இௌ இந்த வாதத்ொன் வழ் 0 ஐ ௳ட அொகமாகேவா அல்லௌ சமமாகேவா இ௠க்ஶம் 
மொப்௖ எப்ேபாௌம் எொரம்ைறயாக இ௠க்காௌ, எனேவ ைசன் இரண்௄ மடங்ஶ ைசன் ேக 
ைபைய ஆல் ெப௥ழேறாம், இௌ நாட ்இ௧௠ந்ௌ க்ஶ உள்ள ்ரத்ைதத் த௳ர n p pk 
ேவ௣ல்ைல.
 
௚ந்ைதய நி௡௔க்கப்படட் அைடயாளம் ஒன்௥, இௌ இரண்௄ பாவம்  p nut p e pi by n 
தயாரிப்௖ இரண்௄ மற்௥ம் தயாரிப்௖ இரண்௄ மடங்ஶ sine two pi by n sine n minus 1 pi

தயாரிப்௖ எனேவ ைசன் இன் தயாரிப்௖ ைசன் இரண்௄ வைர by n n pi n pi by n sine n 
க௯த்தல் 1 வைர பாரக்்ழேறாம்.pi 

ஆல் நாம் ஆல் 2 பவர ் ைமனஸ் 1 ஐப் ெப௥ழேறாம், இௌ ேதைவயான  n n n 
அைடயாளமாஶம், எனேவ ௛ன்றாவௌ அைடயாளத்ைத நி௡௔ப்பதற்காக இரண்டாவதாக 
நி௡௔த்ௌள்ேளாம், நான் க௠த்ொல் ெகாண்ட ஶ௣ப்ைபத் த௠ழேறன், எனேவ நாம் ௳௠ம்௖ம் 
அைடயாளத்ொற்ஶத் ொ௠ம்௖ேவாம்  ௚ந்ைதய அைடயாளத்ைத ௳ட 

ஆல் வந்ௌள்ேளாம் என்பைத நி௡௔க்க, ஆல் உள்ளௌ, 2 n sine pi n sine pi 
எனேவ இந்த ஶ௣ப்௔ட்ட வாரத்்ைதையப் ெபற இரண்௄ வழக்கமான பலேகாணங்கள் இந்த n 
அைடயாளத்ைதப் பயன்ப௄த்ௌவதாகக் க௠ௌழேறாம், அதாவௌ இன் எண்ணிக்ைகைய n 
இரண்௄ சரி என்௥ எ௄த்ௌக்ெகாள்ழேறாம்.n 

வழக்கமான பலேகாணமாக இந்த அைடயாளத்ைதப் பயன்ப௄த்ொ , ஶைறந்தபடச்   n 
ைகயா௬த௩டன் ௛ன்றாவௌ அைடயாளத்ைத நி௡௔க்க ௚ூ௞ம் என்௥ நீங்கள் க௠ௌழ௤ரக்ள், 
எனேவ நான் ஆதாரத்ைதத் த௳ரக்்ழேறன், எனேவ இந்த ௳ரி௵ைர௜ல் ஒற்௥ைம௜ன் வௌ n 
௛லத்ொன் அூப்பைட௜லான பல ௚ன்ெமா௯௵கைள௞ம் நாங்கள் ோரக்்ஶம் ஼ல 
஼க்கல்கைள௞ம் பாரத்்ேதாம்.

இன் வௌ ௛லத்ொல் உள்ளௌ  அத்ௌடன் நாம் நல்ல ௚க்ேகாண௳யல்   u n nity 
அைடயாளங்கைளப் பாரத்்ேதாம், அ௄த்த ௳ரி௵ைர௜ல் ஒற்௥ைம௜ன் வௌ ௛லத்ைதப் n 
பயன்ப௄த்ொ நி௡௔க்க ௚ூ௞ம், இைதப் பற்௣ ேம௩ம் ஼க்கல்கைளப் பற்௣ ௳வாொப்ேபாம் 
நன்௣ 
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