
 नमˋार िवȨाȚाōनो, संिमŵ संƥांवरील ʩाƥानांमȯे आपले ˢागत आहे, मागील लेƁरमȯे आʉी एकतेǉा ʩा मूळवर चचाŊ केलीn
होती आिण ȑावर आधाįरत आʉी अनेक ओळख िसȠ केʞा आहेत, चला ही चचाŊ पुढे चालू ठेवूया
 ȑामुळे मला एकतेचे वे मूळ आठवते ते एक जिटल आहे.n

समीकरणाचे समाधान करणारी संƥा ची घात 1 ǉा बरोबरीची आहे आिण आʉी शेवटǉा वगाŊत जे दाखवले आहे ȑामȯे या  z n 
समीकरणाचे समाधान करणा̴ या िभɄ जिटल संƥा आहेत Ǜाचे नाव आहे जे Ȫारे अिधक  ǉा n zk 2 k pi n i sine 2

Ȫारे िदले जाते  Ȫारे पासून उणे 1 पयōत आहे आिण आमǉा लƗात आले की हे ते पॉवर 1 cos nk k pi 0 1 n zk z k 
िशवाय दुसरे काहीही नाही, ʉणून तुʉी ला एक समान मानता जो एक आहे जो दोन बाय अिधक साइन दोनचा आहे  k z pi n i 

ने आता ȑाची पॉवर ƽा जी युिनट्सचे इतर वे ŝट तयार करते आिण सोयीसाठी आʉी नोटेशन सादर pi n k n cis theta 
कŝ Ǜाची ʩाƥा अशी केली जाते आिण जर आपण ȑाची पॉवर घेतली तर फƅ cos theta plus i sin theta k d
मॉįरस कायȨानुसार आपण हे ʉणून येते हे पहा आहे आिण आपण काही िटपǹी कŝया की आपण जे िनरीƗण करतोc k theta 
ते ʉणजे पुट अʚाला ʉणजे असे मानले तर आपण अʚासाठी पॉवर वाढवली तर आपʞाला z 1 cis 2 pi by n n cis

बाय पॉवर Ȫारे िमळेल.2 pi n n 
  वरील िनयम आपण पाहतो की जे दुसरे काहीही नाही परंतु अिधक जे एक cis two pi cos two pi i sin two pi 
आहे आिण आपण पॉवर अʚा पॉवर वाढवʞास kn 
हे संपूणŊ पॉवर वर अʚा पॉवर असे िलिहले जाऊ शकते आिण वरील िनरीƗणानुसार हे  साठी पुɎा एक आहे शूɊ पेƗा k n ks 
जाˑ िकंवा समान आहे ȑाचŮमाणे नकाराȏक मूʞासाठी साठी शूɊापेƗा कमी ʉणू शकतो k k 
जर आपण अʚा पॉवर आिण पॉवर चा िवचार केला आिण कोणीही सȑािपत कŝ शकतो की हे पुɎा अʚा पॉवर पॉवर k n n k 
सारखेच आहे.
 पुɎा एक आहे ʉणून सारांश ʉणून िनयम ʉणजे जर आपण ǉा अʚा पॉवर गुणाकारांचा िवचार केला तर तो आहे हा सवŊ n kn k
पूणाōकाशी संबंिधत आहे आिण दुसरी िटɔणी आपण युिनट्सचे हे वे मूळ िलš या Ǜाला अʚा पॉवर ʉणून िलिहता येईल  सह n k k 
शूɊ ते वजा एक आमची एकतेची वी मुळे Ǜाचा अथŊ ती समाधानी आहे ʉणून ती कोणȑाही अʚा पॉवरचे समाधान करते n n k 
समीकरण ते पॉवर चे समाधान करते z n 
जे आपʞाला एक देईल जे अʚा पॉवर हे k 
बŠपदी पॉवरचे मूळ आहे z n 

साठी वजा एक शूɊ एक ते वजा एक पयōत आपʞाला जे मािहत आहे ते कोणȑाही िदलेʞा साठी आहे हे नेहमी या बŠपदीचे k n n 
मूळ असते जे सहज पािहले जाऊ शकते ते पॉवर वजा एक याला वजा 1 गुणाकाįरत केले जाऊ शकते आिण ते पॉवर z n z z n 
वजा  1 अिधक ते पॉवर वजा 2.z n 

 ȑामुळे सोɗा गणनेȪारे आपण तपासू शकतो की डाʩा बाजूची पॉवर वजा 1 ही या दोन घटकांǉा गुणाकारानुसार z n 
िलिहǻासारखीच आहे 
कारण आता समान एक हे मूळ आहे.z 
  बŠपदी आʉी संǒा आिण उवŊįरत घटक काढले आहेत जे उणे 1 अंश बŠपदी आहेत यासाठी अʚा ते ते एक ते वजा एकn k k n 
या बŠपदीचे मूळ असेल जे इतर िनरीƗणावŝन आपण ʉणू शकतो की अʚा पॉवर हे वजा 1 अिधक वजा 2 अिधक k zn zn z 
अिधक एक साठी एक दोन ते वजा एक असे मूळ आहे ʉणजे आपण बŠपदी पॉवर वजा 1 अिधक पॉवर वजा 2 k n z n z n 
अिधक अिधक 1 िलš शकतो.z 

उणे अʚा वजा अʚा ˍेअर आिण याŮमाणे उणे अʚा पॉवर वजा एक ʉणून जर मी एका छोǨा नोटेशनमȯे  z z z n 
िलिहले तर आपʞाला काय िदसते ते ʉणजे उणे 1 अिधक पॉवर वजा 2 या अिधक पयōत घटक िकंवा बŠपदी  अिधक 1 याn z n z 
बŠपदीला युिनटी पॉवर चे वे मूळ वापŝन फॅƃराइज केले जाऊ शकते k n
आिण समानतेचा सहज तकŊ  केला जाऊ शकतो कारण उणे एक अंश बŠपदीला जाˑीत जाˑ वजा एक मुळे असू शकतात आिण n n 
आʉी जे पािहले ते वजा 1 मुळे आहे हे आʉी आधीच पािहले आहे.n 
 या बŠपदीचें मूळ हे एकतेचे वेगळे वे मूळ आहे ʉणून या बŠपदीला या फॉमŊमȯे फॅƃराइज केले जाऊ शकते या टीकेसह आपण n
एका सोɗा सम˟ेकडे जाऊ या 
ŢमबȠ जोǰांची संƥा शोधू या ˢʙिवराम जेथे आिण या वाˑिवक संƥा आहेत जसे की हे समीकरण ɘस b a b i  t a 

पॉवर 2016 एक वजा ǉा बरोबरीचे आहे, ʉणून आʉाला शƐ ˢʙिवराम वाˑिवक संƥा शोधǻास सांिगतले जाते ib ib b 
जेणेकŜन हे समीकरण पूणŊ होईल जे आʉाला मािहत आहे ऑडŊर केलेʞा जोडीला ˢʙिवराम िदलेला आहे आिण दोन b r 
काटőिशयनमȯे ˢʙिवराम िदलेला आहे  वाˑिवक संƥांचे गुणाकार आपण जिटल संƥा ɘस ला अनɊपणे जोडू शकतो b a ib 
याचा अथŊ असा की या समीकरणाचे समाधान करणारी ŢमबȠ जोडी शोधणे जे या समीकरणाचे समाधान करणारी जिटल संƥा 
शोधǻासाठी समतुʞ आहे, 
ʉणून ला अिधक ʉणून िवचारात ƽा आिण आʉी शोधत आहोत सवŊ कॉ̱ɘेƛ नंबसŊसाठी Ǜाची शƅी 2016 ने आʉाला z ib z 

बार Ȩावा, जर आपण हे समीकरण समतुʞपणे समाधानी असलेʞा सवŊ कॉ̱ɘेƛ संƥांǉा संचासाठी हे समीकरण सोडवले तर z 
आपण 
या समीकरणाचे समाधान करणारा ˢʙिवराम या Ţमाने जोडू शकतो, तर आपण या समीकरणातून हे समीकरण सोडवू.b 
 िनरीƗण असे आहे की जर आपण मापांक लागू केले तर आपण पाहतो की 2016 चे मॉǰूलस बारǉा मॉǰूलसǉा बरोबरीचे असले z 
पािहजे जे सारखेच आहे Ǜाचा अथŊ आहे.mod z t 

Pru
tor
@
IIT
K



डाʩा बाजूला आणा ʉणजे आपʞाकडे 2016 वजा आहे हे 0 ǉा बरोबरीचे असले पािहजे, ʉणून आपण  hat mod z mod z 
काय वाद घालत आहोत जर एक जिटल संƥा हे समीकरण पूणŊ करत असेल तर ȑाने या संबंधाचे समाधान केले पािहजे याचा अथŊ असा 
होतो की उȋादनासह पॉवर 2015 वजा 1 हे 0 ǉा बरोबरीचे असले पािहजे या संबंधावŝन आपण पाहतो की एकतरmod z mod z 

शूɊ असणे आवʴक आहे िकंवा पॉवर दोन हजार पंधरा एक समान असणे आवʴक आहे ʉणून आपʞाला mod z mod z 
एकतर समान शूɊ ǉा बरोबरीचे नाते िमळेल.mod z r mod z 
 पॉवर दोन हजार पंधरा एक असणे आवʴक आहे जर बरोबर शूɊ असेल तर याचा अथŊ शूɊ आहे ʉणून आपण िवचार mod z z 
कŝया जर शूɊ असेल तर पॉवर 2015 एक असणे आवʴक आहे यावŝन आपण असा िनʺषŊ काढतो की z mod z mod z 
एक असणे आवʴक आहे का कारण जर एक असेल आिण समजा एकापेƗा कमी असेल तर mods at power 2015 mod z 
लगेच तुʉाला सांगेल की एकापेƗा कमी िकंवा एकापेƗा जाˑ तुʉाला लगेच िदसेल की पॉवर दोन हजार पंधरा एक बरोबर mod z 
असू शकत नाही ʉणून या युİƅवादाȪारे आʉी पाš शकतो की मी  एक असणे आवʴक आहे जर ȑाची mmedialy mod z 
शƅी एक असेल तर या िनʺषाŊवŝन आता साठी केस समान टू एक िवचारात ƽा जर समान असेल तर mods mod z mod z 
ˍेअर पुɎा एक असेल आिण हे आʉाला लगेच सांगेल की आʉी बार िलš शकतो.z 

चौरस मȯे बारमȯे बार Ůमाणेच बार Ůमाणेच एक Ȫारे िदले जाते आता या Ůकरणात आपण पाहतो की   mod z z z z z z 
आपण एका वŝन समीकरणाकडे परत जातो आपʞा जिटल संƥेने या बारचे समाधान केले पािहजे आता आपण अशा पįरİ̾थतीत z 
आहोत जर बरोबर एक तर बार हे ǉा बरोबरीने दुसरे काहीही नाहीmod  z z z 
 ȑामुळे याचा अथŊ असा होतो की ते घात दोन हजार सतरा एक आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की या समीकरणासाठी सवŊ z 
संभाʩ उपाय काय आहेत हे एकतेचे वे मूळ आहे जेथे आहे.n n 
  2017.
 तर याचा अथŊ असा की समीकरण दोन समीकरण दोन हे दोन हजार सȅर वेगळे नॉन-िझरो सोʞूशɌ आहेत आिण आʉी लƗात घेतले 
आहे की जर तुʉी ला शूɊ बरोबर मानले तर हे समीकरण देखील समाधानी आहे ʉणजे बरोबर शूɊ हे देखील िनʺषŊ ʉणून z z 
समाधान 1 आहे.
 समीकरण 1 वेगळे उपाय आपण एकतेǉा ʩा मूळसाठी एक छान गुणधमŊ पाš या एकतेǉा ʩा मूळचा िवचार a  s 2018 n n
कŝया जो ʉणून Ȫारे िलिहला गेला आहे जेथे शूɊ ते वजा एक आहे आता शƅी वाढवǻासह zk cis two k pi n k n 
बेरीज िवचारात ƽा  शूɊ ते उणे 1 पयōत िशखराȪारे एकतेचे वे मूळ मग आपʞाला िकंवा 0 असे मूʞ िमळते जर ची घातn m n n n 

ची गुणाकार असेल तर ची भागली असे ʉणǻासारखे आहे अɊथा आपʞाला बेरीज मूʞ असे िमळते  0 आपण आधी m n m 
सांिगतʞाŮमाणे हे Ůˑाव िसȠ कŝ या zk 
आपण ते फƅ अʚा पॉवर ʉणून िलš शकतो िजथे अʚा ʉणतो 2 बाय आिण हा शूɊ ते वजा एक आहे आता k s pi n k n 
0 ते वजा 1 पयōत बेरीज िवचारात ƽा  पॉवर पॉवर जे समान आहे ते शूɊ ते वजा एक ची जागा अʚा n z k kzk m k n zk 
पॉवर आिण पॉवर ने घेतली आहे k m 
आिण हे 
0 ते वजा 1 अʚा पॉवर मधील बेरीज सारखे आहे आता ही एक िनिʮत संƥा आहे वाढलेली पॉवर सह आता बेरीज काही n m k k 
नसून आʉी भौिमितक बेरीज आहे  बेरीजचे मूʞ कसे सहज शोधायचे ते जाणून ƽा 
कदािचत फƅ एक िटɔणी ʉणून मी फƅ ती भौिमितक बेरीज बरोबर जोडेन ʉणून आपण फƅ भौिमितक बेरीज आठवू या k n 
वजा 1 पयōत आपण ʉणू या की आपʞाकडे ते घात ची बेरीज आहे एक घात वजा एक भािगले एक वजा एक ʉणून िदले जाते a k n 
जेथे एक समान असणे आवʴक नाही एक ओके
 ȑामुळे बेरीज मूʞ होते हे आपण सहज काढू शकतो ʉणून आपण हे येथे लागू कŝ शकतो ʉणजे बेरीज मूʞ येथे आहे आहे  येथे a 
िनिʮत मूʞ अʚा पॉवर आहेm 
 ȑामुळे आपʞाला अʚा पॉवर िमळेल ȑाची पॉवर वजा 1 ने भािगले अʚा पॉवर वजा एक आता मला पुढील पृʿावर समान m n m 
बेरीज मूʞ समान शूɊ ते वजा एक पॉवर असे िलš Ȩा  पॉवर ȑाचे मूʞ आʉाला अʚा पॉवर पॉवर वजा एक k n z k m m n 
भागाकार अʚा पॉवर वजा एक असे आढळले आहे लƗात ƽा की अʚा पॉवर एक असेल तर ला ओके ने भाग जात m m m n 
असेल तर याचा अथŊ अʚा पॉवर असʞास हे सूũ वैध आहे समान नाही 1 आिण समानता तेʬा होते ला िवभािजत करते m nn m 
ʉणून जर n 

ला भाग करत नाही ʉणजे हा चा गुणक नाही अशा बाबतीत आपʞाला मािहत आहे की अʚा पॉवर एक आिण वरील m m n m 
समान नाही 
ʉणून अिभʩƅी समान शूɊ ते वजा एक पॉवर पॉवर आपण पाहतो की येथे हा शɨ अʚा पॉवर पॉवर वजा k n z k  m n m 
एक भागाकार अʚा पॉवर वजा एक सारखा आहे आिण लƗात ƽा की अʚा पॉवर चे मूʞ एक आहे ʉणून हे शूɊ होते आिण m n 
जेʬा होत नाही तेʬा हे शूɊ नसलेले Ůमाण आहे भागाकार करा ʉणजे ने भाग न केʞास शूɊ िमळेल समजा ने n m n m n m 
भागाकार केला ʉणजे हा ǉा काही गुणाकाराने िदलेला आहे अशावेळी ची बेरीज ते वजा 1 ची पॉवर पयōत m n k k 0 n z k 
आपʞाला पॉवर वाढवायची आहे  जे आहे आिण आ̱ हाला आधीच लƗात आले आहे की ऐ̋ याचे वे मूळ ̝ या̓ या पॉवरचा m qn n n 
गुणाकार नेहमी एक असेल,
 ȑामुळे याला अʚा पॉवर ̱ हणूनही पुɎा िलहीता येईल k 
आिण येथे ते आहे आिण आपण सहजपणे पाहतो की ही संǒा एक आहे आिण जर आपण  ते पुɎा एक kq raise power kq 
आहे बेरीज मूʞ आहे जर असेल  चा परम ʉणून आʉी आमचा Ůˑाव िसȠ केला आहे की जर तुʉी एककांǉा ʩा n m m n n
मूळचा िवचार केला तर ची बेरीज केली तर तुʉाला मूʞ िमळेल बशतő चा गुणाकार असेल अɊथा आʉाला 0 िमळेल.m n m n 
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मूʞासह अȑंत िविशʼ केस िवशेषत: मूʞ एक ʉणून िवचारात ƽा िनिʮतपणे जर एकापेƗा मोठे असेल तर ते भागणार  m m n m 
नाही ʉणून ते शूɊ ते वजा 1 पॉवर जेथे मानला जातो तेथे आपʞाला िमळते  बेरीजचे मूʞ 0.k n z k m 1 

हे एका पेƗा मोठे आहे ʉणून आता हे काय आहे ते िलहा, कारण दोन अिधक  n zkzk k pi by n i sine 2 k pi by
हे 0 आहे आिण आता आपण तो खरा भाग सहज पाš शकतो.n 

 या कॉ̱ɘेƛ नंबरचा 0 आहे आिण कॉ̱ɘेƛ नंबरचा काʙिनक भाग शूɊ आहे आिण या कॉ̱ɘेƛ नंबरचा खरा भाग कोणता आहे 
याची गणना करा जी शूɊ ते वजा एक कॉस दोन बाय या कॉ̱ɘेƛ नंबरचा वाˑिवक भाग आहे.n k pi n 
 आिण हा शूɊ आहे आिण काʙिनक भाग जो आहे  हे 0 आहे जर मी ˙ʼपणे िलिहलं तर हे साठी si ne 2 k pi by n k 
आहे शूɊ शूɊ ʉणजे एक आिण नंतर बाकीǉा अटी आपʞा इथे आहेत ते दोन बाय अिधक चार बाय cos pi n cos pi n 
आिण पयōत 2 उणे 1 बाय हे मूʞ उणे 1 आहे आिण cos n pi n 

ची 0 बरोबरीची मूʞे बदलून आपʞाला दुसरी िũकोणिमतीय ओळख िमळते आपण पाहतो की पिहली बेरीज मूʞ 0 आहे उवŊįरतk k 
घटक आपʞाला चार िमळतात  आिण शेवटची टमŊ साइन दोन वजा एक बायsine two pi by n sine pi by n n pi 

चे मूʞ 0 आहे.n 
 ʉणून िविशʼ केस पॉवर बरोबर 1 साठी आपʞाला एक छान िũकोणिमतीय ओळख िमळाली आहे या Ůˑावावर आधाįरत आपण m 
एक साधी सम˟ा कŝया आपण अʚाला असे दशŊवू.cis 2 

हे दुसरे काहीही नसून एकतेचे वे मूळ आहे आिण एक जिटल संƥा खालील अट पूणŊ करते ती ʉणजे तुʉी युिनटी   pi by n n z 
अʚा ते ǉा ʩा मुळापासून अंतर मोजता जे सवŊ ʩा मुळापासून k z n n
एकापेƗा कमी िकंवा समान आहे 
जर ही İ̾थती पूणŊ करत असेल तर शूɊ असेल तर आपण िचũात पाहǻाचा Ůयȉ कŝया az z mus  
की आपण जे पाहतो ते ʉणजे जर शूɊा बरोबर तुमǉाकडे जे आहे ते एक ते चे जाˑीत जाˑ अंतर एकापेƗा कमी िकंवा समान k z 
आहे असे ʉणूया
 ȑामुळे हे अंतर काय आहे हे एकक आहे.
  एक अंतर येथे देखील ते एकक आहे आता कॉ̱ɘेƛ Ţमांक एक पासून 1 ǉा अंतराǉा आत आहे ठीक आहे ʉणजे तुʉी एक z  
पासून एक लांबी िकती आहे ते टŌ ेस करा मग आʉाला वतुŊळ िमळेल आता आत कुठेतरी आहे आिण आता ƽा  आणखी एक सांगा z 
अʚा जो एकतेǉा नवʩा मुळामȯे आहे आता तुʉी अंतर ठेवून दुसरे वतुŊळ बनवा पुɎा एक वतुŊळाǉा आत आहे, ȑाचŮमाणे z 
तुʉाला िदसेल की 
एकतेǉा Ůȑेक नवʩा मुळाशी एकतेǉा ȑा ̢ʩा मुळापयōतचे अंतर आहे.
  नेहमी एकापेƗा कमी िकंवा समान असते जर अशी जिटल संƥा असेल तर आपण हे दाखवणार आहोत की ती मूळ नसून दुसरे काहीही
नाही हे िसȠ करǻाचा Ůयȉ कŝया हा िनकाल आʉाला िदलेला आहे की वजा अʚा पॉवर पेƗा कमी िकंवा समान आहे.z k 
  ǉा सवŊ मूʞांसाठी 1 ते एक ते उणे एक ʉणून आता मी चे मूʞ िनिʮत करतो जे शूɊ ते उणे 1 मȯे आहे मग k n k n 
आपʞाला ते वजा अʚा पॉवर िदसेल Ǜाचा वगŊ जो Ůȑेक घटकाचा फƅ पुɎा गुणाकार आहे आिण ही संǒा कमी आहे  mod z k 
एकापेƗा िकंवा समान पुɎा हे पद पुɎा एकापेƗा कमी िकंवा समान आहे ʉणून उȋादन एकापेƗा कमी िकंवा समान आहे याचा अथŊ 
आता ही डाʩा बाजूचा िवˑार करǻाचा Ůयȉ करा ही वजा अʚा वजा अʚा बार आहे ȑांचे उȋादन कमी आहे  पेƗा z kz k 
िकंवा ȑाǉा बरोबरीने आता डाʩा हाताची बाजू आणखी िवˑृत करा हा मॉड ˍेअर आहे आिण इतर संǒा अʚा बार वजा z z k 

बार अʚा पॉवर अिधक तुʉाला अʚा के ˍेअरचे मॉǰूलस िमळेल जे एकापेƗा कमी िकंवा समान आहे हे आठवते.z k 
  युिनटीǉा वतुŊळावर İ̾थत एकतेचे वे मूळ ʉणजे या अʚा पॉवर ʬॅʞूचे मापांक एक आहे याचा अथŊ असा होतो की n k mod z 
चौरस पेƗा कमी िकंवा समान आहे, इतर सवŊ संǒा उजʩा बाजूला ƽा, तुʉाला ते अʚा पॉवर बार आहे.z k 
 अिधक बार अʚा पॉवर जेथे मूʞे  0 ते वजा 1 पयōत समान असमानता पूणŊ होते ʉणून फƅ पहा ʉणजे तुʉी बरोबरz k k n k 
0 ƽा ʉणजे तुʉाला ȑा िविशʼ संिमŵ संƥेसाठी एकतेचे पिहले वे मूळ िमळेल ही असमानता समाधानी आहे पुɎा एकाǉा n k 
बरोबरीने असमानता समाधानी आहे समान ʉणा तुʉाला अʚा बार अिधक बार अʚामȯे िमळेलk z 
 ȑामुळे आʉाला असमानता िमळेल आता तुʉी या असमानतेची बेरीज करा याचा अथŊ असा होतो की जर मी या असमानतेची n n n 
बेरीज केली तर डावीकडे मला मोड वगाŊǉा अटी िमळतील हे पेƗा कमी िकंवा समान आहे ची बेरीज 0 ते वजा 1 अʚा z n k n z 
पॉवर बारसह गुणाकार केली अिधक ही एक सामाɊ बेरीज आहे जी आता आमǉाकडे असू शकते आिण तुʉाला Ůˑाव लागू करणे k 
आवʴक आहे जे आʉी आȅाच िसȠ केले आहे की 

ʩा मूळची बेरीज  आता एकता शूɊ आहे जी येथे अचूक बेरीज आहे येथे आपण सामाɊ घटक ʉणून बाहेर टाकू शकतो आिण n z 
नंतर आपण उजʩा बाजूला येतो मी हे िलšन देतो की हे 0 ते वजा पयōत गुिणले समीकरण पेƗा कमी िकंवा समान आहे  1 n z k 
अʚा के बार अिधक बार बेरीज समान 0 ते वजा 1 अʚा पॉवर आहे आिण आपʞाला मािहत आहे की ही बेरीज 0 आहे z k n k 
आिण येथे संयुƵन सामाɊतः  बेरीजǉा बाहेर घेतले जाऊ शकते आिण बेरीज पुɎा समान आहे अशा Ůकारे शूɊ ʉणजे उजवीकडे  
हाताची बाजू शूɊ झाली आता पहा की ˍेअरचे मॉǰुलस जे शूɊापेƗा कमी िकंवा बरोबरीचे नॉन-ऋणाȏक संǒा आहे याचा अथŊ z 
असा की शूɊ असणे आवʴक आहे जे शूɊ आहे असे ʉणǻासारखे आहे ʉणून आʉी आमचा इİǅत िनकाल िसȠ mod z z 
केला.
 की जर सवŊ ʩा मुळापासून अंतर असलेली एक जिटल संƥा असेल जी एकापेƗा कमी िकंवा समान असेल तर जिटल संƥा मूळ n 
असणे आवʴक आहे, चला आपण आणखी एक छान पįरणाम िसȠ कŝया की आपʞाला िनयिमत बŠभुज िदलेला आहे आपण कॉल 
कŝया  हे कोणते िशरोिबंदू आहे ते नॉट पयōत वजा 1 पयōत आहे जे एकक वतुŊळावर ठेवलेले आहे ठीक आहे ʉणून pn p 1 pn 
आपʞाला िनयिमत बŠभुज िदलेला आहे जो एकक वतुŊळावर ठेवला आहे या गृहीतकासह आपण दाखवणार आहोत की n d p 
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पासून पयōतचा पासून पयōतǉा अंतरासह गुणाकार करा naught p 1 istance p naught p 2 
पासून पयōतचे अंतर वजा 1 अशा Ůकारे तुʉी गुणाकार केʞास तुʉाला मूʞ िमळेल ही मनोरंजक ओळख p naught pn n n 

आहे आिण िशवाय ही ओळख वापŝन आʉी िमळवणार आहोत छान िũकोणिमतीय ओळख जी सांगते की sine pi by n sine
पयōत िचɎ उणे 1 बाय हे मूʞ बाय 2 पॉवर उणे 1 देते आिण ȑाचŮमाणे आपली आणखी एक 2 pi by n n pi n n n 

ओळख आहे तो फरक येथे आपण पाš शकतो 
चा िवषम गुणाकार 2 ने भािगले आहे असे ʉणायचे आहे ऐवजी येथे आपʞाकडे सलग संǒा आहेतpi n pi 2 pi 

 ȑामुळे आपʞाकडे उणे 1 ने पयōत आहे परंतु येथे आपʞाकडे चे िवषम गुणाकार 2 ने भागले आहेत ȑांचे n pi n pi n 
गुणाकार आपʞाला 1 ने देते  2 पॉवर वजा 1 ही अितशय मनोरंजक ओळख आहे, चला हा िनकाल िसȠ कŝ या , आʉाला िदलेली n 
सम˟ा काय आहे ते पाहǻाचा Ůयȉ कŝया आमǉाकडे एक िनयिमत बŠभुज आहे जो एका युिनट वतुŊळात ठेवला आहे जसे की p 

आिण naught p one.
वजा एक वर आʉाला माहीत आहे  की हे िशरोिबंदू एकतेचे वे मूळ ʉणून िनवडले जाऊ शकतात ठीक आहे, pn n

 ȑामुळे सामाɊता न गमावता आपण असे गृहीत धŝ शकतो की िदलेला िनयिमत बŠभुज एकक वतुŊळावर अशा Ůकारे ठेवला आहे n 
की िशरोिबंदू हे आपले एकतेचे वे मूळ नसून दुसरे काहीही नाही आिण आपʞाला मािहत आहे की जर  तुʉी एकतेǉा ʩा मुळावर n n
िशरोिबंदू ʉणून बŠभुज ठेवा मग तो एक िनयिमत बŠभुज आहे अशा Ůकारे आʉी मागील ʩाƥानात आधीच चचाŊ केली आहे आता 
पिहली ओळख जी आʉी िसȠ करत आहोत ती ʉणजे तुʉी शूɊ ते एक आिण शूɊ पासून अंतर लƗात ƽा.p p p 

दोन आिण संपूणŊ इतर िशरोिबंदंूसाठी पासून अंतर आपण िवचारात घेत नाही आिण ȑाचे उȋादन घेतो ȑाचे उȋादन हे  p p n 
आपʞाला दाखवावे लागेल जरी भौिमितक̊̽Ǩा İƑʼ िदसते परंतु एकदा आपण जिटल संƥांǉा संदभाŊत िलšन ठेवʞास ते अगदी 
˙ʼ आहे ही एक सोपी ओळख आहे.
 सामाɊता न गमावता हे िसȠ करǻासाठी आʉी असे गृहीत धरतो की हे अʚा पॉवर वर ठेवलेले आहेत जे ऐƐ चे वे pks k k n
मूळ आहे 0 ते वजा 1 पयōत.n 
 आता ओळख आठवा जी आʉी  पॉवर वजा 1  ही ओळख लƗात घेतʞास आमची बŠपदी आहे ही एक िटɔणी ʉणून आधीच z n 
नमूद केली आहे उणे अʚा पॉवर जेथे अʚा हे एकतेचे वे मूळ नसून दुसरे काहीही नाही ʉणून आपण पाहतो की ही बŠपदी k k n
मुळे फƅ अʚा पॉवर आहेत िजथे ते वजा 1 पयōत आहे.k k 1 n 
 ʉणून आपण ही ओळख लƗात ठेवणार आहोत की आपʞाकडे काय आहे ते पॉवर उणे 1 अिधक ते पॉवर उणे दोन z n z n 
अिधक अिधक एक हे उȋादन ʉणून िलिहले आहे आʉी ȑाǉा मुळांȪारे गुणांिकत ʉणून पािहले आहे मुळे येथे आहेत आʉी z pk 
िकंवा आमचे नेहमीचे नोटेशन अʚा पॉवर ʉणू शकतो आता अशा Ůकारे  ओळख सवŊ जिटल संƥांसाठी सȑ आहे फƅ 1 ǉा k 
समान िनवडा मग डावीकडे संǒा आहेत आपʞाला िमळेल आिण उजʩा बाजूस आपʞाला चे गुणाकार 1 ते वजा 1 1 z n n k n 
वजा अʚा पॉवर िमळेल आपण जवळ आहोत आʉाला िसȠ करǻात ˢार˟ असलेली ओळख आता िवचारा  ˢतः ला हे Ůमाण k 
काय आहे 1 उणे अʚा पॉवर हे आपले एकतेचे पिहले वे मूळ आहे आिण बरोबरीचे एक आहे Ǜा कोनात दोन बाय k 1 n k pi n
आहे आपण येथे िमळवू हा कोन दोन बाय हा एक आहे आता अʚा वन पी वन िलहीले आहे आʉी ते अʚा आिण पी टू असेpi n p 
िलिहले आहे आʉी अʚा पॉवर दोन िलिहले आहे आता जर मी पįरपूणŊ मूʞ घेतले तर ते नॉट जे 1 ते मधील अंतर देते ते अʚाp pk 
पॉवर आहे ʉणून आपण पाहतो  जर तुʉी या ओळखीचे पįरपूणŊ मूʞ घेतले तर आʉाला आमची इİǅत ओळख िमळते जी या k 
उȋादन चे 1 ते वजा 1 1 वजा अʚा पॉवर पयōतचे पूणŊ मूʞ आहे आिण उजʩा हाताची बाजू ही ऋण नसलेली संƥा आहे k n k 
िनरपेƗ मूʞ मॉǰूलस देते  मूʞ चे समान मॉǰूलस देते z1 z2 

सह उȋादन देईल ʉणजे याचा अथŊ असा की हे 1 ते पयōत ǉा उȋादनासारखे आहे मॉǰूलस फॅƃर 1 mod z2 mod z1 n k 
वजा अʚा पॉवर जे ǉा समान आहे आिण हे शूɊापासूनचे अंतर आहे हे एक उȋादन आहेk n p pk to pk p naught p 

दोन पयōत ते वजा 1 मधील अंतर आʉाला िमळेल जेणे कŝन पिहली ओळख िसȠ होईल p naught p vp naught pn n 
आता आʉाला दुसरी ओळख िसȠ करायची आहे जी सह बाय उȋादन आहे  दोन बाय आिण याŮमाणेsine sine pi n pi n 
उȋादन मूʞ बाय दोन पॉवर वजा एक आहे हे िसȠ करǻासाठी आपʞाला फƅ 1 ते अʚा पॉवर पयōतचे अंतर िकती आहेn n k 
हे मोजावे लागेल जे आपʞा साइन अटी नſी िमळवणार आहे आपण अंतर मोजू या एक वजा अʚा पॉवर जो एक वजा आहे ȑाचा k 
चौरस मानू या एक वजा दोन बाय वजा साइन 2 बाय Ǜाचा मोड ˍेअर आपʞाला 1 वजा दोनcos k pi n i k pi n cos 

बाय तीन पूणŊ चौरस ʉणून िमळेल  वाˑिवक भाग चौरस अिधक काʙिनक भाग वगŊ दोन बाय चौरस आहे k pi n k pi n 
एकदा आपण हे िवˑाįरत केले की आपʞाला कॉस ˍेअर पद िमळेल आिण आपʞाकडे एक साइन ˍेअर टमŊ आहे जे एक देते 
आिण आपʞाकडे येथे आणखी एक पद आहे
 ȑामुळे एकũ आपʞाला 2 वजा 2 पट िमळते  आता पुढे तुʉी ओळख वापरा जी 1 उणे आहे कॉस 2 of cos 2 k pi by n 
थीटा 2 साइन ˍेअर थीटा ʉणून िलिहता येईल ʉणजे आʉाला हे 
2 साइन ˍेअर ǉा 2 पट आहे आता लƗात ƽा चे मूʞ 1 ते वजा एक पयōत आहे ʉणून आपण एक वजा अʚा k pi n kk n 
पॉवर वगाŊची गणना केली  ची Ȫारे ची ŵेणी 1 ते वजा 1 पयōत आहे आता तुʉी िवतकŊ  पहा येथे िवतकŊ  मूʞ 0 ते k   k pi n k n 

पयōत बदलते ʉणून मूʞ ते उणे 1 बाय जे नſीच िकंवा पेƗा कमी आहे ǉा समान आिण pi k pi s pi n n pi n pi 
ȑाचŮमाणे हे 0 पेƗा मोठे िकंवा बरोबर आहे या युİƅवादाखाली िचɎाचे मूʞ नेहमी नकाराȏक नसलेले असते ʉणून आपʞाला 

दोन पट असे मूʞ िमळते जे ते पयōतचे अंतर sine sine k pi by n p naught pk 
आता वापरत नाही.
 मागील िसȠ ओळख जे शूɊ देते जे दोन पाप आहे  गुणाकार दोन सह दोन आिण p p e pi by n sine pi by n sine

उणे 1 ǉा दोन पट असलेले उȋादन आहेn pi by n n 
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 ȑामुळे आपण ते दोन पयōत उणे 1 चे गुण पाहतो.sine pi by n sine pi by n sine n pi 
Ȫारे आपʞाला बाय 2 पॉवर उणे 1 िमळेल जी आवʴक ओळख आहे ʉणून आपण ितसरी ओळख िसȠ करǻासाठी  n n n 

दुसरी िसȠ केली आहे मी फƅ 
आपण काय िवचार केला आहे ते संकेत देईन ʉणून आपण आपʞाकडे असलेʞा ओळखीकडे परत जाऊ या  हे िसȠ करǻासाठी 
आपण येथे ने िमळवतो पूवŎची ओळख आपʞाजवळ आहे ʉणून ही िविशʼ संǒा sine pi 2 n sine pi by n 
िमळिवǻासाठी आपण दोन िनयिमत बŠभुज ही ओळख लागू करतो याचा अथŊ आपण ची संƥा दोन बरोबर घेतो ʉणजे n n n 
िदलेʞा दोनदा  तुʉी ȑाचा िनयिमत बŠभुज ʉणून िवचार करा आिण नंतर ही ओळख वापरा आिण कमीत कमी फेरफार कŝन n 
आʉी ितसरी ओळख िसȠ कŝ शकू ʉणून मी पुरावा वगळला ʉणून या ʩाƥानात आʉी ऐƐाǉा ʩा मुळावर आधाįरत अनेक n
Ůˑाव पािहले आिण काही सम˟ा आʉी सोडवʞा आहेत.

ǉा ʩा मुळावर आहे  तसेच आʉी छान िũकोणिमतीय ओळख पािहʞा Ǜा आʉी एकतेचे वे मूळ वापŝन िसȠ कŝ u n nity n
शकलो आहोत पुढील ʩाƥानात आʉी यावर आणखी सम˟ांवर चचाŊ कŝ धɊवाद.
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