
 ഹേലാ വിദّാർ،ികെള സ׸ീർ؉ സംഖّകെളുׯറിتു׺ ْപഭാഷണ׹ളിേല്ׯ സٔാഗതം, കഴി؁ 
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഏകതٔ؋ിന്െറ റൂ؂് ചർ׺ െചᅃٝു, അതിന്െറ അടിرാന؋ിൽ ഞ׹ൾ nth 
നിരവധി ഐഡന്റിئികൾ െതളിയി׺ി؂ു؇് , ഈ ചർ׺യിൽ തുടരാം, അതിനാൽ ഐകّ؋ിന്െറ nth 
റൂ؂് ഞാൻ ഓർׯെ؂, ഇത് ഒരു സ׸ീർ؉തയാണ്. എؗ സമവാകّെ1 ؋ ന് തുലّമായ എؗ z n 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ സംഖّ , അവസാന ױാസുകളിൽ ഞ׹ൾ കാണി׺ത് ഈ 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ വّതُّ ٝസ׸ീർ؉ സംഖّകൾ ഉ؇് , അത് ആയി n zk 
നൽകിയിരിുؗുׯ, ഇത് 2 ന്െറ ؛സ് ൈസൻ 2 െകാ؇് നൽകുؗു  എؗത് 0 1 k pi n i k pi by nk 
മുതൽ ൈമനസ് 1 വെരയാണ് , ഈ എؗത് പവർ 1 േല്ׯ അبാെത മെئാؗുമെ്ؗب ഞ׹ൾ n zk k z 
ْശؑിുؗുׯ, അതിനാൽ നി׹ൾ എؗത് ഒ്ؗ എؗതിന് തുലّമാണ്, അതായത് ര؇് ന്െറ ؛സ്k z pi n 

ൈസൻ ര؇്  ഇേؚാൾ അതിന്െറ പവർ എടുുׯക , അത് യൂണിുئകളുെട മ്ئ റൂ؂് i pi by n k nth 
സൃذിുؗുׯ , സൗകരّാർ،ം ഞ׹ൾ ؛സ് എ്ؗ നിർവചി׺ിരിؗുׯ cos theta i sin theta cis 

എؗ െനാേ؂ഷൻ അവതരിؚിുׯം,  നിയമം അനുസരി്׺ അതിന്െറ പവർ theta D morris k 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ ഇത് ആയി വരുؗത് കാണുക ആണ്, നأൾ c k theta 
നിരീײിؗുׯത് ചില പരാമർശ׹ൾ നട؋ാം, ആൽഫെയ ആയി ഇടുക എ്ؗ z 1 
പറയുകയാെണ׸ിൽ അത് ആണ്, ആൽഫയ്്ׯ പവർ ഉയർ؋ിയാൽ നമു്ׯ ലഭിؗുׯത് cis 2 pi n n 

ആണ്  മുകളിൽ പറ؁ിരിؗുׯ റൂൾ നأൾ കാണുؗത് cis 2 pi by n power n cis two pi 
അبാെത മെئാؗുമ؛ ,بസ് അത് ഒؗാണ് , നأൾ പവർ ആൽഫ പവർ cos two pi i sin two pi kn 
ഉയർ؋ിയാൽ ഇത് മുഴുവൻ പവർ േല്ׯ ആൽഫ പവർ എؗും മുകളിലുت നിരീײണ؋ിലൂെട k n 
ഇത് എഴുതാം.  പൂജّേׯ؋ാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആയ ന് വീ؇ും ഒؗാേണാ , അതുേപാെല തെؗ ks 
ആൽഫ പവർ പവർ എؗിവ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ െനഗئീവ് മൂലّ؋ിന് k, n k k 
പൂജّേׯ؋ാൾ കുറവാെണ്ؗ പറയാം, ഇത് വീ؇ും ആൽഫ പവർ പവർ ആെണ്ؗ n k 
പരിേശാധിׯാൻ കഴിയും.  ന്െറ ആൽഫ പവർ ഗുണിത׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് n 
വീ؇ും ഒؗാണ് , അതായത്, ന്െറ ആൽഫ പവർ ഗുണിത׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഇത് n k 
പൂർ؉സംഖّയിൽ െപ؂താണ് , ര؇ാമെ؋ പരാമർശം നമു്ׯ ആൽഫ പവർ എ്ؗ എഴുതാവുؗ 
ഏകതٔ׹ളുെട ഈ റൂ؂് എഴുതാം. പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര ഉت nth n k k 
ഐകّ؋ിന്െറ നുأെട ആം േവരുകൾ അതായത് അത് തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ അത് ഏത് n-
ആൽഫ പവർ െയ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, എؗ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, ആൽഫ പവർ k n z k 
എؗത് പവർ എؗ ബഹുപദ؋ിന്െറ മൂലമാണ് എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമായ ഒ്ؗ നമു്ׯ തരും. z n 
പൂജّം ഒ്ؗ മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര നമു്ׯ അറിയാവുؗത് ഏത് നൽകിയാലും ഒ്ؗ n n 
എبായ്േؚാഴും ഈ േപാളിേനാമിയലിന്െറ റൂ؂് ആണ്, ഇത് എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും, ഇത് പവർ z n
ൈമനസ് ഒ്ؗ പരിഗണിുׯക , ഇത് ൈമനസ് 1 ഉൽؚؗമായി ഫാعൈٚറസ് െചإാം.  1 ؛സ് മുതൽ z z 
പവർ ൈമനസ് 2 വെര. അതിനാൽ ലളിതമായ കണുׯകൂ؂ൽ വഴി നമു്ׯ ആ ഇടതുവശം പവർ n z n 
ൈമനസ് 1 ആെണ്ؗ  പരിേശാധിׯാം  േപാളിേനാമിയൽ ഞ׹ൾ പദവും ബാׯിയുت ഘടക׹ളും 
കണׯാׯി, ഇതിന് ൈമനസ് 1 ഡിْഗി േപാളിേനാമിയൽ ആണ്, മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെരയുت n k n 
ആൽഫ െക ഈ േപാളിേനാമിയലിന്െറ റൂ؂് ആയിരിുׯം , മ്ئ നിരീײണ׹ളിൽ നി്ؗ നമു്ׯ ആൽഫ 
പവർ എ്ؗ പറയാം.  ൈമനസ് 1 ؛സ് ൈമനസ് 2 ؛സ് ؛സ് വൺ എؗതിന്െറ റൂ؂് ആണ് k zn zn z k 
ഒ്ؗ ര؇് മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര, അതിനാൽ നമു്ׯ േപാളിേനാമിയൽ പവർ ൈമനസ് 1 ؛സ് n z n z
പവർ ൈമനസ് 2 ؛സ് ؛സ് 1 എഴുതാം എؗാണ്. ൈമനസ് ആൽഫ ൈമനസ് ആൽഫ സ്കٔയർ , n z z z 
അ׹െന ൈമനസ് ആൽഫ പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ, z n 
അ׹െന ഞാൻ ഒരു െചറിയ െനാേ؂ഷനിൽ എഴുതിയാൽ നأൾ കാണുؗത് ഫാعർٚ അെ׸بിൽ 
േപാളിേനാമിയലുകൾ ൈമനസ് 1 ؛സ് പവർ ൈമനസ് 2 വെര ഈ ؛സ് വെര  ؛സ് 1 ഈ n z n z 
േപാളിേനാമിയലിെന യൂണിئി പവർ യുെട റൂ؂് ഉപേയാഗി്׺ ഫാക് ടൈറസ് െചإാം , തുലّത k nth 
എളുؚ؋ിൽ വാദിׯാം, കാരണം ൈമനസ് വൺ ഡിْഗി േപാളിേനാമിയലിന് പരമാവധി ൈമനസ് n n 
ഒരു റൂ؂് ഉ؇ായിരിׯാം , ഞ׹ൾ നിരീײി׺ത് ൈമനസ് 1 റൂ؂ുകളാണ്. ഏകതٔ؋ിന്െറ n 
വّതിരിװമായ ആം മൂലമാണ് ഈ ബഹുപദ׹ളുെട േവരുകൾ അതിനാൽ ഈ ബഹുപദെ؋ ഈ n-
രൂപ؋ിൽ ഫാക് ടൈറസ് െചإാവുؗതാണ്, നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ْപശ് ന؋ിേല്ׯ േപാകാം , 
ْകമീകരി׺ിരിؗുׯ േജാഡികളുെട എ؉ം ഒരു േകാമ ആണ്, അവിെട എؗിവ യഥാർ، b a, b 
സംഖّകളാണ് . ഈ സമവാകّം ഒരു ൈമനസ് ന് തുലّമായ ഒരു ؛സ് പവർ 2016 t ib ib 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ തര؋ിൽ സാധّമായ ഒരു േകാമ b
യഥാർ، സംഖّകൾ കെ؇؋ാൻ ഞ׹േളാട് ആവശّെؚടുؗു.  യഥാർ، സംഖّകളുെട ഉൽؚؗം 
നമു്ׯ ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّയും ؛സ് ഐബിയും അദٔിതീയമായി ബؖെؚടു؋ാം , അതായത് ഈ 
സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഓർഡർ േജാഡി കെ؇ؗു؋ത് ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋
സ׸ീർ؉ സംഖّ കെ؇ؗു؋തിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഒരു ؛സ് ഐബി ആയി കണׯാുׯകയുംz 
ഞ׹ൾ േനാുׯകയും െചുؗുإ എبാ േകാം٧്ع؛ സംഖّകൾുׯം പവർ നൽകണം, അതിനാൽ z 2016 
ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ എبാ സ׸ീർ؉ സംഖّകളുെടയും ഗണ؋ിന് ഈ സമവാകّം 
പരിഹരിുׯകയാെണ׸ിൽ, ْകമീകരി׺ േജാഡികെള ഈ സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുؗു؋ ഒരു േകാമ b
ആയി ബؖെؚടു؋ാം, അതിനാൽ ഈ സമവാകّ؋ിൽ നി്ؗ ഈ സമവാകّം പരിഹരിׯാം. 
നിരീײണം എؗത് നأൾ േമാഡുലസ് ْപേയാഗി׺ാൽ , 2016 െല േമാഡുലസ് ബാറിന്െറ േമാഡുലസിന് z 
തുലّമായിരിׯണം, അത് ന് തുലّമായിരിׯണം, അത് സൂചിؚിുؗുׯ  ഇടത് mod z t hat mod z 
വശേׯ്؋ െകാ؇ുവരിക, അതിനാൽ നമു2016 ്ׯ ൈമനസ് േമാഡ് ഉ؇ായിരിׯണം, ഇത് 0 ന് z 
തുലّമായിരിׯണം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ വാദിؗുׯത് ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ ഉെ؇׸ിൽ ഈ 
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സമവാകّെ؋ തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ׸ിൽ അത് ഈ ബؖെ؋ തൃلിٝെؚടു؋ണം എؗതാണ് . mod z 
പവർ 2015 ൈമനസ് 1 ഈ ബؖ؋ിൽ നിؗു0 ت ന് തുലّമായിരിׯണം , ഒؗുകിൽ mod z 
പൂജّമായിരിׯണം അെ׸بിൽ പവർ ര؇ായിര؋ി പതിന؀് ഒؗിന് തുലّമായിരിׯണം, mod z 
അതിനാൽ നമു്ׯ പൂജّം ന് തുലّമായ ബؖം ലഭിുׯം.  പൂജّ؋ിന് mod z r mod z mod z 
തുലّമാെണ׸ിൽ പവർ ര؇ായിര؋ി പതിന؀് ഒؗിന് തുലّമായിരിׯണം, അതിനർ،ം z 
പൂജّമാണ്, അതിനാൽ പൂജّമെ׸بിൽ നമു്ׯ പരിഗണിׯാം, പവർ 2015 ഒؗായിരിׯണം z mod z 
ഇതിൽ നി്ؗ ഒؗിന് തുലّമായിരിׯണം എ്ؗ ഞ׹ൾ നിഗമനം െചുؗുإ എؓുെകാെ؇ؗാൽ ,mod z 

 െല േമാഡ് സ് ഒؗാെണ׸ിൽ, േമാഡ് ഒؗിൽ കുറവാെണ്ؗ കരുതുകയാെണ׸ിൽ, ഒؗിൽ 2015 z 
താെഴേയാ അതിലധികേമാ ആയ േമാഡ് ഇെസഡ് പവർ ര؇ായിര؋ി പതിന؀് ഒؗിന് 
തുലّമാകിെ്ؗب ഉടൻ തെؗ നി׹േളാട് പറയുؗു, അതിനാൽ ഈ വാദ؋ിലൂെട ഞ׹ൾ ശരിയാണ് 
ഐ എ്ؗ കാണാൻ കഴിയും  ഒؗായിരിׯണം അതിന്െറ ശװി ഒؗാെണ׸ിൽ ഈ mmediately mod z 
നിഗമന؋ിൽ നി്ؗ, അതിനാൽ ഒؗിന് തുലّമാെണ׸ിൽ ഒؗിന് തുലّമായ േമാഡുകളുെട mod z 
കാരّം പരിഗണിുׯക, തുടർ്ؗ സ്കٔയർ വീ؇ും ഒؗാണ് , ഇത് ഉടൻ തെؗ നേأാട് പറയും mod z z 
ബാർ നമു്ׯ എഴുതാം  സ്കٔയർ ആയി ബാറിേല്ׯ, ബാറിന് തുലّമായത് ആണ് mod z z z z z 
നൽകിയിരിؗുׯത്, ഈ സാഹചരّ؋ിൽ , നأൾ ഒؗിൽ നി്ؗ സമവാകّ؋ിേല്ׯ മടؗു׹ത് 
കാണാം, നുأെട സ׸ീർ؉ സംഖّ ഈ ബാറിെന തൃلിٝെؚടു؋ണം. ഒؗിന് തുലّമായത് ബാർ z z z 
ഒؗുമب, അതിനാൽ ഇത് എؗ പവർ ര؇ായിര؋ി പതിേനഴും ഒؗാെണؗും ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ , ഈz 
സമവാകّ؋ിന് സാധّമായ എبാ പരിഹാര׹ളും എؓാെണ്ؗ നമുׯറിയാം, ഇത് ഉتിട്؋ n 
ഏകതٔ؋ിന്െറ ആം മൂലമبാെത മെئാؗുമ2017  .ب. അതിനാൽ ഇതിനർ،ം ര؇് സമവാകّം ര؇് n-
സമവാകّം ര؇ായിര؋ി എഴുപത് വّതُّ ٝപൂജّമبാ؋ പരിഹാര׹ൾ എؗാണ് , നി׹ൾ പൂജّ؋ിന് 
തുലّമായ കണׯാുׯകയാെണ׸ിൽ ഞ׹ൾ നിരീײി׺ത് ഈ സമവാകّെ؋യും z 
തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ പൂജّ؋ിന് തുലّമായ എؗത് ഒരു ഉപസംഹാരമായി പരിഹാരം 1 z 
ആണ് . സമവാകّം 1 എ 2018-െല വّതിരിװമായ പരിഹാര׹ൾ , ഐകّ؋ിന്െറ ആം മൂല؋ിന് ഒരുn-
നب േْപാؚർ؂ി നമു്ׯ േനാׯാം , നൽകിയ എ്ؗ എഴുതിയിരിؗുׯ ഏകതٔ؋ിന്െറ cis two k pi zk 

റൂ؂് പരിഗണിുׯക, ഇവിെട എؗത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് വൺ ആണ് . ഉ׺േകാടിയിൽ nth k n m 
നി്ؗ പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് 1 വെരയുت ഏകതٔ؋ിന്െറ റൂ؂്, അേؚാൾ നമു്ׯ n nth n 
അെ׸بിൽ 0 ആയി മൂലّം ലഭിുׯം,  പവർ ന്െറ ഗുണിതമാെണ׸ിൽ നമു്ׯ ലഭിുׯം, ഇത് m n n n m 
ഹരിുؗുׯ എ്ؗ പറയുؗതിന് തുലّമാണ് അെ׸بിൽ നമു്ׯ ആെക മൂലّം ലഭിുׯം  0 ഈ 
െْപാേؚാസിഷൻ െതളിയിׯാം, നമു്ׯ ഇത് ആൽഫ പവർ എ്ؗ എഴുതാം, അവിെട ആൽഫ zk k s 2 

എؗും എؗത് പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആെണؗും ഇേؚാൾ 0 മുതൽ ൈമനസ് 1 pi by n k n n 
വെരയുت സേأഷൻ പരിഗണിുׯക.  പവർ ന് പൂജّം മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ ന് z k kzk m n zk 

തുലّമാണ്, ആൽഫ പവർ പവർ എؗിവ ഉപേയാഗി്׺ മാئിرാപിുؗുׯ, ഇത് 0 മുതൽ k , m n 
ൈമനസ് 1 ആൽഫ പവർ വെരയുت സംْഗഹ؋ിന് തുലّമാണ്, ഇേؚാൾ ഇെതാരു നിحിത m 
സംഖّയാണ്. ഉയർ؋ിയ പവർ ഉപേയാഗി്׺ ഇേؚാൾ തുക ജّാമിതീയ തുകയبാെത മെئാؗുമب  k 
തുകയുെട മൂലّം എ׹െന എളുؚ؋ിൽ കെ؇؋ാെമ്ؗ അറിയുക , ഒരു പരാമർശം േപാെല, ഞാൻ ആ 
ജّാമിതീയ സംْഗഹം എؗതിന് തുലّമായി േചർുׯം, അതിനാൽ നമു്ׯ ജّാമിതീയ തുക k 
ഓർأിׯാം, ൈമനസ് 1 വെര പറയാം, നമു്ׯ പവർ േല്ׯ ആെക മൂലّം ഉ؇് എؗ പവർ n a k a n 
ൈമനസ് ഒؗിെന ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ആയി നൽകിയിരിുؗുׯ, അവിെട എؗത് a a 
ഒؗിന് തുലّമായിരിׯരുത്, അതിനാൽ നമു്ׯ ആെക മൂലّം ആയിരുؗു എ്ؗ എളുؚ؋ിൽ 
മനشിലാׯാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് ഇവിെട ْപേയാഗിׯാം, അതായത് ആെക മൂലّം ഇവിെട a is 
ആണ്  ഇവിെട ആൽഫ പവർ എؗ നിحിത മൂലّം ലഭിؗുׯതിനാൽ നമു്ׯ ആൽഫ പവർ m m 
ലഭിുؗുׯ, അതിന്െറ പവർ ൈമനസ് 1 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ൈമനസ് 1 ആൽഫ പവർ ൈമനസ് n m m 
ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഇേؚാൾ അേത തുക മൂലّം അടു؋ േപജിെല സേأഷൻ യിൽ പൂജّ؋ിനും k n
ൈമനസ് വൺ പവർ യ്ുׯം തുലّമായി എഴുതെ؂  പവർ അതിന്െറ മൂലّം ആൽഫ പവർ പവർ z k m m 

ൈമനസ് ഒ്ؗ ആൽഫ പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ഞ׹ൾ കെ؇؋ി, ൈമനസ് n m m 
ആൽഫ പവർ ഒؗിന് തുലّമായിരിുׯം , െകാ؇് ഹരി׺ാൽ ആൽഫ പവർ ഒؗിന് m m n ok m 
തുലّമായിരിുׯം അതിനാൽ ആൽഫ പവർ ആെണ׸ിൽ ഈ േഫാർമുല സാധുവാണ് ന് തുലّമب, m 1 
അേؚാൾ തുലّത സംഭവിുؗുׯ എؗതിെന വിഭജിുؗുׯ  , അതായത് എؗത് ന്െറ nn m m n-
ഗുണിതമب എؗർ،ം, അതായത് എؗത് ന്െറ ഗുണിതമെ׸بിൽ, ആൽഫ പവർ ഒؗിനും m n- m 
മുകളിലുتതിനും തുലّമെ്ؗب നമുׯറിയാം, അതിനാൽ എؗത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ പദْപേയാഗംk 

ൈമനസ് ഒ്ؗ പവർ പവർ എؗ പദം ഇവിെട ആൽഫ പവർ പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ ആൽഫ n z k  m n m 
പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ െകാ؇് ഹരി׺ാൽ തുലّമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു, ആൽഫ പവർ മൂലّം m n 
ഒؗാണ്, അതിനാൽ ഇത് പൂജّമായി മാറുؗു , അبാ؋േؚാൾ ഇത് പൂജّമبാ؋ അളവാണ്. n m 
ഹരി׺ാൽ നമു്ׯ പൂജّം ലഭിുׯം , അതായത് എؗത് ഹരി׺ാൽ എ്ؗ വിചാരിുׯക, അതായത്n m n m 

എؗത് ന്െറ ചില ഗുണിത׹ൾ െകാ؇് നൽകെؚടുؗു , m n 
അ׹െനെയ׸ിൽ എؗത് 0 മുതൽ വെരയു1 ت വെരയുت സേأഷൻ എؗത് നമു്ׯ പവർ k n z k 
ഉയർേ؋؇തു؇്. എؗത് ആണ് , ഐകّ؋ിന്െറ ആം റൂ؂് അതിന്െറ ഗുണിതം പവർ m qn n- n 
എേؚാഴും ഒؗായിരിുׯെമ്ؗ ഞ׹ൾ ഇതിനകം ْശؑിു׺, അതിനാൽ ഇത് ആൽഫ പവർ എ്ؗ k 
പുനരാേലഖനം െചإാവുؗതാണ്, ഇവിെട ഇത് ആണ് , നി׹ൾ ആെണ׸ിൽ ഈ പദം ഒؗാെണ്ؗ kq 
ഞ׹ൾ എളുؚ؋ിൽ കാണും.  പവർ ഉയർു؋ക, ആെണ׸ിൽ ആെണ׸ിൽ ആെക മൂലّം kq m m n 
ആണ് ന്െറ ഗുണിതം, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ഞ׹ളുെട നിർേؐശം െതളിയിു׺, അതായത്, n 

Pru
tor
@
IIT
K



ഏകതٔ׹ളുെട ആം മൂലെ؋ നി׹ൾ പരിഗണിുׯകയാെണ׸ിൽ, ഏകതٔ؋ിന്െറ എبാ ആം n- n-
മൂലവും സംْഗഹി׺ാൽ, നി׹ൾ്ׯ മൂലّം ലഭിുׯം നൽകിയാൽ എؗത് ന്െറ ഗുണിത׹ളാണ്, n m n-
അبാ؋പײം നമു്0 ׯ ലഭിുׯം. മൂലّമുت ഒരു ْപേതّക സؕർഭം, മൂലّം ഒؗായി m m 
പരിഗണിുׯക, ഒؗിൽ കൂടുതലാെണ׸ിൽ അത് മൂലّെ؋ വിഭജിׯിب, അതിനാൽ മുതൽ n m k n 
ൈമനസ് 1 വെരയുت ആെക മൂലّം, ഇവിെട എؗത് 1 ആയി കണׯാ0 .ുؗുׯ. z power k m n 
എؗതിന്െറ ആെക മൂലّം ഒؗിെനׯാൾ വലുതാണ്, അതിനാൽ എؓാണ് ഈ എ്ؗ എഴുതുക, zkzk cos

 ആ യഥാർ، ഭാഗം two k pi by n i sine 2 k pi, n ׯസ് ഇത് 0 ന് തുലّമാണ് , ഇേؚാൾ നമു്؛
എളുؚ؋ിൽ കാണാൻ കഴിയും. ഈ േകാം٧്ع؛ സംഖّയുെട 0 ആണ് , േകാം٧്ع؛ സംഖّ പൂജّ؋ിന്െറ 
സാ׸ൽؚിക ഭാഗം ഈ േകാം٧്ع؛ സംഖّയുെട യഥാർ، ഭാഗം എؓാെണ്ؗ കണׯാുׯക, ഇത് ഈ 
സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട യഥാർ، ഭാഗമായ െകാ؇് ര؇് യുെട പൂജّ؋ിൽ നി്ؗ ൈമനസ് n k pi n 
വൺ േകാസിന് തുലّമായ അبാെത മെئാؗുമب.  ഇത് പൂജّവും ആയ സാ׸ൽؚിക ഭാഗവുമാണ്  k si ne

ന്െറ ഇത് 0 ആണ് , ഞാൻ വّװമായി എഴുതിയാൽ ഇത് പൂജّം പൂജّ؋ിന് തുലّമായ 2 k pi n cos k 
യ് ്ׯ തുലّമാണ് , അത് ഒ്ؗ , തുടർ്ؗ േശഷിؗുׯ പദ׹ൾ ഇവിെട നമു്ׯ ഉتത് ര؇് ൈപ ൈബ n 
 സ് േകാസ് േഫാർ ൈപ ന് ഒؚം േകാസ് വെര 2 ൈമനസ് 1 ന്െറ മൂലّം ൈമനസ് 1 ആണ് , n pi n؛
കൂടാെത യ് ്ׯ തുലّമായ മൂലّ׹ൾ മാئി പകരം മെئാരു ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئി നമു്ׯ k k 
ലഭിുؗുׯ , ആദّെ؋ തുക മൂലّം 0 ആെണ്ؗ ഞ׹ൾ കാണുؗു , േശഷിؗുׯ ഘടക׹ൾ നമു്ׯ n 

നാല് ൈപ െകാ؇് ലഭിുؗുׯ ഉം അവസാനെ؋ പദമായ ൈമനസ് sine sine two pi n sine two n 
വൺ ന്െറ മൂലّം 0 ആണ്. അതിനാൽ 1 ന് തുലّമായ എؗ ْപേതّക സാഹചരّ؋ിൽ നമു്ׯ ഒരു pi m 
നب ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئി ലഭിു׺, ആൽഫെയ ആയി സൂചിؚിؗുׯ ഈ നിർേؐശെ؋ cis 2 
അടിرാനമാׯി നമു്ׯ ഒരു ലളിതമായ ْപٍ٠ം െചإാം. ന്െറ എؗത് ഏകതٔ؋ിന്െറ ◌ാമെ؋ n- pi n-
മൂലമبാെത മെئാؗുമب , ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ ഇനിؚറയുؗ വّവرെയ തൃلിٝെؚടുുؗു؋, z 
അതായത്, നി׹ൾ ഏകതٔ؋ിന്െറ ആം മൂല؋ിൽ നി്ؗ േലتുׯ ദൂരം അളുؗുׯ, അത് n- z-
ഏകതٔ؋ിന്െറ എبാ ആം മൂല؋ിൽ നിؗും ഒؗിൽ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്. അവിെട ഈ n- az 
അവرെയ തൃلിٝെؚടുുؗു؋െവ׸ിൽ പൂജّമായിരിׯരുത്, അതിനാൽ നأൾ കാണുؗത് z mus  
ചിْതപരമായി കാണാൻ ْശമിׯാം, നി׹ളുെട പׯലുتത് പൂജّ؋ിന് തുലّമായ ആെണ׸ിൽ, ഒ്ؗ k 
മുതൽ വെരയുت പരമാവധി ദൂരം ഒؗിെനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ പറയൂ, അതിനാൽ ഈ z 
ദൂരം എؓാെണ്ؗ നമുׯറിയാം ഇതാണ് യൂണി്ئ  ഒരു ദൂരവും ഇവിെട യൂണി്ئ ഒ്ؗ ആണ്, ഇേؚാൾ z  
േകാം٧്ع؛ നآറിൽ നി്ؗ 1 ന്െറ ദൂര؋ിനുتിൽ കിടുؗുׯ ശരി , അതിനർ،ം ഒؗിൽ നി്ؗ 
ഒؗിന്െറ നീളം എْതയാെണ്ؗ നി׹ൾ കെ؇ു؋ക, അേؚാൾ നമു്ׯ സർׯിൾ ലഭിുؗുׯ, അക്؋z 
എവിെടേയാ ആണ് , ഇേؚാൾ എടുുׯക  മെئാരാൾ പറയുؗത് ആൽഫയുെട ആം മൂല؋ിൽ ഇേؚാൾ n-
നി׹ൾ മെئാരു വൃ؋ം ഉ؇ാുؗുׯ, ഒ്ؗ വീ؇ും വൃ؋؋ിനുتിൽ കിടുؗുׯ, അതുേപാെല z 
തെؗ നി׹ൾ കാണുؗു , ഐകّ؋ിന്െറ ഓേരാ ആം മൂല؋ിലും ഐകّ؋ിന്െറ ആം n- n-
മൂല؋ിേലتുׯ ദൂരം  എبായ് േؚാഴും ഒؗിൽ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ׸ിൽ, അ؋രം ഒരു സ׸ീർ؉
സംഖّ ഉെ؇׸ിൽ , അത് ഉ؍വമبാെത മെئാؗുമെ്ؗب കാണിׯാൻ േപാകുകയാണ്, നമു്ׯ 
നൽകിയിരിؗുׯ ഈ ഫലം െതളിയിׯാൻ ْശമിׯാം, അതായത് ൈമനസ് ആൽഫ പവർ എؗത് z k 
കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്  എبാ മൂലّ׹ൾുׯം 1 വെര ഒ്ؗ മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര ഇേؚാൾ k n 
ഞാൻ പൂജّം മുതൽ ൈമനസ് 1 വെരയുت യുെട ഒരു മൂലّം ശരിയാുؗുׯ, അേؚാൾ നأൾ n k 
കാണുؗത് ൈമനസ് ആൽഫ പവർ ആണ്, അതിന്െറ ചതുരം ഓേരാ ഘടക؋ിന്െറയും mod z k 
വീ؇ും ഉൽപؗവും ഈ പദവും കുറവാണ്  ഒؗിെനׯാൾ അെ׸بിൽ തുലّം ഈ പദം വീ؇ും 
ഒؗിെനׯാൾ കുറവാണ് അെ׸بിൽ തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഉൽؚؗം ഒؗിെനׯാൾ കുറേവാ 
തുലّേമാ ആണ്, ഇത് ഇേؚാൾ സൂചിؚിؗുׯത് ഈ ഇടത് വശം വികസിؚിׯാൻ ْശമിുׯക ഇതാണ് z 
ൈമനസ് ആൽഫ ൈമനസ് ആൽഫ െക ബാർ അവരുെട ഉൽؚؗം കുറവാണ്  ഒؗിെനׯാൾ kz 
അെ׸بിൽ അതിന് തുലّമായ ഇടത് വശം കൂടുതൽ വിപുലീകരിുׯക , ഇത് േമാഡ് സ്കٔയർ ആണ്, z 
മ്ئ പദ׹ൾ ആൽഫ െക ബാർ ൈമനസ് ബാർ ആൽഫ പവർ െക കൂടാെത നി׹ൾ്ׯ ആൽഫ െക z z 
സ്കٔയറിൻെറ േമാഡുലസ് ലഭിുׯം , അത് ഒരു തിരിു׺വിളിׯലിന് തുലّേമാ അതിൽ കുറേവാ ആണ്  
യൂണിئി സർׯിളിൽ കിടؗുׯ ഏകതയുെട റൂ؂്, അതായത് ഈ ആൽഫ പവർ മൂലّ؋ിന്െറ nth k 
േമാഡുലസ് ഒؗാണ്, ഇത് സൂചിؚിؗുׯത് ചതുരം മെبئാ പദ׹ളും വലതുവശ്؋ mod z 
എടുؗുׯതിേനׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആണ്, നി׹ൾ്ׯ ഇത് ആൽഫ പവർ ബാർ ആണ്. z k 
കൂടാെത ബാർ ആൽഫ പവർ ഇവിെട മൂലّ׹ൾ  0 മുതൽ ൈമനസ് 1 വെരയുت സമാന z k, k n 
അസമതٔം തൃلിٝെؚടുുؗു؋, അതിനാൽ നി׹ൾ 0 ന് തുലّമായി എടുുؗുׯ എؗതിന്െറ അർ،ം k 
നിരീײിുׯക, നി׹ൾ്ׯ ആ ْപേതّക സ׸ീർ؉ സംഖّയുെട ഏകതٔ؋ിന്െറ ആദّ റൂ؂് ലഭിുׯംnth 
 ഒؗിന് തുലّമായ എ്ؗ പറയുക, നി׹ൾ്ׯ ആൽഫ ബാറും ബാറും ആൽഫയിേല്ׯ ലഭിുؗുׯ, k z 
അതിനാൽ ഞ׹ൾ്ׯ അസമതٔ׹ൾ ലഭിുؗുׯ, ഇേؚാൾ നി׹ൾ ഈ അസമതٔ׹െള n n 
സംْഗഹി׺ാൽ ഇത് അർ،മാؗുׯത് ഞാൻ ഈ അസമതٔ׹െള സംْഗഹി׺ാൽ ഇടതുവശ്؋ n 
എനി്ׯ ചതുര؋ിന്െറ നിബؖനകൾ ലഭിുؗുׯ  യുെട ആെകു؋ക 0 മുതൽ വെര n mod z k n 
ൈമനസ് 1 വെര ആൽഫ പവർ ബാർ ഉപേയാഗി്׺ ഗുണി׺ാൽ ഇത് ഒരു െപാതു സംْഗഹമാണ് , ഇത് z k 
ഞ׹ൾ്ׯ ഇേؚാൾ ലഭിുׯം , റൂ؂ിന്െറ ആെകു؋കയായി ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ െതളിയി׺ നിർേؐശം nth 
നി׹ൾ ْപേയാഗിേׯ؇തു؇്  ഏകതٔ׹ളുെട സംْഗഹം ഇേؚാൾ പൂജّമാണ് , ഇവിെട നമു്ׯ ഒരു z 
െപാതു ഘടകമായി പുറؓتാം , അേؚാൾ നി׹ൾ വലതുവശ്؋ എ؋ാം, ഇത് 0 മുതൽ വെര n 
ൈമനസ് വെരയുت മട്׹ േയׯാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആെണ്ؗ ഞാൻ എഴുതെ؂  1 ആൽഫ െക z k 
ബാർ ؛സ് ബാർ സേأഷൻ മുതൽ ൈമനസ് 1 ആൽഫ പവർ ന് തുലّമാണ്, ഈ തുക 0 z k, 0 n k 
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ആെണ്ؗ നമുׯറിയാം , ഇവിെട സംേയാജനം സാധാരണയായി സേأഷനിേല്ׯ എടുׯാം , കൂടാെത 
തുക വീ؇ും തുലّമാണ്, അതായത് പൂജّം , അതായത് ശരി.  ൈക വശം ഇേؚാൾ പൂജّമായി മാറുؗു, 
അതായത് പൂജّേׯ؋ാൾ കുറേവാ തുലّേമാ ആയ െനഗئീവ് അبാ؋ പദമായ ചതുര؋ിന്െറ z 
േമാഡുലസ് അർ،മാؗുׯത് പൂജّമായിരിׯണം എؗാണ്, അതായത് പൂജّമാെണ്ؗ mod z z 
പറയുؗതിന് തുലّമാണ്, അതിനാൽ ഞ׹ൾ ആْഗഹി׺ ഫലം െതളിയിു׺  ഒؗിൽ കുറേവാ തുലّേമാ 
ആയ ദൂരമുت ഏകതٔ׹ളുെട എبാ ആം മൂല؋ിൽ നിؗും അകലമുت ഒരു സ׸ീർ؉ സംഖّ n-
ഉെ؇׸ിൽ, സ׸ീർ؉ സംഖّ ഉ؍വമായിരിׯണം  , നമു്ׯ ഒരു സാധാരണ ബഹുഭുജം 
നൽകിയിരിുؗുׯ എؗ മെئാരു നب ഫലം െതളിയിׯാം. അത് ഏത് ശീർഷകമാണ്, അത് യൂണി്ئ 
സർׯിളിൽ رാപി׺ിരിؗുׯ ൈമനസ് 1 വെര നൗ؂് ആണ് , അതിനാൽ നമു്ׯ pn p p 1 
നൽകിയിരിؗുׯ അനുമാനേ؋ാെട ഒരു യൂണി്ئ സർׯിളിൽ رാപി׺ിരിؗുׯ െറഗുലർ n 
ബഹുഭുജമാണ് നൽകിയിരിؗുׯത്, ഞ׹ൾ കാണിׯാൻ േപാകുؗു മുതൽ d p naught p 1 
വെരയുر تാനം ൽ നി്ؗ 2-േലتുׯ ദൂരം ൽ നി്ؗ ൽ നി്ؗ ൈമനസ് p naught- p p naught- pn-
1-േലتുׯ ദൂരം വെര ഗുണിുׯക, 
അ׹െന പദ׹ൾ ഗുണി׺ാൽ മൂലّം ലഭിുؗുׯ, അത് രസകരമായ ഐഡന്റിئിയാണ് , കൂടാെത n n 
ഈ ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ ഉരു؋ിരി؁ുവരാൻ േപാകുؗു ൈമനസ് 1 എؗ N pi by n 
ചിصം വെര ൈസൻ ൈപ ൈബ ൈസൻ 2 ൈപ, ന്െറ മൂലّം ന് 2 പവർ ൈമനസ് 1 നൽകുؗു n n n n 
എ്ؗ ْപُാٝവിؗുׯ നب ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئി , അതുേപാെല നമു്ׯ ഒരു ഐഡന്റിئി കൂടി ഉ؇്
, ഇവിെട വّതّാസം നമു്ׯ കാണാൻ കഴിയും ൈപയുെട ഒئ ഗുണിതം 2 െകാ؇് ഹരിുׯക എ്ؗ n 
പറയുക , ഇവിെട നമു്ׯ തുടർ׺യായി പദ׹ളു؇്, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈമനസ് 1 വെരpi 2 pi n pi n 
ഉ؇്, എؗാൽ ഇവിെട നമു്ׯ യുെട ഒئ ഗുണിത׹ൾ 2 െകാ؇് ഹരി׺ാൽ 1 ന് നൽകുؗു  2 പവർ pi n n
ൈമനസ് 1 എؗത് വളെര രസകരമായ ഐഡന്റിئിയാണ്, ഈ ഫലം നമു്ׯ െതളിയിׯാം, നമു്ׯ 
നൽകിയിت؂ു ْപٍ٠ം എؓാെണ്ؗ േനാׯാം, നമു്ׯ ഒരു സാധാരണ ബഹുഭുജമു؇്, അത് ഒരു യൂണി്ئ 
സർׯിളിൽ رാപി׺ിരിുؗുׯ.  ൽ ഒ്ؗ ൈമനസ് നമു്ׯ അറിയാം ഈ ശീർഷക׹െള pn-
ഏകതٔ؋ിന്െറ റൂ؂ായി തിരെ؁ടുׯാം, അതിനാൽ െപാതുവായി നذെؚടാെത, nth 
നൽകിയിരിؗുׯ സാധാരണ ബഹുഭുജം യൂണി്ئ സർׯിളിൽ رാപി׺ി؂ുെ؇്ؗ നമു്ׯ n 
അനുമാനിׯാം, 
അ׹െന ശീർഷ׹ൾ നുأെട ഐകّ؋ിന്െറ ആം മൂലമبാെത മെئാؗുമب. നി׹ൾ n-
ഏകതٔ؋ിന്െറ ആം മൂല؋ിൽ ഒരു ബഹുഭുജെ؋ ലംബ׹ളായി رാപിുؗുׯ, അത് ഒരു n-
സാധാരണ ബഹുഭുജമാണ്, അതിനാൽ കഴി؁ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഞ׹ൾ ഇതിനകം ചർ׺ െചᅃٝി؂ു؇്, 
ഇേؚാൾ ഞ׹ൾ െതളിയിؗുׯ ആദّെ؋ ഐഡന്റിئി നി׹ൾ നൗ؂ിൽ നി്ؗ പി വ؉ിേലتുׯ p 
ദൂരവും പി ന؂ിൽ നിؗുت ദൂരവും പരിഗണിുؗുׯ എؗതാണ്. മുതൽ മ്ئ ശീർഷ׹ൾ വെര p 2 

യിൽ നിؗുت ദൂരം ഞ׹ൾ പരിഗണിുׯകയും അതിന്െറ ഉൽؚؗം എടുുׯകയും െചുؗുإ  p-
സാമാനّത നഷ് ടെؚടാെത 
അ׹െന െതളിയിׯാൻ , ഈ ആൽഫ പവർ യിൽ رാപി׺ിരിുؗുׯ എ്ؗ ഞ׹ൾ pks k 
അനുമാനിുؗുׯ, അത് എؗത് 0 മുതൽ ൈമനസ് 1 വെരയാണ്.  ഈ ഐഡന്റിئി പവർ k n z n 
ൈമനസ് 1 എؗ ഐഡന്റിئി നി׹ൾ ഓർുׯകയാെണ׸ിൽ  , ഞ׹ളുെട ബഹുപദമായ ഒരു 
പരാമർശമായി ഇതിനകം സൂചിؚി׺ി؂ു؇് ൈമനസ് ആൽഫ പവർ ഇവിെട ആൽഫ െക എؗത് k 
ഏകതٔ؋ിന്െറ ആം മൂലമبാെത മെئാؗുമب, അതിനാൽ ഈ ബഹുപദ േവരുകൾ എؗത് 1 മുതൽ n- k 

ൈമനസ് 1 വെരയുت ആൽഫ പവർ മാْതമാെണ്ؗ ഞ׹ൾ നിരീײിുؗുׯ. എؗ പവർ മുതൽ n k z 
ൈമനസ് 1 ؛സ് മുതൽ പവർ ൈമനസ് ടു ؛സ് ؛സ് വൺ വെര ഇത് ഉൽപؗമായി n z n z 

എഴുതിയിരിുؗുׯ, അതിന്െറ േവരുകളാൽ ഫാക് ടൈറസ് െചയ ്തത് നأൾ ക؇തിന്െറ 
ഉൽപؗമായാണ് ഇത് എഴുതിയിരിؗുׯത്.  എبാ സ׸ീർ؉ സംഖّകൾുׯം ഐഡന്റിئി ശരിയാണ്, 1 ന് 
തുലّമായ തിരെ؁ടുുׯക, തുടർ്ؗ ഇടത് വശ്؋ പദ׹ളു؇്, നമു്ׯ ലഭിുؗുׯ , z n n 
വലതുവശ്؋ യുെട ഗുണനം 1 മുതൽ ൈമനസ് 1 1 1 ൈമനസ് ആൽഫ പവർ വെര ലഭിുׯം.  k n k 
ഞ׹ൾ്ׯ െതളിയിׯാൻ താൽؚരّമുت ഐഡന്റിئി ഇേؚാൾ േചാദിുׯക  സٔയം എؓാണ് ഈ 
അളവ് 1 ൈമനസ് ആൽഫ പവർ എؗത് നുأെട ഐകّ؋ിന്െറ ആദّെ؋ റൂ؂ാണ്, എؗത് k 1 nth k 
ഒؗിന് തുലّമാണ്  ഇേؚാൾ ആൽഫ ഒ്ؗ ഒ്ؗ എ്ؗ എഴുതിയിരിുؗുׯ, ഞ׹ൾ അത് ആൽഫയായും p 

ര؇് ആയും എഴുതിയിരിുؗുׯ, ഞ׹ൾ ഇേؚാൾ ആൽഫ പവർ ര؇് എ്ؗ എഴുതിയിരിുؗുׯ, ഞാൻp 
േകവല മൂലّം എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, അത് നൗ؂ിന് 1 മുതൽ വെരയുت ദൂരം നൽകുؗു, അത് p pk 
ആൽഫ പവർ ആണ് അതിനാൽ നമു്ׯ കാണാം  നി׹ൾ ഈ ഐഡന്റിئിയുെട േകവല മൂലّം k 
എടുുׯകയാെണ׸ിൽ, ഞ׹ൾ്ׯ ആവശّമുت ഐഡന്റിئി ലഭിുׯം , അത് ഈ ഉൽؚؗ؋ിന്െറ 
േകവല മൂലّമായ 1 മുതൽ ൈമനസ് 1 1 1 ൈമനസ് ആൽഫ പവർ വെരയും വലതുഭാഗം ഒരു n k 
െനഗئീവ് അبാ؋ സംഖّയാണ് േകവല മൂലّം േമാഡുലസ് നൽകുؗു  മൂലّം ന്െറ അേത z1 z2 
േമാഡുലസ് നൽകുؗു, നമു്ׯ ഉപേയാഗി്׺ ഉൽؚؗം നൽകും , അതിനാൽ ഇത് ന് mod z2 mod z1 n 
തുലّമായ േമാഡുലസ് ഘടകം 1 ൈമനസ് ആൽഫ പവർ യുെട 1 മുതൽ വെരയുت ന്െറ k n k 
ഉൽؚؗ؋ിന് തുലّമാണ്. ഇത് പി ന؂ിൽ നിؗുت ദൂരമبാെത മെئാؗുമب  േല്ׯ ഇത് pk p Nough p 

ഉൽؚؗമാണ് ഉت മുതൽ ൈമനസ് 1 വെരയുت ദൂരം വെര നമു്ׯ one p Naught p two vp naught pn 
ലഭിുؗുׯ, അതിനാൽ ആദّെ؋ ഐഡന്റിئി െതളിയിؗുׯ ര؇ാമെ؋ ഐഡന്റിئി n 

െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ ആْഗഹിുؗുׯ, അത് ൈസനിെനാؚം ഉൽؚؗ؋ിന്െറ ഉൽؚؗമാണ് n n 
ൈസൻ ൈപ  ര؇് ന് pi n , 
അ׹െന ഉൽؚؗ മൂലّം ര؇് പവർ ൈമനസ് ഒ്ؗ , ഇത് െതളിയിׯാൻ നമു്1 ׯ മുതൽ ആൽഫ n n 
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പവർ വെരയുت ദൂരം എْതെയ്ؗ ലളിതമായി കണׯാേׯ؇തു؇്, അത് നുأെട ൈസൻ പദ׹ൾ k 
കൃതّമായി ലഭിׯാൻ േപാകുؗ ദൂരം നമു്ׯ കണׯാׯാം. ഒരു ൈമനസ് ആൽഫ പവർ െക , അത് ഒരു 
ൈമനസ് ആണ്, നമു്ׯ അതിന്െറ ചതുരം ഈ ഒരു ൈമനസ് േകാസ് ടു െക ൈപ ൈബ ൈമനസ് ഐ n 
ൈസൻ 2 െക ൈപ ൈബ ആരുെട േമാഡ് സ്കٔയർ 1 ൈമനസ് േകാസ് ര؇് െക ൈപ െകാ؇് മൂ്ؗ n n 
മുഴുവൻ സ്കٔയർ ആയി നമു്ׯ ലഭിുׯം  യഥാർ، ഭാഗം ചതുരവും സാ׸ൽؚിക ഭാഗം ചതുരവും ര؇് 

ചതുരവും ഒരിׯൽ വികസിؚി׺ാൽ നമു്ׯ േകാസ് സ്കٔയർ എؗ പദം ലഭിുׯം , നമു്ׯ k pi by n 
ഒരു പദവും ഒരു േടം കൂടിയും ഇവിെടയു؇്, 
അ׹െന ഒരുമി്׺ നമു്2 ׯ ൈമനസ് 2 തവണ ലഭിുׯം 2 ന്െറ ഇേؚാൾ നി׹ൾ കൂടുതൽ k pi n 
മുേؗാ؂് 1 ൈമനസ് േകാസ് 2 തീئ എؗ ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗിുׯക 2 ൈസൻ സ്കٔയർ തീئ എ്ؗ 
എഴുതാം, അതിനാൽ നമു്ׯ ഇത് 2 ൈസൻ സ്കٔയർ ന്െറ 2 മട്׹ െകാ؇് ലഭിുؗുׯ, ഇേؚാൾ k pi n 

യുെട മൂലّം 1 മുതൽ ൈമനസ് ഒ്ؗ വെര ആെണ്ؗ ْശؑിുׯക. ഒരു ൈമനസ് ആൽഫ പവർ kk n k 
സ്കٔയർ നാല് മട്׹ ൈസൻ ആയി കണׯാׯി , മുതൽ ൈമനസ് 1 1 മുതൽ ൈമനസ് 1 k pi k 0 n n 
വെരയുت േْശണികളുت ചതുരം. അതിനാൽ നും നും ഇടയിലുت ദൂരം ൈസനിന്െറ k p nout- pk-
േമാഡുലസിന്െറ ര؇് മട്׹ നൽകുؗുെവ്ؗ ഇത് സൂചിؚിുؗുׯ. മുതൽ ൈമനസ് k pi by n , k 1 n 
1 വെര ആയതിനാൽ ഇേؚാൾ ആർഗّുെമന്റ് ഇവിെട നി׹ൾ ആർഗّുെമന്റ് കാണുؗു, മൂലّം 0 മുതൽ 

വെര വّതّാസെؚടുؗു, അതിനാൽ മൂലّം മുതൽ മുതൽ ൈമനസ് 1 വെര pi k pi n n n pi by n 
വّതّാസെؚടുؗു , ഇത് തീർ׺യായും കുറവാണ് അെ׸بിൽ ന് തുലّമാണ് , അതുേപാെല തെؗ ഇത് pi 
ഈ ആർഗّുെമന്റിന് കീഴിലു0 ت െയׯാൾ വലുേതാ തുലّേമാ ആണ്, ഈ ആർഗّുെമന്റ് ചിص മൂലّം 
എبായ്േؚാഴും െനഗئീവ് അب, അതിനാൽ നമു്ׯ ൈസൻ ര؇് മട്׹ ൈസൻ ന്െറ മൂലّം k pi 
ലഭിുؗുׯ, ഇത് ന؂ിൽ നി്ؗ യിേലتുׯ ദൂരമبാെത മെئാؗുമب. മുآെ؋ െതളിയിׯെؚ؂ p pk 
ഐഡന്റിئി, അത് ര؇് പാപമാണ്  േْപാഡക് ട ്ര؇് ൈസൻ ടു ൈപ ൈബ ഉتതും e pi by n n 
ഉൽؚؗം ൈമനസ് 1 എؗതിന്െറ ര؇് മട്׹ ഉت ഉൽؚؗവും ആണ്, അതിനാൽ ൈസൻ n pi by n n 
ൈപയുെട ഉൽؚؗം ൈസൻ ടു മുതൽ ൈമനസ് 1 വെര ഞ׹ൾ കാണുؗു. n pi by n sine n pi n 
െകാ؇് നമു്2 ׯ പവർ ൈമനസ് 1 ലഭിുؗുׯ, അത് ആവശّമായ ഐഡന്റിئിയാണ്, അതിനാൽ n 
മൂؗാമെ؋ ഐഡന്റിئി െതളിയിׯാൻ ഞ׹ൾ ര؇ാമേ؋ത് െതളിയിു׺,  ഞ׹ൾ 
പരിഗണി׺തിന്െറ സൂചന ഞാൻ നൽകും, അതിനാൽ നമു്ׯ ആവശّമുت ഐഡന്റിئിയിേല്ׯ 
മട׹ാം  മുآെ؋ ഐഡന്റിئിയിൽ നി്ؗ 2 ൈസൻ ൈപയിൽ എ؋ി എ്ؗ െതളിയിׯാൻ, ഈ n 
ْപേതّക പദം ലഭിؗുׯതിന് ര؇് െറഗുലർ ബഹുഭുജ׹ൾ ഈ ഐഡന്റിئി ْപേയാഗിؗുׯതായി n 
ഞ׹ൾ പരിഗണിുؗുׯ, അതിനാൽ ന്െറ എ؉ം ര؇് ശരിയാണ്, അതിനാൽ n n 
നൽകിയിരിؗുׯതിന്െറ ര؇് തവണ എടുുؗുׯ  ഒരു സാധാരണ ബഹുഭുജം എؗ നിലയിൽ ഈ n 
ഐഡന്റിئി ഉപേയാഗിുׯകയും കുറ؁ കൃْതിമതٔം ഉപേയാഗി്׺ നമു്ׯ മൂؗാമെ؋ ഐഡന്റിئി 
െതളിയിׯാൻ കഴിയുെമ്ؗ നി׹ൾ കരുതുؗു, അതിനാൽ ഞാൻ െതളിവ് ഒഴിവാുؗുׯ, അതിനാൽ ഈ
ْപഭാഷണ؋ിൽ ഐകّ؋ിന്െറ റൂ؂് അടിرാനമാׯിയുت നിരവധി നിർേؐശ׹ളും ഞ׹ൾ nth 
പരിഹരി׺ ചില ْപٍ׹٠ളും ഞ׹ൾ ക؇ു .  എؗതിന്െറ റൂ؂ിലാണ്  അതുേപാെല ഞ׹ൾ u nth nity 
നب ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئികൾ ക؇ു, അടു؋ ْപഭാഷണ؋ിൽ ഐകّ؋ിന്െറ റൂ؂് nth 
ഉപേയാഗി്׺ ഞ׹ൾ്ׯ െതളിയിׯാൻ കഴിയുؗ നب ْതിേകാണമിതി ഐഡന്റിئികൾ ഞ׹ൾ ഈ 
വിഷയ؋ിൽ കൂടുതൽ ْപٍ׹٠ൾ ചർ׺ െചുإം നؕി 
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