
 नमˋार छाũो ंका ˢागत है िपछले ʩाƥान मŐ जिटल संƥाओ ंपर ʩाƥान मŐ हमने एकता की वी ंजड़ पर चचाŊ की और उसके n 
आधार पर हमने कई पहचान सािबत की हœ, आइए हम इस चचाŊ को जारी रखŐ तो मुझे एकता की जड़ याद आती है यह एक जिटल nth 
है घात को 1 के बराबर समीकरण को संतुʼ करने वाली संƥा और िपछली कƗाओ ंमŐ हमने जो िदखाया है, इस समीकरण को n z 
संतुʼ करने वाली िभɄ सİʃŵ संƥाएँ हœ जो िक के ŝप मŐ दी गई हœ जो िक 2 के Ȫारा जमा n zk k pi cos n i sine 2 
Ȫारा दी गई है।

से माइनस 1 तक है और हम देखते हœ िक ये और कुछ नही ंबİʋ की घात 1 है,  k pi by nk 0 1 n zk z k 
 इसिलए आप को एक के बराबर मानते हœ जो िक एक है जो िक दो का ɘस साइन दो है  अब की k z pi cos n i pi n 
शİƅ लेता है जो एकता की अɊ जड़ उȋɄ करता है nth 
और सुिवधा के िलए हम संकेतन को पेश करŐ गे िजसे के ŝप मŐ पįरभािषतcis theta cos theta plus i sin theta 
िकया गया है और यिद हम मॉįरस कानून Ȫारा इसकी शİƅ लेते हœ तो  हम  देखŐ िक यह d k c .
 के ŝप मŐ आता है थीटा है और हम कुछ िटɔणी करते हœ जो हम देखते हœ यिद हम मानते हœ िक अʚा को के ŝप मŐ रखŐ, जोk z 1 
िक बटा है यिद हम अʚा के िलए की शİƅ बढ़ाते हœ cis 2 pi n n 
तो हमŐ जो िमलता है वह है गुणा शİƅ Ȫारा  उपरोƅ िनयम से हम देखते हœ िक सीआईएस दो पीआई जो कुछ भी cis 2 pi n n 
नही ंहै, लेिकन दो पीआई ɘस आई पाप दो पीआई जो एक है और अगर हम शİƅ अʚा पावर को बढ़ाते हœ तो इसे अʚा पावर एन के
ŝप मŐ पूरी शİƅ के ŝप मŐ िलखा जा सकता है और उपरोƅ अवलोकन से यह शूɊ से अिधक या उसके बराबर के िलए िफर से ks 
एक है, यिद हम अʚा पावर और पावर पर िवचार करते हœ तो ऋणाȏक मान के िलए मान k n k 
शूɊ से कम के िलए देख सकते हœ  और कोई यह सȑािपत कर सकता है िक यह िफर से अʚा पावर पावर के समान है जो n k 
िनयम को सारांिशत करने के िलए िफर से एक है, यिद हम के अʚा पावर गुणको ंपर िवचार करते हœ, जो िक n 

है, तो यह सभी के िलए एक है, जो पूणाōक से संबंिधत है और दूसरी िटɔणी आइए हम इन ŝट को एकता के ŝप मŐ िलखŐ, k nth 
िजसे अʚा पावर के ŝप मŐ िलखा जा सकता है।

के साथ शूɊ से घटा एक हमारी एकता की वी ंजड़Ő िजसका अथŊ है िक यह संतुʼ है  k k n n 
 इसिलए यह िकसी भी अʚा शİƅ को संतुʼ करती है समीकरण को घात को संतुʼ करता है k z n 
जो हमŐ एक देगा जो यह कहने के समान है िक अʚा पावर बŠपद की जड़ है k z n 

के िलए माइनस एक शूɊ एक से माइनस वन जो हम जानते हœ वह िकसी िदए गए के िलए है, इस बŠपद के िलए हमेशा ŝट k n n 
होता है िजसे आसानी से देखा जा सकता है से घात माइनस वन पर िवचार करŐ  इसे माइनस 1 उȋाद के ŝप मŐ से घात z n z z n 
माइनस के ŝप मŐ गुणनखंिडत िकया जा सकता है  1 जमा से घात माइनस 2.z n 

 इसिलए आसान गणना Ȫारा हम सȑािपत कर सकते हœ िक बाईं ओर जो माइनस 1 है , इन दो कारको ंके उȋाद के z power n 
संदभŊ मŐ िलखने के 
समान है Ɛोिंक बराबर एक इसके िलए एक ŝट है  बŠपद हमने पद और शेष कारको ंको फैƃर कर िदया है जो िक माइनस 1 z n 
िडŤी बŠपद है , इसके िलए से माइनस एक तक अʚा इस बŠपद का मूल होगा जो िक दूसरे अवलोकन से हम कह सकते हœ k n k 
िक अʚा पावर माइनस 1 ɘस माइनस 2 ɘस ɘस वन का ŝट के िलए एक दो से माइनस वन तक है तो k  zn zn z k n 
इसका मतलब है िक हम बŠपद पावर माइनस 1 ɘस पावर माइनस 2 ɘस ɘस 1 िलख सकते हœ।z n z n z 
 जेड माइनस अʚा जेड माइनस अʚा ˍायर और इसी तरह जेड माइनस अʚा पावर एन माइनस वन
 इसिलए अगर मœ एक छोटे नोटेशन मŐ िलखता šं तो हम देखते हœ िक पावर एन माइनस 1 ɘस जेड पावर एन माइनस 2 पर कारक या 
बŠपद इस ɘस तक  ɘस 1 इस बŠपद को एकता शİƅ के वŐ मूल का उपयोग करके गुणनखंिडत िकया जा सकता है z k n
और समानता का तकŊ  आसानी से िदया जा सकता है Ɛोिंक माइनस एक िडŤी बŠपद मŐ अिधकतम माइनस एक जड़Ő हो सकती हœn n 
और जो हमने देखा वह माइनस 1 ŝट है िजसे हमने पहले ही देखा है िक एकता की िविशʼ जड़ है इन बŠपदो ंकी जड़Őn nth 
 इसिलए इस बŠपद को इस ŝप मŐ इस िटɔणी के साथ गुणनखंिडत िकया जा सकता है आइए हम एक साधारण सम˟ा की ओर बढ़ते 
हœ, Ţिमत युƵो ंकी संƥा ǒात करŐ  अʙिवराम जहाँ और वाˑिवक संƥाएँ हœ जैसे िक इस समीकरण को संतुʼ करताa a b i  t 
है एक माइनस के बराबर है,a plus ib power 2016 ib 
 इसिलए हमŐ संभव एक कॉमा बी वाˑिवक संƥा खोजने के िलए कहा जाता है 
जैसे िक यह इस समीकरण को संतुʼ करता है िजसे हम जानते हœ िक ऑडŊर िकया गया जोड़ा एक कॉमा बी िदया गया है, आर दो 
काटőिशयन मŐ एक कॉमा बी िदया गया है।
  वाˑिवक संƥाओ ंका गुणनफल हम एक सİʃŵ संƥा ए ɘस आईबी को िविशʼ ŝप से जोड़ सकते हœ िजसका अथŊ है िक इस 
समीकरण को संतुʼ करने वाले Ţिमत जोड़े को ढंूढना जो इस संबंध के कारण इस समीकरण को संतुʼ करने वाली जिटल संƥा को 
खोजने के बराबर है 
इसिलए को ɘस आईबी मानŐ और हम देख रहे हœ सभी सİʃŵ संƥा के िलए िजसकी घात 2016 हमŐ बार देनी चािहए,z z z 
 इसिलए यिद हम इस समीकरण को समान ŝप से संतुʼ करने वाले सभी सİʃŵ संƥाओ ंके समुǄय के िलए इस समीकरण को हल 
करते हœ तो हम इस समीकरण को संतुʼ करते Šए Ţिमत जोड़े को अʙिवराम से जोड़ सकते हœ, तो आइए हम इस समीकरण से इस 
समीकरण को हल करŐ ।
 अवलोकन यह है िक यिद हम मापांक को लागू करते हœ तो हम देखते हœ िक 2016 का मापांक बार के मापांक के बराबर होना चािहए z 
जो िक के समान है िजसका अथŊ है हैट मॉड जेड बायी ंओर ले आता है,mod z t  
 इसिलए हमारे पास 2016 माइनस मॉड जेड है, यह 0 के बराबर होना चािहए,
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 इसिलए हम जो तकŊ  दे रहे हœ वह यह है िक यिद कोई जिटल संƥा इस समीकरण को संतुʼ करती है तो उसे इस संबंध को संतुʼ करना 
होगा इसका ताȋयŊ है िक मॉड जेड उȋाद के साथ मॉड जेड पावर 2015 माइनस 1 यह 0 के बराबर होना चािहए इस संबंध से हम देखते
हœ िक या तो मॉड जेड शूɊ होना चािहए या मॉड जेड पावर दो हजार पंūह एक के बराबर होना चािहए,
 इसिलए हमŐ संबंध या तो मॉड जेड शूɊ आर मॉड जेड के बराबर िमलता है शİƅ दो हजार पंūह एक के बराबर होनी चािहए यिद मॉड 
जेड शूɊ के बराबर है तो इसका मतलब है िक जेड शूɊ है तो आइए िवचार करŐ  िक अगर जेड शूɊ नही ंहै तो मॉड जेड पावर 2015 
एक होना चािहए, हम यह िनʺषŊ िनकालते हœ िक मॉड जेड एक के बराबर होना चािहए Ɛो ंƐोिंक अगर मोड 2015 मŐ एक है और मान
लŐ िक मॉड जेड एक से कम है तो तुरंत आपको बताता है िक एक से कम या एक से अिधक आप तुरंत देखते हœ िक मॉड जेड पावर दो 
हजार पंūह एक के बराबर नही ंहो सकता है
 इसिलए इस तकŊ  से हम मœ देख सकता šँ  िममी तǽाल मॉड जेड एक होना चािहए यिद इसकी शİƅ एक है तो इस िनʺषŊ से अब एक 
के बराबर मॉड के मामले पर िवचार करŐ  यिद मॉड जेड एक के बराबर है तो मॉड जेड ˍायर िफर से एक है और यह हमŐ तुरंत बताएगा 

बार हम िलख सकते हœ बार के ŝप मŐ बार के ŝप मŐ वगŊ, जो बार के समान है, अब एक Ȫारा िदया गया है z z z z mod z z z 
इस मामले के तहत हम देखते हœ िक हम एक से समीकरण पर वापस जाते हœ हमारी जिटल संƥा को इस बार को संतुʼ करना चािहएz 
अब हम एक मामले मŐ हœ यिद एक के बराबर है तो बार और कुछ नही ंबİʋ एक बटा हैmod  z z z 
 इसिलए इसका ताȋयŊ है िक की घात दो हजार सũह एक है और हम जानते हœ िक इस समीकरण के सभी संभािवत समाधान Ɛा हœ, z 
यह एकता की वी ंजड़ के अलावा और कुछ नही ंहै जहां है  2017.n n 
 तो इसका मतलब है िक समीकरण दो समीकरण दो के ŝप मŐ दो हजार सȅर अलग-अलग गैर-शूɊ समाधान और ȯान दŐ  िक हमने 
देखा िक यिद आप को शूɊ के बराबर मानते हœ तो यह भी इस समीकरण को संतुʼ करता है, िजसका अथŊ है िक शूɊ के बराबर z z 
भी िनʺषŊ के ŝप मŐ समाधान 1 है।
 समीकरण 1 ए  के िविशʼ समाधान आइए एकता के वŐ मूल के िलए एक अǅा गुण देखŐ, एकता की वी ंजड़ पर िवचार s 2018 n n
करŐ , िजसे Ȫारा िदए गए के ŝप मŐ िलखा गया है।cis zk  
 
शूɊ से माइनस 1 तक िशखर Ȫारा एकता की वी ंजड़, तो हमŐ या तो या 0 के ŝप मŐ मान िमलता है,  यिद घात का n m n n m n 
गुणक है, तो हमŐ िमलता है, जो िक को को िवभािजत करने के समान है अɊथा हमŐ योग मान Ůाɑ होता है  0 आइए हम इस n n m 
Ůˑाव को सािबत करŐ  जैसा िक हमने पहले उʟेख िकया है, हम इसे केवल अʚा पावर के ŝप मŐ िलख सकते हœ जहां अʚा zk k 
एस कहता है िक 2 बाय और शूɊ से माइनस एक है, अब योग योग को 0 से घटा 1 पर िवचार करŐ   घात pi n k n k n z kzk 
शİƅ जो के बराबर शूɊ से घटा एक को अʚा शİƅ और शİƅ Ȫारा Ůित̾थािपत िकया जाता है m k n zk k m 
और यह योग के समान है 0 से घटा 1 अʚा शİƅ अब यह एक िनिʮत संƥा है बढ़ी Šई शİƅ के साथ अब योग और k n m k 
कुछ नही ंबİʋ Ǜािमतीय योग है  जािनए कैसे आसानी से रािश का मूʞ ǒात करŐ  शायद एक िटɔणी के ŝप मŐ मœ बस उस Ǜािमतीय 
योग योग को जोड़ दंूगा के बराबर तो आइए हम केवल Ǜािमतीय योग को याद करŐ  आइए हम कहते हœ िक माइनस 1 तक हमारे k n 
पास से घात योग मान है  एक के ŝप मŐ िदया जाता है माइनस एक को माइनस वन से िवभािजत िकया जाता है, जहां एक a k n a 
के बराबर नही ंहोना चािहए ,
 इसिलए हम आसानी से Ůाɑ कर सकते हœ िक योग मूʞ इस Ůकार था हम इसे यहां लागू कर सकते हœ िजसका अथŊ है िक योग मूʞ 
यहां है है  यहां िनिʮत मान अʚा पावर एम तो हमŐ अʚा पावर एम िमलता है इसकी शİƅ एन घटा 1 अʚा पावर एम माइनस वनa 
से िवभािजत अब मुझे अगले पृʿ मŐ समान योग मान िलखने दŐ  योग के बराबर शूɊ से एन घटा एक जेड पावर के  पावर एम इसका मूʞ 
हमने इसे अʚा पावर एम पावर एन माइनस एक अʚा पावर एम माइनस एक नोिटस के ŝप मŐ पाया िक अʚा पावर एम एक के 
बराबर होगा यिद एम एन Ȫारा िवभाǛ है तो इसका मतलब है िक यह फॉमूŊला माɊ है यिद अʚा पावर  मी 1 के बराबर नही ंहै और 
समानता तब होती है जब को िवभािजत करता है,nn m 
 इसिलए यिद n, 

को िवभािजत नही ंकरता है, िजसका अथŊ है िक का गुणज नही ंहै, तो उस İ̾थित मŐ हम जानते हœ िक अʚा पावर एक m m, n m 
और ऊपर के बराबर नही ंहै,
 इसिलए ʩंजक शूɊ से घटा एक पावर के बराबर है।k n z k 
  पावर एम हम देखते हœ िक यहां यह शɨ अʚा पावर एन पावर एम माइनस एक के समान है जो अʚा पावर एम माइनस वन से 
िवभािजत है और ȯान दŐ  िक अʚा पावर एन वैʞू एक है
 इसिलए यह शूɊ हो जाता है और यह गैर-शूɊ माũा है जब एन नही ंहोता है  को िवभािजत करŐ  िजसका अथŊ है िक हम शूɊ Ůाɑ m 
करते हœ यिद को िवभािजत नही ंकरता है, मान लीिजए को िवभािजत करता है, िजसका अथŊ है िक को के कुछ n, m n m m n 
गुणको ंȪारा िदया जाता है , तो उस İ̾थित मŐ योग को 0 से घटाकर 1 से घात तक हमŐ शİƅ बढ़ाने की आवʴकता होती k n z k 
है।

जो है और हमने पहले ही देखा है िक एकता की वी ंजड़ इसकी शİƅ का गुणक हमेशा एक होगा,  m qn n n 
 इसिलए इसे अʚा पावर के ŝप मŐ भी िफर से िलखा जा सकता है k 
और यहाँ यह है और हम आसानी से देखते हœ िक यह शɨ एक और बार है यिद आप  शİƅ बढ़ाएँ यह िफर से एक है योग kq kq 
मान है यिद है तो के आʐर, तो हमने अपने Ůˑाव को सािबत कर िदया है िक यिद आप एकता की वी ंजड़ पर िवचार n m m n n
करते हœ, तो शİƅ बढ़ाएं इसे एकता के सभी वŐ मूल का योग करŐ , तो आपको मान िमलता है बशतő िक का गुणक हो m n n m , n 
अɊथा हमŐ 0 िमलता है, आइए देखते हœ एम मान के साथ बŠत िवशेष मामला िवशेष ŝप से एम मान को एक के ŝप मŐ मानता है a  
िनिʮत ŝप से यिद एन एक से अिधक है तो यह एम को िवभािजत नही ंकरता है
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 इसिलए के से शूɊ से एन शूɊ से 1 जेड पावर के योग मान जहां एम को 1 माना जाता है, हमŐ िमलता है  योग मान 0 के ŝप मŐ।
एक से बड़ा है n 

 इसिलए अब िलİखए िक यह Ɛा है कुछ भी नही ंहै, लेिकन दो बटा ɘस बटा यह 0 के zkzk k pi n i sine 2 k pi n 
बराबर है और अब हम उस वाˑिवक भाग को आसानी से देख सकते हœ इस सİʃŵ संƥा का 0 है और सİʃŵ संƥा शूɊ का 
काʙिनक भाग गणना करता है िक इस सİʃŵ संƥा का वाˑिवक भाग Ɛा है जो िक शूɊ से के बराबर के बराबर है और दो n k k

बटा का एक है जो इस सİʃŵ संƥा का वाˑिवक भाग है और यह शूɊ है और काʙिनक भाग जो pi n cos si .
 है  यह 0 है यिद मœ ˙ʼ ŝप से िलखंू तो यह के िलए शूɊ कोस शूɊ के बराबर है जो िक एक है और िफर ne 2 k pi by n k 
हमारे पास जो शेष पद हœ वह है दो बटा ɘस चार बटा और जब तक माइनस 1 बटा मान pi n cos pi n cos 2 n pi n 
माइनस 1 है और हमŐ के बराबर 0 के िलए मानो ंको Ůित̾थािपत करने के साथ एक और िũकोणिमतीय पहचान िमलती है, हम k k 
देखते हœ िक पहला योग मान 0 है शेष कारक हमŐ दो बटा साइन चार Ȫारा िमलता है  और अंितम पद साइन दो sine pi n pi n 

माइनस एक बटा मान 0 है।n pi n 

 इसिलए िवशेष İ̾थित के िलए शİƅ बराबर 1 हमŐ एक अǅी िũकोणिमतीय पहचान िमली है आइए हम इस Ůˑाव के आधार पर m 
एक साधारण सम˟ा करते हœ हम अʚा को सीआईएस 2 के ŝप मŐ िनŝिपत करते हœ Ȫारा कुछ भी नही ंहै, लेिकन एकता की n n n
वी ंजड़ है और एक जिटल संƥा िनɻिलİखत शतŊ को संतुʼ करती है िक आप एकता के ŝट से तक की दूरी को मापते हœ z nth z 
जो िक सभी ŝट से एक से कम या बराबर है ।nth 
 अगर वहाँ इस शतŊ को संतुʼ करता है तो शूɊ हो तो आइए हम िचũाȏक ŝप से यह az z mus  t 
देखने की कोिशश करŐ  िक यिद शूɊ के बराबर है तो आपके पास एक है, एक से तक की अिधकतम दूरी एक से कम या बराबर है,k z 
 इसिलए हम जानते हœ िक यह दूरी Ɛा है यह इकाई है  एक दूरी यहाँ भी है यह इकाई एक है अब सİʃŵ संƥा एक से 1 की दूरी z  
के भीतर है, ठीक है िजसका अथŊ है िक आप एक से एक की लंबाई का पता लगाते हœ तो हमŐ वृȅ िमलता है अब कही ंअंदर है और z 
अब ले लो  एक और अʚा कहते हœ जो एकता की वी ंजड़ मŐ है अब आप दूरी के साथ एक और सकŊ ल बनाते हœ सकŊ ल के अंदर n z 
İ̾थत है, इसी तरह आप देखते हœ िक 
एकता के Ůȑेक ŝट के साथ एकता की ŝट की दूरी है  हमेशा एक से कम या बराबर अगर ऐसी जिटल संƥा है तो हम nth nth 
यह िदखाने जा रहे हœ िक यह मूल के अलावा कुछ भी नही ंहै, आइए हम इस पįरणाम को सािबत करने का Ůयास करŐ  जो िक माइनस z 
अʚा पावर से कम या बराबर है  1 के सभी मूʞो ंके िलए एक से घटा एक तो अब मœ केवल का मान तय करता šं जो शूɊk k n k 
से घटा 1 मŐ है तो हम देखते हœ िक मॉड माइनस अʚा पावर िजसका वगŊ जो Ůȑेक कारक का िसफŊ  िफर से उȋाद है और n z k 
यह शɨ कम है  एक से या उसके बराबर िफर से यह शɨ िफर से एक से कम या बराबर है
 इसिलए उȋाद एक से कम या बराबर है इसका मतलब है िक अब इस बाएं हाथ का िवˑार करने का Ůयास करŐ  यह माइनस अʚाz 

माइनस अʚा बार है, उनका उȋाद कम है  एक से या उसके बराबर अब बाईं ओर आगे िवˑार करŐ  यह मॉड जेड ˍायर है kz k 
और अɊ शɨ जेड अʚा के बार माइनस जेड बार अʚा पावर के ɘस आपको अʚा के ˍायर का मॉǰूलस िमलता है जो एक से 
कम या बराबर है याद रखŐ िक यह है  एकता की वी ंजड़ जो इकाई वृȅ पर İ̾थत है, िजसका अथŊ है िक इस अʚा शİƅ का मापांक n 

मान एक है, इसका ताȋयŊ यह है िक वगŊ इससे कम या उसके बराबर है मœ अɊ सभी शɨो ंको दािहने हाथ की ओर लेता šंk mod z 
जो आपको िमलता है अʚा शİƅ बार ɘस बार अʚा पावर जहां मान  0 से माइनस 1 तक समान असमानता z k z k k n 
संतुʼ करती है,
 इसिलए देखŐ िक इसका Ɛा मतलब है िक आप को 0 के बराबर लेते हœ, आपको उस िवशेष जिटल संƥा के िलए एकता का पहला k 

ŝट िमलता है, यह असमानता संतुʼ होती है बराबर िफर से असमानता संतुʼ होती है एक के बराबर कहŐ तो आपको अʚा nth k 
बार ɘस जेड बार अʚा मŐ िमलता है,
 इसिलए हमŐ एन असमानताएं िमलती हœ, अब आप इन एन असमानताओ ंको जोड़ते हœ, इसका मतलब है िक अगर मœ इस एन 
असमानताओ ंको बाएं हाथ की तरफ जोड़ता šं तो मुझे मॉड जेड ˍायर की एन शतŒ िमलती हœ यह कम या बराबर है  के योग के िलएk 
0 से घटा 1 को अʚा पावर बार से गुणा िकया जाता है और यह एक सामाɊ योग है जो अब हमारे पास हो सकता है , आपकोn z k 
उस Ůˑाव को लागू करने की आवʴकता है िजसे हमने अभी सािबत िकया है िक ŝट के योग के योग के ŝप मŐ एकता की nth 
संƥा अब शूɊ है जो वाˑव मŐ यहाँ का योग है यहाँ हम एक सामाɊ कारक के ŝप मŐ को बाहर िनकाल सकते हœ और िफर आप z 
दाईं ओर Ůाɑ कर सकते हœ , मुझे यह िलखने दŐ  िक यह गुणा के योग से कम या बराबर है से माइनस  1 अʚा के बार z k 0 n 
ɘस जेड बार योग के बराबर 0 से एन घटा 1 अʚा पावर के और हम जानते हœ िक यह योग 0 है और यहां संयोग को सामाɊ ŝप से 
योग के बाहर ले जाया जा सकता है और योग िफर से वही है जो शूɊ है िजसका अथŊ है सही अब देखŐ िक वगŊ का मापांक जो एक गैर z 
ऋणाȏक शɨ है जो शूɊ से कम या उसके बराबर है, इसका मतलब है िक शूɊ होना चािहए जो िक शूɊ हैmod z z 
 इसिलए हमने अपना वांिछत पįरणाम सािबत िकया िक यिद एक सİʃŵ संƥा है जो सभी जड़ से दूरी के साथ है जो एक से कम nth 
या उसके बराबर है तो सİʃŵ संƥा मूल होनी चािहए आइए हम एक और अǅा पįरणाम सािबत करŐ  िक हमŐ एक िनयिमत बŠभुज 
िदया गया है, आइए हम कॉल करŐ   यह Ɛा शीषŊ है जो पी नॉट पी 1 से पीएन माइनस 1 तक है िजसे यूिनट सकŊ ल पर रखा गया है ठीक है
 इसिलए हमŐ एन िनयिमत बŠभुज िदया जाता है िजसे इस िदए गए धारणा के साथ एक यूिनट सकŊ ल पर रखा जाता है, हम यह िदखाने जा 
रहे हœ िक डी से की दूरी से तक की दूरी से से माइनस 1 तक की दूरी से p naught p 1 p naught p 2 p naught pn 
गुणा करŐ ।
 अǅी िũकोणिमतीय पहचान जो बताती है िक साइन पीआई बाय एन साइन 2 पीआई बाय एन साइन एन माइनस 1 पीआई बाय एन वैʞू
एन को 2 पावर एन माइनस 1 देता है और इसी तरह हमारे पास एक और पहचान है यहां अंतर हम देख सकते हœ िक यहां हम  मान लŐ 
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िक पाई के िवषम गुणज को 2 से िवभािजत िकया गया है, इसके बजाय हमारे पास लगातार शɨ हœ,n pi 2 pi 
 इसिलए हमारे पास घटा 1 बटा है, लेिकन यहां हमारे पास के िवषम गुणको ंको 2 से िवभािजत िकया गया है, उनका n pi n pi n 
उȋाद हमŐ 1 बटा देता है।
  2 पावर एन माइनस 1 जो बŠत ही रोचक पहचान है आइए हम इस पįरणाम को सािबत करŐ  आइए हम यह देखने का Ůयास करŐ  िक 
हमŐ Ɛा सम˟ा है जो हमŐ िदया गया है हमारे पास एक िनयिमत बŠभुज है िजसे एक इकाई सकŊ ल मŐ रखा गया है जैसे पी नॉट और पी 
वन और इसी तरह पीएन माइनस वन पर हम जानते हœ  िक इन शीषŘ को एकता के वŐ मूल के ŝप मŐ चुना जा सकता है ,n
 इसिलए ʩापकता के नुकसान के िबना हम यह मान सकते हœ िक िदए गए िनयिमत बŠभुज को यूिनट सकŊ ल पर इस तरह रखा गया n 
है िक कोने कुछ और नही ंबİʋ हमारी एकता की जड़ हœ और हम जानते हœ िक यिद  आप एक बŠभुज को एकता के ŝट nth nth 
पर कोने के ŝप मŐ रखते हœ तो यह एक िनयिमत बŠभुज है इस Ůकार हमने पहले ही िपछले ʩाƥान मŐ चचाŊ की है अब पहली पहचान 
जो हम सािबत कर रहे हœ वह यह है िक आप से की दूरी और से दूरी पर िवचार करते हœ।p naught p one p naught 
 पी दो तक और अɊ शीषŘ के िलए पी से कोई दूरी नही ंहै, हम उनके उȋाद पर िवचार करते हœ और लेते हœ, यह हमŐ िदखाना है िक 
हालांिक Ǜािमतीय ŝप से जिटल िदखता है लेिकन एक बार जब हम जिटल संƥाओ ंके संदभŊ मŐ िलखते हœ तो यह बŠत ˙ʼ है इसकी 
एक आसान पहचान  यह सािबत करने के िलए िक ʩापकता के नुकसान के िबना हम मानते हœ िक इन को अʚा पावर पर pks k 
रखा गया है, जो िक एकता का ŝट है से माइनस 1 है।nth k 0 n 
 अब उस पहचान को याद करŐ  िजसे हम  पहले से ही एक िटɔणी के ŝप मŐ उʟेख िकया गया है जो िक हमारा बŠपद है यिद आप इस 
पहचान को याद करते हœ तो पावर माइनस 1 को माइनस 1 उȋाद के ŝप मŐ से घात माइनस 1 से घात माइनस z n z z n z n 
दो के ŝप मŐ गुणा िकया जा सकता है और इस Ůकार बŠपद को के ŝप मŐ फैƃर िकया जा सकता है माइनस अʚा पावर जहां z k 
अʚा एकता की ŝट के अलावा और कुछ नही ंहै,k nth 
 इसिलए हम देखते हœ िक यह बŠपद जड़Ő िसफŊ  अʚा पावर हœ जहां से माइनस 1 है।k k 1 n 

 इसिलए हम इस पहचान को याद करने जा रहे हœ जो हमारे पास है से घात माइनस 1 जमा से घात माइनस टू ɘस ɘस z n z n z 
वन यह उस उȋाद के ŝप मŐ िलखा जाता है िजसे हमने इसकी जड़ो ंȪारा गुणनखंिडत के ŝप मŐ देखा है , जड़Ő यहाँ हœ हम कह सकते हœ 

या हमारा सामाɊ संकेतन अ̵फ़ा पावर अब इस Ůकार  सभी सİʃŵ संƥाओ ंके िलए पहचान सही है, बस को 1 के बराबर pk k z 
चुनŐ, िफर बाईं ओर हमारे पास पद हœ, हमŐ और दाएँ हाथ की ओर से हमŐ का गुणनफल 1 से माइनस 1 1 माइनस अ̵फ़ा n n k n 
पावर िमलता है।k 
  पहचान िजसे हम सािबत करना चाहते हœ, अब पूछŐ   ˢयं यह माũा Ɛा है 1 घटा अʚा शİƅ हमारी एकता की पहली वी ंk 1 n 
जड़ है और बराबर एक कोण के साथ है जो दो बटा है हम यहां Ůाɑ करŐ गे यह कोण दो बटा है यह एक हम है k pi n pi n p 
अब अʚा वन पी वन िलखा है हमने इसे अʚा और पी दो के ŝप मŐ िलखा है हमने अʚा पावर दो िलखा है अब अगर मœ पूणŊ मान 
लेता šं तो यह पी शूɊ के बीच की दूरी देता है जो 1 से पीके है जो अʚा पावर के है
 इसिलए हम देखते हœ  िक यिद आप इस पहचान के िलए पूणŊ मूʞ लेते हœ तो हमŐ हमारी वांिछत पहचान िमलती है जो िक इस उȋाद का 
पूणŊ मूʞ है से घटा 1 1 ऋण अʚा पावर और दािहना हाथ एक गैर ऋणाȏक संƥा है िनरपेƗ मान मापांक देता है मान k 1 n k 

का समान मापांक देता है हमŐ के साथ उȋाद देगा , िजसका अथŊ है िक यह के उȋाद के समान है 1z1 z2 mod z1 mod z1 k 
से घटा 1 मापांक कारक का उȋाद 1 घटा अʚा पावर जो के बराबर है और यह कुछ और नही ंबİʋ से दूरी n k n p naught 
है पीके के िलए यह पी नॉट पी है पी नॉट पी दो के साथ एक उȋाद वीपी शूɊ से पीएन शूɊ से 1 के बीच की दूरी तक हमŐ एन िमलता है 
जो पहली पहचान सािबत करता है अब हम दूसरी पहचान सािबत करना चाहते हœ जो साइन के साथ एन उȋाद Ȫारा साइन पाई है।
 दो पीआई बाय एन और इसी तरह उȋाद मूʞ पर एन दो पावर एन माइनस एक है यह सािबत करने के िलए हमŐ बस गणना करने की 
आवʴकता है िक 1 से अʚा पावर के की दूरी Ɛा है जो वाˑव मŐ हमारी साइन शतŘ को Ůाɑ करने जा रही है आइए हम से दूरी की 
गणना करŐ  एक माइनस अʚा पावर जो िक एक माइनस है, आइए हम इसके वगŊ पर िवचार करŐ  यह एक माइनस कॉस टू k k pi 
बटा माइनस िजसका मॉड ˍायर हम इसे 1 माइनस कॉस दो बटा तीन पूरे वगŊ के ŝप n i sine 2 k pi by n k pi n 
मŐ Ůाɑ करते हœ  वाˑिवक भाग वगŊ ɘस काʙिनक भाग वगŊ दो गुणा वगŊ है एक बार जब हम इसका िवˑार करते हœ तो k pi n 
हमŐ एक शɨ वगŊ िमलता है और हमारे पास एक साइन वगŊ शɨ होता है जो एक देता है और हमारे पास एक और शɨ होता हैcos 
 इसिलए एक साथ हमŐ 2 माइनस 2 गुना िमलता है  अब आगे आप  उस पहचान का उपयोग करŐ  जो 1 cos 2 k pi by n 
माइनस कॉस 2 थीटा को 2 साइन ˍायर थीटा के ŝप मŐ िलखा जा सकता है,
 इसिलए हमŐ यह िमलता है िक यह 
2 साइन ˍायर का से 2 गुना है, अब ȯान दŐ  िक का मान 1 से माइनस एक है तो हम एक माइनस अʚा पावर k pi n kk n k 
वगŊ की गणना चार गुना Ǜा गुणा वगŊ के साथ 0 से घटा 1 1 से माइनस 1 के ŝप मŐ की जाती है।k pi n k n n 
 

बटा चँूिक से माइनस 1 तक है, अब आप तकŊ  देखते हœ, यहाँ मान 0 से तक िभɄ होता है,k pi n k 1 n pi 
 इसिलए मान से से घटा 1 बटा जो िनिʮत ŝप से कम है या पीआई के बराबर और इसी तरह यह 0 से k pi s pi n n pi n 
अिधक या बराबर है इस तकŊ  के तहत साइन वैʞू हमेशा गैर नकाराȏक होती है
 इसिलए हमŐ वह मान िमलता है जो साइन दो गुना साइन के पीआई बाय एन है जो िक पी से शूɊ से पीके तक की दूरी के अलावा कुछ भी
नही ंहै।
 
िपछली िसȠ पहचान जो देती है जो िक दो पाप है  ई पीआई बाय एन उȋाद के साथ दो साइन दो पीआई बाय p naught p one 
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एन और उȋाद दो गुना साइन एन माइनस 1 पीआई बाय एन उȋाद एन है
 इसिलए हम देखते हœ िक साइन पीआई के उȋाद एन साइन दो पीआई बाय एन साइन एन माइनस 1 पीआई तक  तक हमŐ बटा 2n n 
घात घटा 1 Ůाɑ होता है जो आवʴक पहचान हैn 
 इसिलए हमने तीसरी पहचान सािबत करने के िलए दूसरा सािबत कर िदया है मœ केवल वही संकेत दंूगा जो हमने माना है तो आइए हम 
उस पहचान पर वापस जाएं जो हमारे पास है जो हम चाहते हœ  यह सािबत करने के िलए िक हम यहां साइन पाई को 2 एन से Ůाɑ करते 
हœ, िपछली पहचान हमारे पास साइन पाई बाय एन है
 इसिलए इस िवशेष शɨ को Ůाɑ करने के िलए हम दो एन िनयिमत बŠभुजो ंपर िवचार करते हœ, इस पहचान को लागू करते हœ, िजसका 
अथŊ है िक हम एन की संƥा दो एन ठीक है
 इसिलए दो बार िदए गए हœ  आप इसे एक िनयिमत बŠभुज के ŝप मŐ मानते हœ और िफर इस पहचान का उपयोग करते हœ और n 
Ɋूनतम हेरफेर के साथ हम तीसरी पहचान सािबत कर सकते हœ
 इसिलए मœ सबूत को छोड़ देता šं
 इसिलए इस ʩाƥान मŐ हमने एकता की जड़ के आधार पर कई Ůˑाव देखे और कुछ सम˟ाएं िजɎŐ हमने हल िकया है  u .
 के वŐ मूल पर है साथ ही हमने अǅी िũकोणिमतीय पहचानŐ देखी ंिजɎŐ हम अगले ʩाƥान मŐ एकता के वŐ मूल का उपयोग करके n n
सािबत करने मŐ सƗम हœ, 
हम इस पर और अिधक सम˟ाओ ंपर चचाŊ करŐ गे।
 धɊवाद 
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