
 નમչતે િવԾાથӯઓ, છેճલા લે՘ચરમાં જિટલ સં՚યાઓ પરના յયા՚યાનોમા ંઆપનું չવાગત છે.
 અમે એકતાના મા મૂળની ચચાӪ કરી હતી અને તેના આધાર ેઅમે ઘણી ઓળખ સાિબત કરી છે, ચાલો આ ચચાӪ ચાલુ રાખીએ,n
 તેથી ચાલો હંુ એકતાના મા મૂળને યાદ કԀં તે એક જિટલ છે.n
 સમીકરણ ને 1 ની ઘાત ને સંતોષતી સ՚ંયા અને છેճલા વગӷમા ંઆપણે જ ેબતાյયું છે તે આ સમીકરણને સંતોષતી z n 

અલગ જિટલ સ՚ંયાઓ છે જનેું નામ છે જ ે2 બાય વԱા સાઈન 2 Հારા આપવામાં આવે છે Հારા n zk k pi n i nk k pi 
0 1 થી માઈનસ 1 સુધી છે અને અમે નોիંયું છે કે આ ની ઘાત 1 િસવાય બીજંુ કંઈ નથીn zk z k 
 તેથી તમે ને એક સમાન ગણો છો જ ે એક છે જ ેબે બાય વԱા સાઈન બે છે  Հારા હવે તેની શિԝ લો જ ેk z pi n i n pi k 
એકતાના અլય મા મૂળને જનરટે કર ેછે અને સગવડતા માટે અમે થીટા નોટેશન રજૂ કરીશું જ ેn cis cos theta plus i 

તરીકે յયા՚યાિયત થયેલ છે અને જો આપણે તેની શિԝ લઈએ તો માԋ મોિરસ કાયદા Հારા આપણે  જુઓ કે sin theta k d 
આ તરીકે આવે છે થીટા છે અને ચાલો આપણે કેટલીક ટીકા કરીએ કે આપણે શું અવલોકન કરીએ છીએ જો આપણે આճફાને c k 

તરીકે પુટ આճફા ગણીએ તો તે બાય છે જો આપણે આճફા માટે પાવર વધારીએ તો આપણને z 1 cis 2 pi n n cis 2 
બાય પાવર બાય મળે છે.pi n n 

  ઉપરોԝ િનયમ આપણે જોઈએ છીએ કે ટુ પાઈ જ ેબીજંુ કંઈ નથી પરંતુ ટુ વԱા ટુ જ ેએક છે અને cis cos pi i sin pi 
જો આપણે પાવર આճફા પાવર વધારીએ તો આ આճફા પાવર તરીકે સંપૂણӪ પાવર પર લખી શકાય છે અને ઉપરના kn n k 
અવલોકન Հારા આ શૂլય કરતાં વધુ અથવા સમાન માટે ફરીથી એક છે તે જ રીતે નેગેિટવ મճૂય માટે તમે અવલોકન કરી શકો ks k 
છો કે શૂլય કરતાં ઓછા માટે જો આપણે આճફા પાવર અને પાવર ને իયાનમાં લઈએ અને કોઈ ચકાસી શકે કે આ ફરીથી k k n 
આճફા પાવર પાવર જટેલો જ છે.n k 
 ફરીથી એક છે
 તેથી િનયમનો સારાંશ તરીકે જો આપણે ના આճફા પાવર ગુણાંકને իયાનમાં લઈએ તો તે છે આ બધા માટે એક છે પૂણાӭક n kn k 
સાથે સંબંિધત છે અને બીӾ િટխપણી ચાલો આપણે એકતાના આ મા મૂળને લખીએ જનેે આճફા પાવર તરીકે લખી શકાય.n

સાથે શૂլય થી માઈનસ વન એકતાનું આપણંુ મું મૂળ જનેો અથӪ છે કે તે સંતુՋ થાય છે  k k n n
 તેથી તે કોઈપણ આճફા પાવર સંતુՋ કર ેછે તે સમીકરણ ને પાવર સંતુՋ કર ેછે તે આપણને એક આપશે જ ેકહે છે કે આճફા k z n 
પાવર એ બહુપદી પાવરનું મૂળ છે k z n 

માટે ઓછા એક શլૂય એક થી માઈનસ વન સુધી આપણે જ ેӽણીએ છીએ તે કોઈપણ આપેલ માટે છે તે હંમેશા આ k n n 
બહુપદી માટે Ԁટ છે જ ેસરળતાથી જોઈ શકાય છે ને ઘાત માઈનસ વનને իયાનમાં લો આને માઈનસ 1 ઉըપાદન તરીકે z n z 
ફે՘ટરાઈઝ કરી શકાય છે અને થી ઘાત માઈનસ  1 વԱા ની ઘાત માઈનસ 2.z n z n 

 તેથી સરળ ગણતરી Հારા આપણે ચકાસી શકીએ છીએ કે ડાબી બાજુ જ ે પાવર માઈનસ 1 છે તે હવે આ બે પિરબળોના z n 
ઉըપાદનના સંદભӪમા ંલખવા સમાન છે 
કારણ કે બરાબર એક આ માટે મૂળ છે  બહુપદી આપણે શկદ અને બાકીના પિરબળોનું  z 
અવલોકન કયુӭ છે જ ે માઈનસ 1 િડԆી બહુપદી છે આ માટે આճફા થી થી માઈનસ વન આ બહુપદીનું મૂળ હશે જ ેઅլય n k k n 
અવલોકન પરથી આપણે કહી શકીએ કે આճફા પાવર માઈનસ 1 વԱા માઈનસ 2 વԱા વԱા એકનું મૂળ છે માટે k  zn zn z k 
એક બે થી બાદ એક સુધીn 
 તેથી તેનો અથӪ એ કે આપણે બહુપદી ઘાત માઈનસ 1 વԱા ઘાત માઈનસ 2 વԱા વԱા 1 લખી શકીએ.z n z n z 
  જમે કે માઈનસ આճફા માઈનસ આճફા չՄેર અને એ જ રીતે માઈનસ આճફા પાવર માઈનસ વનz z z n 
 તેથી જો હંુ ટંૂકા સંકેતમાં લખીશ તો આપણે જ ેજોઈએ છીએ તે એ છે કે ઘાત માઈનસ 1 વԱા પાવર માઈનસ 2 પર આ n z n 
વԱા સધુી પિરબળ અથવા બહુપદી  વԱા 1 આ બહુપદીને એકતા ઘાત ના મા મૂળનો ઉપયોગ કરીને પિરબળ બનાવી શકાય z k n
છે 
અને સમાનતા સરળતાથી દલીલ કરી શકાય છે કારણ કે માઈનસ એક િડԆી બહુપદીમાં વધુમાં વધુ ઓછા એક મૂળ હોઈ શકે છેn n 
અને આપણે જ ેઅવલોકન કયુӭ છે તે ઓછા 1 મૂળ છે જ ેઆપણે પહેલેથી જ અવલોકન કયુӭ છે.n 
 એકતાનું િવિશՋ મું મૂળ આ બહુપદીઓનું મૂળ છેn
 તેથી આ બહુપદીને આ չવԁપમા ંપિરબળ બનાવી શકાય છે આ િટխપણી સાથે ચાલો આપણે એક સરળ સમչયા તરફ જઈએ , 
ԃમબԺ જોડીની સ՚ંયાને અճપિવરામ શોધીએ ԧાં અને વાչતિવક સ՚ંયાઓ છે જમે કે આ સમીકરણને સંતોષે છે b a b i  t 

ની બરાબરa plus ib power 2016 a minus ib 
 તેથી અમને શԞ અճપિવરામ વાչતિવક સ՚ંયાઓ શોધવા માટે કહેવામાં આવે છે કે તે આ સમીકરણને સંતુՋ કર ેછે જ ેઆપણે b 
ӽણીએ છીએ તેને બે કાટӲિશયનમાં અճપિવરામ આપવામાં આવે છે.r b 
  વાչતિવક સ՚ંયાઓનું ઉըપાદન આપણે જિટલ સ՚ંયાને એક વԱા ને અનլય રીતે સાંકળી શકીએ છીએ જનેો અથӪ છે કે આ ib 
સમીકરણને સંતોષતી ԃમાિંકત જોડી શોધવી જ ેઆ સંબંધને કારણે આ સમીકરણને સંતોષતી જિટલ સં՚યા શોધવાની સમકԟ છે 
તેથી ને વԱા તરીકે իયાનમાં લો અને અમે શોધી રՑા છીએ તમામ જિટલ સં՚યા માટે જનેી શિԝ 2016 એ આપણને z ib z z 
બાર આપવો જોઈએ
 તેથી જો આપણે આ સમીકરણને સમકԟ રીતે સંતુՋ કરતી તમામ જિટલ સ՚ંયાના સમૂહ માટે આ સમીકરણ હલ કરીએ, તો અમે આ 
સમીકરણને સંતોષતા અճપિવરામ ԃમાિંકત જોડીને જોડી શકીએ તો ચાલો આ સમીકરણમાંથી આ સમીકરણ ઉકેલીએ.b 
 અવલોકન એ છે કે જો આપણે મોեયુલસ લાગુ કરીએ તો આપણે જોઈએ છીએ કે 2016 નું મોեયુલસ બારના મોեયુલસ જટેલું હોવુંz 
જોઈએ જ ેમોડ જટેલો જ છે જનેો અથӪ થાય છે.z t 
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ને ડાબી બાજુએ લાવો  hat mod z 
 તેથી અમારી પાસે 2016 માઈનસ મોડ છે તે 0 ની બરાબર હોવું જોઈએz 
 તેથી આપણે જ ેદલીલ કરી રՑા છીએ તે છે કે જો કોઈ જિટલ સ՚ંયા આ સમીકરણને સંતોષે છે તો તેણે આ સંબંધને સંતોષવો જોઈએ
આ સૂચવે છે કે મોડ ઉըપાદન સાથે મોડ પાવર 2015 માઈનસ 1 આ 0 ની બરાબર હોવું જોઈએ આ સંબંધમાંથી આપણે z z 
જોઈએ છીએ કે કાં તો મોડ શૂլય હોવો જોઈએ અથવા મોડ પાવર બે હӽર પંદર એક સમાન હોવો જોઈએz z 
 તેથી આપણને સંબંધ મળે છે કા ંતો મોડ શૂլય મોડ ની બરાબર છે પાવર બે હӽર પંદર એક સમાન હોવો જોઈએ જો મોડ z r z 

શૂլયની બરાબર હોય તો તેનો અથӪ એ થાય કે શլૂય છેz z 
 તેથી ચાલો આપણે իયાનમાં લઈએ કે જો શլૂય ન હોય તો મોડ પાવર 2015 એક હોવો જોઈએ આમાંથી આપણે તારણ કાઢીએz z 
છીએ કે મોડ એકની બરાબર હોવંુ જોઈએ શા માટે કારણ કે જો મોեસ એટ પાવર 2015 એક છે અને ધારો કે મોડ એક કરતા z z 
ઓછો છે તો તરત જ તમને કહે કે એક કરતા ઓછો અથવા એક કરતા વધાર ેતમે તરત જ જોશો કે મોડ પાવર બે હӽર પંદર એક z 
બરાબર હોઈ શકે નહી ં
 તેથી આ દલીલ Հારા અમે  જોઈ શકો છો કે એ એક જ હોવો જોઈએ જો તેની શિԝ એક હોય તો આ i  mmedialy mod z 
િનոકષӪ પરથી,
 તેથી હવે મોեસ માટેનો કેસ իયાનમાં લો જો બરાબર એક હોય તો չՄેર ફરીથી એક છે અને આ અમને તરત જ mod z mod z 
જણાવશે કે અમે લખી શકીએ છીએ બાર  મોડ ચોરસ માં માં બાર જ ે બાર જટેલો જ છે તે હવે Հારા એક Հારા z z z z z z z 
આપવામાં આવે છે આ િકչસામાં આપણે જોઈએ છીએ કે આપણે એકમાંથી સમીકરણ પર પાછા જઈએ છીએ અમારી જિટલ સં՚યા 
આ બારને સંતોષે છે હવે આપણે એવા િકչસામાં છીએ જો મોડ  બરાબર એક પછી બાર એ બીજંુ કંઈ નથી પણ એક બાય z z z z
છે
 તેથી આ સૂચવે છે કે ની ઘાત બે હӽર સԱર એક છે અને આપણે ӽણીએ છીએ કે આ સમીકરણ માટેના તમામ સંભિવત ઉકેલો z 
શું છે આ એકતાનું મું મૂળ છે ԧાં છે.n n 
  2017.

 તેથી તેનો અથӪ એ છે કે સમીકરણ બે સમીકરણ બે એ બે હӽર િસԱેર અલગ-અલગ િબન-શլૂય ઉકેલો છે અને અમે નોիંયું છે કે જો 
તમે ને શૂլયની બરાબર ગણો છો તો તે પણ આ સમીકરણને સંતોષે છેz 
 તેથી જનેો અથӪ થાય છે કે શૂլયની બરાબર એ િનոકષӪ તરીકે ઉકેલ 1 પણ છે.z 
 
સમીકરણ 1 ના િવિશՋ ઉકેલો ચાલો આપણે એકતાના મા મૂળ માટે  એક સરસ ગુણધમӪ જોઈએ.a  s 2018 n
  શլૂયથી માઇનસ 1 સુધી િશખર Հારા એકતાનું મું મૂળ, તો આપણને અથવા 0 તરીકે મճૂય મળે છે જો પાવર નો n m n n m n 
બહુિવધ હોય તો આપણને મળે છે જ ેએમ કહેતા સમાન છે કે એ ને િવભાિજત કર ેછે અլયથા આપણને સરવાળો મճૂય મળે n n m 
છે  0 ચાલો આપણે આ Ԑչતાવ સાિબત કરીએ જમે આપણે અગાઉ ઉճલેખ કયӷ છે તેમ આપણે તેને ફԝ આճફા પાવર તરીકેzk k 
લખી શકીએ છીએ ԧાં આճફા કહે છે 2 બાય અને શૂլયથી માઈનસ એક છે હવે 0 થી બાદ 1 ના સરવાળા s pi n k n n z 

ને իયાનમાં લો  પાવર પાવર માટે જ ે બરાબર શլૂય થી માઈનસ વન ની જ՛યાએ આճફા પાવર અને પાવર k kzk m k n zk k 
છે અને આ m 

0 થી માઈનસ 1 આճફા પાવર ના સમીકરણ સમાન છે હવે આ એક િનિՆત સ՚ંયા છે વધેલી શિԝ સાથે હવે સરવાળો n m k k 
કંઈ નથી પણ ભૌિમિતક સરવાળો છે  સરવાળાનું મճૂય સરળતાથી કેવી રીતે શોધી શકાય તે ӽણો 
કદાચ માԋ એક િટխપણી તરીકે હંુ ફԝ તે ભૌિમિતક સરવાળો સરવાળો બરાબર ઉમેરીશ તો ચાલો આપણે ફԝ ભૌિમિતક k 
સરવાળો યાદ કરીએ, ચાલો કહીએ કે માઈનસ 1 સુધી આપણી પાસે ની ઘાત છે સરવાળો મճૂય ઘાત માઈનસ વનને એક n a k n 
બાદબાકી એક Հારા િવભાિજત કરવામા ંઆવે છે ԧાં બરાબર એક બરાબર ન હોવો જોઈએa 
 તેથી આપણે સરળતાથી મેળવી શકીએ કે સરવાળો મճૂય હતો આમ આપણે તેને અહી ંલાગુ કરી શકીએ છીએ જનેો અથӪ છે કે 
સરવાળો મճૂય અહી ં છે  અહી ંિનિՆત મճૂય આճફા પાવર છેa m 
 તેથી આપણને આճફા પાવર એમ મળે છે તેની શિԝ માઈનસ 1 ને ભા՛યા આճફા પાવર માઈનસ વન હવે ચાલો હંુ તે જ n m 
સરવાળા મճૂયને આગલા પૃՌના સરવાળા બરાબર શૂլય થી માઈનસ વન પાવર લખું  પાવર તેનું મճૂય અમે તેને k n z k m 
આճફા પાવર પાવર માઈનસ વન ભા՛યા આճફા પાવર માઈનસ વન તરીકે શોધી કાઢռું છે કે જો બરાબર વડે m n m m n 
િવભાԧ હોય તો આճફા પાવર બરાબર એક હશે એટલે કે આ સૂԋ માլય છે જો આճફા પાવર  ની બરાબર નથી અને m m 1 
સમાનતા થાય છે ԧાર ે ને િવભાિજત કર ેછેnn m 
 તેથી જો એ ને િવભાિજત કરતું નથી એટલે કે એ નો ગુણાંક નથી તે િકչસામાં આપણે ӽણીએ છીએ કે આճફા પાવર n m m n m 
એક અને ઉપરના સમાન નથી
 તેથી અિભյયિԝ શլૂય થી બાદ એક ઘાત બરાબર છે  પાવર આપણે જોઈએ છીએ કે અહી ંઆ શկદ આճફા પાવર k n z k m 

પાવર માઈનસ વન ભા՛યા આճફા પાવર માઈનસ વન જવેો છે અને નોધં લો કે આճફા પાવર ની િકંમત એક છેn m m n 
 તેથી આ શૂլય બને છે અને ԧાર ે ન થાય ըયાર ેઆ િબન-શૂլય જթથો છે ભાગાકાર કરો એટલે કે જો એ ભાગાકાર ન કર ેn m n m 
તો આપણને શૂլય મળે છે, ધારો કે ને ભાગાકાર ેછે જનેો અથӪ એમ થાય છે કે એ ના કેટલાક ગુણાંક Հારા આપવામાં આવે n m m n 
છે તે િકչસામાં નો સરવાળો થી માઈનસ 1 સુધીની ઘાત માટે આપણને પાવર વધારવાની જԁર છે  જ ે છે k k 0 n z k m qn 
અને અમે પહેલેથી જ નોիંયું છે કે એકતાનું મું મૂળ તેની પાવરનો ગુણાંક હંમેશા એક હશેn n 
 તેથી તેને આճફા પાવર તરીકે પણ ફરીથી લખી શકાય છે k 
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અને અહી ંતે છે અને આપણે સરળતાથી જોઈ શકીએ છીએ કે આ શկદ એક છે અને ફરીથી જો તમે  પાવર વધારો તે ફરીથીkq kq 
એક છે સરવાળો મૂճય છે જો છે  નું અճટીપલn m m n 
 તેથી અમે અમારી દરખાչતને સાિબત કરી છે કે જો તમે એકતાના મા મૂળને ગણો તો તેને એકતાના તમામ મા મૂળનો સરવાળોn m n
કરો તો તમને મճૂય મળે છે જો એ નો ગુણાંક હોય અլયથા અમને 0 મળે છે ચાલો જોઈએ મճૂય સાથેનો ખૂબ જ n m n a  m 
ચોԜસ કેસ ખાસ કરીને મૂճયને એક તરીકે իયાનમાં લો, જો એક કરતા મોટો હોય તો તે ને િવભાિજત કરતું નથીm n m 
 તેથી થી શլૂયથી માઇનસ 1 ઘાત ԧાં ને 1 તરીકે ગણવામા ંઆવે છે ըયા ંઆપણને મળે છે.k n z k m 
  સરવાળાની િકંમત 0.

એ એક કરતા મોટી છે તો હવે લખો કે આ શું છે તે બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ વԱા  n zkzk cos two k pi by n i sine 2
બાય આ 0 બરાબર છે અને હવે આપણે તે વાչતિવક ભાગ સરળતાથી જોઈ શકીએ છીએ આ જિટલ સ՚ંયાનો 0 છે અને k pi n 

જિટલ સં՚યા શૂլયનો કાճપિનક ભાગ ગણતરી કરો કે આ જિટલ સ՚ંયાનો વાչતિવક ભાગ શું છે જ ે બરાબર શլૂયથી ઓછા એકk n 
કોસ બે બાય જ ેઆ જિટલ સ՚ંયાનો વાչતિવક ભાગ છે તે િસવાય બીજંુ કંઈ નથી અને આ શૂլય છે અને કાճપિનક ભાગ k pi n 
જ ે છે  બાય આ 0 છે જો હંુ չપՋ રીતે લખું કે આ બરાબર શૂլય કોસ શլૂય માટે છે જ ેએક છે અને પછી si ne 2 k pi n k 
બાકીના શկદો જ ેઆપણી પાસ ેઅહી ંછે તે બે બાય વԱા ચાર બાય અને કોસ સુધી 2 માઈનસ 1 બાયpi n cos pi n n pi 

ની િકંમત માઈનસ 1 છે અને આપણને 0 ની બરાબર માટે ની અવӾેમા ંબીӾ િԋકોણિમિત ઓળખ મળે છે આપણે જોઈએn k k 
છીએ કે Ԑથમ સરવાળો મճૂય 0 છે બાકીના પિરબળો આપણને સાઈન બે બાય સાઈન ફોર બાય મળે છે  અને છેճલી pi n pi n 
ટમӪ સાઈન બે માઈનસ વન પાઈ બાય ની િકંમત 0 છે.n n 

 તેથી ચોԜસ કેસ પાવર બરાબર 1 માટે આપણને એક સરસ િԋકોણિમિત ઓળખ મળી છે, ચાલો આ Ԑչતાવના આધાર ેઆપણે m 
આճફાને તરીકે દશાӪવીએ છીએ.cis 2 

Հારા એ એકતાના મા મૂળ િસવાય બીજંુ કંઈ નથી અને જિટલ સ՚ંયા એ નીચેની શરતને સતંોષે છે કે તમે એકતા આճફા n pi n z 
ના મા મૂળથી સુધીનું અંતર માપો છો જ ેએકતાના તમામ મા મૂળમાંથી એક કરતા ઓછંુ અથવા બરાબર છે જો ըયા ં આk n z n az 

િչથિતને સંતોષે છે તો શլૂય નથીz mus  
 તેથી ચાલો આપણે િચԋાԵક રીતે 
જોવાનો ԐયԴ કરીએ કે આપણે જ ેજોઈએ છીએ તે છે કે જો તમારી પાસે શլૂયની બરાબર હોય તો એક કહો કે એક થી મહԱમk z 
અંતર એક કરતા ઓછંુ અથવા બરાબર છે
 તેથી આપણે ӽણીએ છીએ કે આ અંતર શું છે આ એકમ છે  એકનું અંતર પણ અહી ંતે એકમ છે હવે જિટલ નંબર એકથી 1 ના z  
અંતરની અંદર આવેલું છે ઠીક છે, એટલે કે તમે એકમાંથી એકની લંબાઈ કેટલી છે તે ટӬ ેસ કરો તો આપણને વતુӪળ મળશે હવે અંદર z 
Ԟાંક છે અને હવે લો  એક બીજંુ કહો કે આճફા જ ેએકતાના મા મૂળમા ંછે હવે તમે અંતર સાથ ેબીજંુ વતુӪળ બનાવો n
ફરી એક વતુӪળની અંદર આવેલું છે, તેવી જ રીતે તમે જોશો કે z 
એકતાના દરકે મા મૂળ સાથે એકતાના 9મા મૂળનું અંતર છે.n
 જો આવી જિટલ સ՚ંયા હોય તો હંમેશા એક કરતા ઓછી અથવા તેની બરાબર હોય તો અમે બતાવવા જઈ રՑા છીએ કે તે મૂળ 
િસવાય બીજંુ કંઈ નથી, ચાલો આપણે આ પિરણામને સાિબત કરવાનો Ԑયાસ કરીએ જ ેઆપણને આપવામાં આવે છે કે માઈનસ z 
આճફા પાવર કરતાં ઓછી અથવા બરાબર છે.k 
 
ના તમામ મճૂયો માટે 1 થી  એક થી માઈનસ વનk n 
 તેથી હવે હંુ માԋ ની િકંમત નԜી કԀં છંુ જ ેશլૂય થી માઈનસ 1 માં છે પછી આપણે તે મોડ માઈનસ આճફા પાવર k n z k 
જોઈએ છીએ જનેો ચોરસ જ ેદરકે અવયવનો ફરીથી ગુણાંક છે અને આ શկદ ઓછો છે  એક કરતા અથવા બરાબર આ શկદ ફરીથી 
એક કરતા ઓછો અથવા બરાબર છે
 તેથી ઉըપાદન એક કરતા ઓછંુ અથવા બરાબર છે આ સૂચવે છે કે હવે આ ડાબી બાજુને િવչતૃત કરવાનો Ԑયાસ કરો આ માઈનસz 
આճફા માઈનસ આճફા બાર છે તેમનું ઉըપાદન ઓછંુ છે  એક કરતાં અથવા તેની બરાબર હવે ડાબી બાજુએ વધુ િવչતૃત કરોkz k 
આ મોડ չՄેર છે અને અլય શկદો આճફા બાર માઈનસ બાર આճફા પાવર વԱા તમને આճફા չՄેરનું મોեયુલસz z k z k k 
મળે છે જ ેએક કરતાં ઓછંુ અથવા બરાબર છે તે યાદ કરો  એકતાનું મું મૂળ જ ેએકમ વતુӪળ પર આવેલું છેn
 તેથી જનેો અથӪ થાય છે આ આճફા પાવર મճૂયનું મોեયુલસ એક છે આ સૂચવે છે કે મોડ ચોરસ તેના કરતા ઓછો અથવા k z 
બરાબર છે અլય તમામ શկદો જમણી બાજુએ લો તો તમે મેળવો છો તે આճફા પાવર બાર છે વԱા બાર આճફા પાવર z k z k 
ԧાં મճૂયો  0 થી માઈનસ 1 સુધી સમાન અસમાનતા સંતુՋ થાય છેk n 
 તેથી માԋ અવલોકન કરો કે તેનો અથӪ શું છે કે તમે 0 ની બરાબર લો તો તમને તે ચોԜસ જિટલ સં՚યા માટે એકતાનું Ԑથમ મું k n
મૂળ મળે છે  બરાબર કહો તમને આճફા બાર વԱા બાર આճફામા ંમળે છેk z 
 તેથી અમને અસમાનતા મળે છે હવ ેતમે આ અસમાનતાઓનો સરવાળો કરો છો આનો અથӪ એ થાય છે કે જો હંુ આ n n n 
અસમાનતાઓનો સરવાળો કԀં તો ડાબી બાજુએ મને મોડ ચોરસની શરતો મળે છે આ તેનાથી ઓછી અથવા બરાબર છે  z n k 
નો સરવાળો 0 થી માઈનસ 1 આճફા પાવર બાર સાથ ેગુણાકાર વԱા આ એક સામાլય સરવાળો છે જ ેહવે આપણી પાસે n z k 
હોઈ શકે છે તમાર ેદરખાչત લાગુ કરવાની જԁર છે જ ેઅમે હમણાં જ સાિબત કયુӭ છે કે 

મા મૂળના સરવાળાના સરવાળા તરીકે  હવે એકતા શլૂય છે જ ેઅહી ંબરાબર સરવાળો છે અહી ંઆપણે ને સામાլય પિરબળ n z 
તરીકે ફӱકી શકીએ છીએ અને પછી તમે જમણી બાજુએ આવો છો, ચાલો હંુ લખીશ કે આ 0 થી માઈનસ સુધીના ગુէռા n z 
સમીકરણ કરતા ઓછો અથવા બરાબર છે  1 આճફા કે બાર વԱા બાર સમીકરણ બરાબર 0 થી માઈનસ 1 આճફા k z k n 
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પાવર છે અને આપણે ӽણીએ છીએ કે આ સરવાળો 0 છે અને અહી ંસંયોગને સામાլય રીતે સરવાળાની બહાર લઈ શકાય છે અને k 
સરવાળો ફરીથી સમાન છે આમ જ ેશլૂય છે જનેો અથӪ થાય છે અિધકાર  હાથની બાજુ શૂլય બની ӽય છે હવે જુઓ કે ચોરસનું z 
મોեયુલસ જ ેએક િબન- નેગેિટવ શկદ છે જ ેશૂլયથી ઓછંુ અથવા બરાબર છે તેનો અથӪ એ છે કે મોડ એ શૂլય હોવું જોઈએ જ ેz z 
એ શլૂય છે તેવું જ કહે છે
 તેથી અમે અમાԀં ઇિ՞છત પિરણામ સાિબત કયુӭ.
 કે જો એકતાના તમામ મા મૂળમાંથી અંતર ધરાવતી જિટલ સં՚યા હોય જ ેએક કરતા ઓછી અથવા સમાન હોય તો જિટલ સ՚ંયા n
મૂળ હોવી જોઈએ, ચાલો આપણે બીજંુ સરસ પિરણામ સાિબત કરીએ કે આપણને િનયિમત બહુકોણ આપવામા ંઆવે છે, ચાલો કૉલ 
કરીએ  તે શું િશરોિબંદુ છે તે સુધી માઈનસ 1 છે જ ેએકમ વતુӪળ પર મૂકવામા ંઆવે છે p naught p 1 pn 
ઠીક છે,
 તેથી આપણને િનયિમત બહુકોણ આપવામાં આવે છે જ ેએકમ વતુӪળ પર મૂકવામા ંઆવે છે આ આપેલ ધારણા સાથે આપણે n 
બતાવવા જઈ રՑા છીએ કે થી નો ગુણાકાર થી ના અંતર સાથે થી d p naught p 1 p naught p 2 p naught pn 
માઈનસ 1 ના અંતર સુધી આમ શરતો તમે ગુણાકાર કરશો તો તમને મճૂય મળશ ે જ ેરસԐદ ઓળખ છે અને વધુમા ંઆ n n 
ઓળખનો ઉપયોગ કરીને અમે મેળવવા જઈ રՑા છીએ સરસ િԋકોણિમિત ઓળખ જ ેજણાવે છે કે સાઈન બાય સાઈન 2 pi n pi
બાય સુધી માઈનસ 1 બાય ની િકંમત બાય 2 ઘાત માઈનસ 1 આપે છે અને એ જ રીતે આપણી પાસે એક વધુ n n pi n n n 
ઓળખ છે જ ેતફાવત અહી ંઆપણે જોઈ શકીએ છીએ કે અહી ંઆપણે  કહો કહો કે ના િવષમ ગુણાંકને 2 વડે ભા՛યા છે તેનાpi n 
બદલે અહી ંઆપણી પાસે સળંગ પદો છેpi 2 pi 
 તેથી આપણી પાસ ે ઓછા 1 બાય સુધી છે પણ અહી ંઆપણી પાસ ે2 વડે ભા՛યા ના િવષમ ગુણાંક છે તેનું n pi n n pi 
ઉըપાદન આપણને 1 વડે આપે છે  2 ઘાત માઈનસ 1 જ ેખૂબ જ રસԐદ ઓળખ છે, ચાલો આ પિરણામ સાિબત કરીએ, ચાલો એ n 
જોવાનો ԐયԴ કરીએ કે આપણને જ ેસમչયા આપવામાં આવી છે તે શું છે, આપણી પાસે િનયિમત બહુકોણ છે જ ેએકમ વતુӪળમાં 
મૂકવામાં આવે છે જમે કે અને અનેp naught p one 
 તેથી માઈનસ વન પર આપણે ӽણીએ છીએ  કે આ િશરોિબંદુને એકતાના મા મૂળ તરીકે પસંદ કરી શકાય છે,pn n
 તેથી સામાլયતા ગુમાյયા િવના આપણે ધારી શકીએ કે આપેલ િનયિમત બહુકોણ એકમ વતુӪળ પર એવી રીતે મૂકવામાં આવે છે કે n 
િશરોિબંદુઓ બીજંુ કંઈ નથી પરંતુ એકતાના મા મૂળ છે અને આપણે ӽણીએ છીએ કે જો  તમે િશરોિબંદુ તરીકે એકતાના મા મૂળ n n
પર બહુકોણ મૂકો તો તે િનયિમત બહુકોણ છે આમ આપણે પહેલાથી જ છેճલા લે՘ચરમાં ચચાӪ કરી છે હવ ેԐથમ ઓળખ જ ેઅમે 
સાિબત કરી રՑા છીએ તે છે તમે થી અને થી અંતરને իયાનમાં લો.p naught p one p naught 

બે અને સમԆ અլય િશરોિબંદુઓ માટે થી અંતર આપણે իયાનમાં લઈએ છીએ અને તેનું ઉըપાદન લઈએ છીએ જ ેતેનું  p p 
ઉըપાદન આપે છે આ આપણે બતાવવાનું છે જો કે ભૌિમિતક રીતે જિટલ લાગે છે પરંતુ એકવાર આપણે જિટલ સં՚યાઓની ԍિՋએn 
લખીએ છીએ તે ખૂબ જ չપՋ છે તેની સરળ ઓળખ  સામાլયતા ગુમાյયા િવના આમ સાિબત કરવા માટે અમે ધારીએ છીએ કે આ 

આճફા પાવર પર મૂકવામાં આյયા છે જ ેએકતા નું મું મૂળ છે 0 થી માઈનસ 1 છે.pks k k n n 
 હવે ઓળખને યાદ કરો જ ેઆપણે  પહેલેથી જ એક િટխપણી તરીકે ઉճલેખ કયӷ છે જ ેઅમારી બહુપદી છે જો તમને આ ઓળખ યાદ 
હોય તો પાવર માઈનસ 1 ને માઈનસ 1 Ԑોડ՘ટ તરીકે ફે՘ટર કરી શકાય છે અને ને પાવર માઈનસ 1 ને પાવર z n z z n z n 
માઈનસ બે અને આમ બહુપદીને તરીકે ફે՘ટર કરી શકાય છે.z 
 માઈનસ આճફા પાવર ԧાં આճફા એ એકતાના મા મૂળ િસવાય બીજંુ કંઈ નથીk k n
 તેથી આપણે અવલોકન કરીએ છીએ કે આ બહુપદી મૂળ ફԝ આճફા પાવર છે ԧાં થી માઈનસ 1 સધુી છે.k k 1 n 

 તેથી આપણે આ ઓળખને યાદ કરીશું કે આપણી પાસે શું છે.
થી પાવર માઈનસ 1 વԱા થી પાવર માઈનસ ટુ խલસ խલસ વન આ તેના ઉըપાદન તરીકે લખાયેલ છે જ ેઆપણે તેના z n z n z 

મૂળ Հારા પિરબળ તરીકે જોયેલું છે મૂળ અહી ંછે આપણે અથવા આપણા સામાլય સંકેત આճફા પાવર કહી શકીએ હવે આમ pk k 
ઓળખ બધી જિટલ સં՚યાઓ માટે સાચી છે ફԝ 1 ની બરાબર પસંદ કરો z 
પછી ડાબી બાજુએ આપણી પાસ ે પદ છે આપણને મળે છે અને જમણી બાજુએ આપણને નું ઉըપાદન મળે છે 1 થી n n k n 
ઓછા 1 1 ઓછા આճફા પાવર આપણે નӾક છીએ  ઓળખ જ ેઅમને સાિબત કરવામાં રસ છે તે હવે પૂછો  તમારી ӽતને આ k 
જթથો શું છે 1 ઓછા આճફા પાવર આપણંુ એકતાનું Ԑથમ મું મૂળ છે અને બરાબર એક એ કોણ સાથનેો કોણ છે જ ેબે k 1 n k pi
બાય છે આપણે અહી ંમેળવીશું આ ખૂણો બે બાય આ એક છે આપણે હવે આճફા વન પી વન લ՚યું છે આપણે તેને n pi n p 
આճફા અને પી ટુ લ՚યું છે આપણે આճફા પાવર બે લ՚યા છે હવે જો હંુ સપંૂણӪ મૂճય લઈએ તો તે વ՞ચેનું અંતર આપે છેp naught 
જ ે1 થી છે તે આճફા પાવર છેpk k 
 તેથી આપણે જોઈએ છીએ  કે જો તમે આ ઓળખ માટે િનરપેԟ મૂճય લો છો તો અમને અમારી ઇિ՞છત ઓળખ મળે છે જ ેઆ 
ઉըપાદન નું સંપૂણӪ મૂճય છે 1 થી માઈનસ 1 1 માઈનસ આճફા પાવર અને જમણી બાજુ એ િબન-નેગેિટવ સ՚ંયા છે સંપૂણӪ k n k 
મճૂય મોեયુલસ આપે છે મճૂય નું સમાન મોեયુલસ આપે છે, અમને સાથે ઉըપાદન આપશે, જનેો અથӪ z1 z2 mod z2 mod z1 
છે કે આ 1 થી સુધીના ના ઉըપાદન સમાન છે મોեયુલસ પિરબળ 1 ઓછા આճફા પાવર જ ે ની બરાબર છે અને આ બીજંુn k k n 
કંઈ નથી, પરંતુ શૂլયથી અંતર છે માટે આ એક ઉըપાદન છે બે સુધી થી p pk p naught p p naught p vp naught 

માઈનસ 1 વ՞ચેનું અંતર આપણને મળે છેpn n 
 તેથી જ ેԐથમ ઓળખ સાિબત કર ેછે હવે આપણે બીӾ ઓળખ સાિબત કરવા માંગીએ છીએ જ ેસાઈન સાથે સાઈન પાઈ બાય n 
Ԑોડ՘ટ છે  બે પાઇ બાય અનેn 
 તેથી ઉըપાદન મճૂય બાય બે ઘાત માઇનસ એક છે આ સાિબત કરવા માટે આપણે ફԝ ગણતરી કરવાની જԁર છે કે 1 થી n n 
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આճફા પાવર સુધીનું અંતર કેટલું છે જ ેઆપણી સાઈન ટձસӪ બરાબર મેળવશે ચાલો આપણે અંતરની ગણતરી કરીએ એક ઓછા k 
આճફા પાવર જ ેએક ઓછા છે ચાલો આપણે તેનો ચોરસ ગણીએ આ એક ઓછા ટુ બાય માઈનસ સાઈન 2 k cos k pi n i 

બાય જનેો મોડ չՄેર આપણે તેને 1 ઓછા બે બાય ԋણ આખા ચોરસ તરીકે મેળવીએ છીએ  વાչતિવકk pi n cos k pi n 
ભાગ ચોરસ છે વԱા કાճપિનક ભાગ ચોરસ બે બાય ચોરસ એકવાર આપણે આને િવչતૃત કરીએ છીએ ըયાર ેઆપણને એક k pi n 
પદ ચોરસ મળે છે અને આપણી પાસે એક સાઈન ચોરસ શկદ છે જ ેએક આપે છે અને આપણી પાસે અહી ંવધુ એક પદ છેcos 
 તેથી એકસાથે આપણને 2 ઓછા 2 વખત મળે છે  હવે તમે આગળ  ઓળખનો ઉપયોગ કરો કે જ ે1 ઓછાcos 2 k pi by n 
છે થીટાને 2 સાઈન ચોરસ થીટા તરીકે લખી શકાય છેcos 2 
 તેથી આપણે મેળવીએ છીએ કે આ 
2 સાઈન ચોરસ ના 2 ગુէռા છે હવે નોધં લો કે ની િકંમત 1 થી માઈનસ એક સુધી શું છેk pi n kk n 
 તેથી આપણે એક બાદબાકી આճફા પાવર ચોરસની ગણતરી બાય ચોરસ સાથે રլેજ 0 થી માઈનસ 1 1k sine k pi n k n 
થી માઈનસ 1 તરીકે થાય છે.n 

 તેથી આ સૂચવે છે કે થી વ՞ચેનું અંતર સાઈનના p naught pk 
મોեયુલસના બે ગણા Հારા આપવામાં આવે છે.

ની રլેજ 1 થી માઈનસ 1 ની હોવાથી હવે તમે દલીલ જુઓ છો અહી ંદલીલ 0 થી સુધી બદલાય છે k pi n n pi 
 તેથી મճૂય થી માઈનસ 1 બાય જ ેચોԜસપણે અથવા કરતાં ઓછી છે ની બરાબર અને તે જ રીતેk pi s pi n n pi n pi 
આ આ՛યુӪમլેટ િચՏ હેઠળ 0 થી વધુ અથવા બરાબર છે મճૂય હંમેશા િબન-નેગેિટવ હોય છે
 તેથી આપણને તે મճૂય મળે છે જ ે બે ગુէռા બાય છે જ ેહવે થી સુધીનું અંતર િસવાય sine sine k pi n p naught pk 
બીજંુ કંઈ નથી પાછલી સાિબત થયેલી ઓળખ જ ે શૂլય એક આપે છે જ ેબે પાપ છે  બાય ઉըપાદન બે સાઈન સાથે p p e pi n 
બે પાઈ બાય અને સાઈન માઈનસ 1 બાય સાથેનું ઉըપાદન છેn n pi n n 
 તેથી આપણે જોઈ શકીએ છીએ કે સાઈન પાઈ બાય સાઈન બે પાઈ બાય સુધી સાઈન માઈનસ 1 Հારા આપણને n n n pi n 

બાય 2 પાવર માઈનસ 1 મળે છે જ ેજԁરી ઓળખ છેn n 
 તેથી અમે ԋીӾ ઓળખ સાિબત કરવા માટે બીӾ સાિબત કરી છે હંુ ફԝ તે જ સકેંત આપીશ જ ેઆપણે իયાનમાં લીધું છે
 તેથી ચાલો આપણે જ ેઓળખ છે તે પર પાછા જઈએ.
 સાિબત કરવા માટે આપણે અહી ંસાઈન પાઈ બાય 2 મેળવીએ છીએ અગાઉની ઓળખ આપણી પાસે સાઈન પાઈ બાય છેn n 
 તેથી આ ચોԜસ શկદ મેળવવા માટે આપણે બે િનયિમત બહુકોણને իયાનમાં લઈએ છીએ આ ઓળખને લાગુ કરીએ છીએ એટલેn 
કે આપણે ની સ՚ંયા બે બરાબર છેn n 
 તેથી આપેલની બે વાર લઈએ છીએ  તમે તેને િનયિમત બહુકોણ તરીકે իયાનમાં લો અને પછી આ ઓળખનો ઉપયોગ કરો અને n 
լયૂનતમ મેનીխયુલેશન સાથ ેઅમે ԋીӾ ઓળખ સાિબત કરી શકીએ છીએ
 તેથી હંુ સાિબતી છોડી દઉં છંુ
 તેથી આ յયા՚યાનમાં અમે એકતાના મા મૂળ પર આધાિરત ઘણી દરખાչતો જોયા અને કેટલીક સમչયાઓ અમે હલ કરી છે.n

ના મા મૂળ પર છે  તેમજ અમે સરસ િԋકોણિમિતની ઓળખ જોઈ જ ેઅમે એકતાના મા મૂળનો ઉપયોગ કરીને  u n nity n
સાિબત કરી શԞા છીએ, 
અમે આના પર વધુ સમչયાઓની ચચાӪ કરીશું, આભાર.
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